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C.  A.  BRBTSCfii9£iD£{i.     Beiträge  zur  Geschichte  der  grie- 
chischen Geometrie.    Pr.  Gotha.    1869.  •, 

C.  A.  Bretschneipeji.    Die  Geometrie  und  die  Geometer 

vor  Euklides.    Leipzig.     Teubaer.    1870. 

Die  erst  dtirte  Arbeit  enthält  nur  Vorstudien  zu. der  zweiten 
aosflihrlichereii.  Im  ersten  Absohnitt  wird  an  der  Hand  grie- 
chischer Autoren  nachgewiesen,  dass  der  Ursprung  der  Geometrie 
wf  die  Aegypter  zurückzuführen  sei.  Die  Geometrie  der  Aegypter 
wird  als  „Reisskunst"  charakterisirt,  die,  auf  einer  geringen  An- 
uihl  von  bewiesenen  Lehrsätzen  hiBgründet;  vorzugswelsbltej^eln 
zur  Construetion  von  Aufgaben  enthalten  habe,  die  die  Ptaxis  ge- 
stellt Der  mathematische  Umfang  wird  näher  auseio^^piderge^ 
setzt  Der  zweite  Abschnitt  behandelt  den  Uebergaug  ^  der 
ägyptischen  Mathematik  an  die  Griechen.  Die  ersten  Anfänge 
ägyptischer  Kenntnisse  wurden,  nach  des  Verfs.  Aujsftthrung,,dYirch 
die  in  Folge  der  Vertreibung  der  Hyksos  um  1700  v.  Chr.  statt- 
findende Ansiedlung  Ton  Aegyptem  in  Griechenland  eingef&brti 
Sp&ter  tbaten  die  Studien  des  Thaies  und  namentlich  des  Pytha- 
goras  in  Aegypten  selbst  das  Uebrige.  Der  erste,  welcher  die 
eigentliche  Geometrie  in  Griechenland  einbürgerte ,  ist  Thaies. 
Sein  Aufenthalt  in  Aegypten  und  die  Untersuchung,  was  von  den 
ihm  zogesehriebenen  Ekitdeckungen  ihm  eigenthOmlioh,  wati  Ton 
den  Aegyptern  ttberkommen,  bildet  den  dritten  Abschnitt  Dem 
leUiessen  sickltotizen  über  die  mathematischen  und  aätrouoiiiiHclien 

PtrtMkr.  d.  Math.  U.  1.  1 


2  L  Abschnitt.    Geschichte  und  Philosophie. 

LeistuDgen  der  jonischen  Schule  und  des  isolirt  dastehenden 
Geometers  Oinopides  an.  Als  eigentlicher  Gründer  der  wissen- 
schaftlichen Geometrie  ist  indessen  erst  Pytbagoras  im  Verein 
mit  seinen  unmittelbaren  Schillern  anzusehen  (Abschnitt  IV.).  Durch 
Zersprengung  des  Pythagoräischen  Hundes  wurden  die  von  dem- 
selben gewonnenen  KeABtinUae  in*8  BublikUtt  gebracht.  Von  den 
Schülern  des  Pytbagoras *bi3  z^  Piaton  werden  im  V.  Abschnitte 
behandelt  Hippokratefs  vßoB  Chioö,  Anäphon,  ein  Athenischer 
Sophist,  und  Bryson,  die  «ich  rorzu^sweise  mit  der  Quadratur  des 
Kreises  beschäftigten.  Der  VI.  Abschnitt  behandelt  die  Geometer 
von  Piaton  bis  Euklides.  Platoa's  eigene  Leistungen  auf  diesem 
Gebiete  sind  nur  gering,  doch  lenkte  er  die  Bemühungen  seiner 
Sehale  besonders  auf  die  Theorie  des  Irrationalen  hin^  Nament- 
lich besprochen  werden  die  Leistungen  von  Leodamas  von  Thasos, 
Theaitetos  von  Athen  und  Archytas  von  Tarent,  die  nicht  un- 
ihittelbar  zu  Platon^s  Schule  gehörten;  von  seinen  eigentlichen 
Schülern  Deinostratos,  Menaichmos,  Eudoxos  von  Emdos/Ber- 
motimos  von  Eolophon.  Im  Anhange  endlich  werden  die  Lei- 
stungen einiger  Geometer  der  alexandrinischen  Schule  behandelt^ 
des  iPerseus,  Nikomedes  und  Diokles.  0. 

• 

Cantor,     Recension    über  Bretschneider,    Beiträge  zur 
.  Creschichte  der  griechischen  Geometrie.  ScWomiich  z.  xiv. 

*     Litz.29-3a  1869. 

G.  Fribdleik.     Die    Zahlzeichen    und    das    elementare 

•   Rechnen  der  Griechen,  Römer  und   des   christlichen 

Abendlandes   vom  7.  bis   13.  Jahrhundert.      Erlangen. 

'     Delchert.  186^. 

L 

J.  HoO£L.    ,,Die  Zahlreichen  und  das  elementare  Rechnen 

etC,"   von  G.  Friedlein.      Boncompagni  BulL  in.  67-90.  1Ä70. 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  war  bereits  1868  unter  dem 
Titel  ^Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik^  erschienen  (siehe 
Fortoobr.  d.  M.  I.  3-4).  Der  übrige  Theil  beschäftigt  sich  zunächst 
mit  der  Darstellung  der  Zahlen  bei  den  Römern.  Es  werden  die 
Re^heninstrumente  der  Römer  besprochen ;  zunächst  der  Abacus, 
der  bei  den  Römern  in  zwei  versehiedenen  Arten  vorkommt; 
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GapHel  1.    Geschichte.  ^ 

ferner  waren  Biegang  und  Stellung  von  Fingern  im  Öcibrauch/ 
endlich  atasammenfässende  Zeichen.    Der  dritte  Abschnitt  behan- 
delt die  Zeit  vom  7.  bis  zum  13.  Jahrhundert  n.  Chr.   Auch  hiei^' 
treten  jene  drei  Arten  der  Zahlendarstellung  auf.    Der  Abacus 
spielt  ebenfalls  eine  wichtige  Rolle.    Durch  arabischen  Einflusi 
kamen  dann  im  12.  Jahrhundert  die  Ziffern  gob&r  auf,  d.  h.  dfe 
Darstellung  der  Zahlen  durch  neun  Zeichen  und  einen  ciittilus; 
die  Null. 

Der  zweite  Theil  beschäftigt  sich  mit  dem  denlentai^il' 
Rechnen.  Bei  den  Griechen  kommen  vor  die  vier  Spezies  und 
das  Quadratwurzelausziehen,  bei  welchem  versuchsweise  verfahren 
wurde.  Ebenso  werden  dann  die  Römer  und  das  Abendland  Vöinf ' 
T.  bis  13.  Jährhundert  behandelt.  Auf  den  reichen  Inhalt  hier 
auch  nur  andeutungsvreise  näher  einzugehen,  verbietet  d6r  b6- 
schränkte  Raum.  0. 

F.  Junghans.     Ueber  Methode  und  Genauigkeit  asfro*-'^^ 
nomischer  Beobachtungen  bei  den  Aken.  Pr-^etettin.  1870. 

Der  Verf.  giebt  eine  Uebersicht  der  Methode  der  alexandri- 
nischen  Schule  bei  ihren  astronomischen  Beobachtungen,  verbunden 
nüt  Notizen  über  die  aus  derselben  resultiretiden  Fehler:  Zum 
Schlass  finden  sich  Bemerkungen  ttber  die  Zeitmessinstruittelifö' 
dieser  Schule.  0.     '  ' 

C.  GöBEL.     De  coelestibus  apud .  Platonem  motibus;  Prw 

Wernigerode  1869. 

Die  Arbeit  ist  ihrem  Inhalte  nach  zu  philologisch,  um  mehr 
als  den  Titel,  der  Vollständigkeit  halber,  anzufahren.       0. 

C.  v.  LiTTROW.     Ueber  das  Zurückbleiben  dep  Alten  ifi; 
den  Naturwissenschaften.    Wien.  Gerold.    1870  „i 

BecensioD  von  Schlömilch  dazu  siehe  Schlömilch  Z.  XV. 
Ute,  75-76.    Grunert  Arch.  LI.  112-114.   1870. 
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G.  Hofmann.     Die  Sonnenfinsterniss    des   Thaies    vom 
28.  Mai  586  V*  Ohi^.   Pr.  Triest.  1870. 

Max  Dunker  hat  in  seiner  Geschichte  des  Altertfanms  silsU' 


4  I*  Abschnitt.    Geschichte  and  Philosophie. 

dahia  entschieden  y  dass  die  Sonnenfinsterniss  am  30.  Sept.  610 
y^  plu*.  die  des  Thaies  gewesen  sei.  Der  Verfasser  weist  nun 
nach,  dass  keine  in  die  Zeit  von  612  bis  593  fallende  Sonnen- 
fi|i8(f»ri)iss  |n  Kleinasien  total  gewesen  sei,  die  von  585  aber,  ob- 
\f9bl  total,  sich  nicht  auf  den  Lydisch-medischen  Krieg  beziethen 
k^n,  weil  damals  Kyaxares  schon  acht  Jahre  g;estorben  war. 
Wf^I^rsdieinlicfa  hat  aber  Thaies  überhaupt  nur  eine  Sonneniinster- 
niss  vorausgesagt,  und  diese  ist  von  dem  lange  nach  ihm  schrei- 
bepden  Herodot  auf  die  Sonnenfinsterniss  des  Krieges  ttbertragen 
worden.  Die  seine  Ansicht,  dass  die  Sonnenfinsterniss  des  Thaies 
die  vom  Jahre  585  ist,  unterstützende  Notiz  des  Diogenes  Laertius, 
dasS;  nämlich  Thaies  seit  dem  Archontat  des  Daraasias  (585-583 
y.  Chr.)  ,,der  Weise^  genannt  worden  sei,  wohl  in  Folge  seiner 
Vorherverkttndigung,  scheint  dem  Verf.  entgangen  zu  sein. 

Ce. 

M^,  §TEiNSCHNKiDEB,    ZuT  Gcschichte  der  üebersetzungen 

aus    dem    Indischen    in's    Arabische    und    ihres   Ein- 

•  ■  .       •  .  .      . .  ■  • 

:  flusses  auf  die  arabische  Literatur,  z.  d.  Deutsch.  Morgeui. 

"  Ges.  XXIV.  325-892.    1809. 

, .  Der  Vef f.  knüpft  an  die  Vorrede  des  Abraham  Ihn  £sra, 
w;elch<^  dieser  seiner  Uebersetzung  des  arabischen  astronomischen 
Werkes  Kaiila  we-Dimnar  vorgesetzt  hat,  an  und  gpebt.  die- 
selbe zum  ersten  Male  im  hebräischen  Urtext  und  in  deutscher 
Ueberseteiang.  Durch  die  Angaben  dieser  Vorrede  in  Verbindung 
mit  einer  Fülle  von  sonstigen  literarischen  Notizen  giebt  der  Verf. 
eine  Berichtigung  der  Angaben  fast  aller  Schriftsteller  über  die 
berühmtesten  arabischen  Mathematiker.  Ein  Resum6  seiner. Re- 
sultate zu  geben,  dürfte  in  kurzen  Worten  unmöglich  sein;  die 
U^'benEdcht  wird  durch  den  vollständigen  Index  wesentlich  er- 
leichtert. Ce. 

B.  BoNCOMPAGNi.  Intorna  alF  opera  d'Albiruni  sull'  India. 

Boncompagui  BoU.  II.  153-206.   1869. 

'<  >Die  Arbeit  behandelt  eine  Beschreibung  Indiens,  die  dem 
arabischen  Mathematiker  Abul-Bihän-Mohamed-beü-Ahmed  Albi- 
runi  aus  dem  11.  Jahrhundert  zugeschrieben  wird.  0. 
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M.  Steinschneider.  Levi  ben  Gerson.  Hebräische  Bibiiograi^hie 

IX,  162-164. 

Mittheilang  Über  eine  in  dem  Basler  Codex  P.  IL  33  ent- 
haltene Handschriil  des  Sehriftchens  des  Levi  ben  Oerson  oder 
lateiniseb  Leo  Ebraeos:  De  nnmeris  armonieis  (Leo  starb  20.  April 
1344).  Das  Schrifteben  zeigt,  dass  es  ausser  den  Zahlen  2  und 
3;  3  imd  4;  8  und  9  keine  anderen  unmittelbar  folgenden  Zahlen 
geben  kann,  die  nur  die  Factoren  2  und  3  besitzen.  Der  Verf. 
untersucht  dann  noch,  welches  grössere  mathematische  Werk  das 
sein  konnte,  welches  Leo  im  Eingang  des  Schriftchens  ttber  har- 
inonisehe  Zahlen  erwähnt.  Er  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dasi9 
dies  eine  Astronomie  desselben  war,  die  in  lateinischer  Ueb^^ 
Betzang  noch,  in  den  Handschriften  Codex  Vaticanus  3098,  Codex 
Vaticanus  3380  und  Codex  Ambrosianus  D.  327  existirt. 

Ce. 

Gustav  Flemming.     Ein  Beitrag  zur  Geschichte  des  l^a- 

lenders.    Pr.  Altenburg.   1869. 

Abdruck  und  Erklärung  eines  Calendariums  ftlr  die  Jahrf^ 
1434 — 14^7,  sehr  ähnlich  dem  Kalender  des  Johannes.de  Ga- 
mondia,  der  von  1442 — 1472  reicht.  Das  Original  befindet  siqb 
io  einer  Handschrift  der  y.  Lindenau'schen  Bibliothek.  Der  K9^ 
lender  ist  noch  dadurch  ausgezeichnet,  dass  er  die  goldene  Zahl 
VIIL  dem  2.  Januar  zuweist,  eine  Verbesserung,  welc^be  apch 
Joh.  Y.  Gmnpden  in  seinem  Kalender  angebracht  hat  ;6ewisse 
Anzeichen  deuten  darauf  hin,  dass  das  ursprüngliche  Calendarium 
aus  dem  14.  Jahrhundert  stammt.  Auch  ttber  de^n  weiteren  :In- 
halt  der  Handschrift  ausser  den  16  abgedruckten  Seiten  giebt 
der  Verf.  Auskunft  und  dürfte  derselbe  danach  fllF,  die  Cujtur- 
geschichte  yqu  hohem  Werthe  sein.  Beiläufig  sei.  hier  noch  be- 
merkt, dass  die  Gymnasialbibliothek  zu  Thorn  zwei  Calendarien 
aus  dem  14  Jahrhundert  besitzt ,  das  tine  sogar  mit  der  nicht 
zweifelhaften  Jahreszahl  1328.  Ce^ 

Tappe.     Gisrbert  oder  Papst  Sylvester  IL  und  seine  Zeit. 

Pr.   Berlin  1869. 

Die  Abhandlung  giebt  uns  die  politische  Geschichte  Gerbert's, 
ohne  auf  seine  mathematisehen  Stadien  einzugehen.        Ce. 
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Gbrhard.     Zur  Geschichte  der  Algebra  in  Deutschland. 

Berl.  Monatsber.  1870.  141. 

Das  erste  Manuscript,  das  der  Algebra  erwähnt^  befindet  sich 
in  der  Bibliothek  za  München.  Es  stammt  aus  der  Benedictiner 
Jkbtei  St.  Emmeran  und  giebt  einen  Ueberblick  der  Kenntnisse 
in  der  Algebra  um  die  Mitte  des  15.  Jahrhunderts.  In  Wien  ist 
das  Manuscript,  auf  das  sich  Heinrich  Schrejber  aus  Erfurt  und 
.Christof  Rudolff  von  Jauer  stützten.  Sein  Titel  ist:  Regula  cose 
oder  Algebra.  Es  finden  sich  darin  Regeln  über  die  RechnuDg 
juit  positiven  und  negativen  Grössen,  sowie  Nachrichten  ttber  die 
JSntstehung  der  Wurzelzeichen.  O. 

< 

ll.  CüRTZE.     Die   mathematischen  Schriften   des  Nicole 

Oresme.    Berlin.    Calvary.    1870. 

Der  Herr  Verf.  giebt  hier  eine  exactere  ZusammenstelluDg 
und  Analyse  der  mathematisch -physikalischen  Werke  des  Oresme, 
dessen  Algorithmus  proportionum  bereits  1868  von  ihm  veröfient- 
licht  wurde  (Fortschr.  d.  M.  L,  5  und  8).  Nach  einer  kurzen 
Biographie  des  Nicole  Oresme  (geb.  in  der  Normandie,  in  dem 
ersten  Viertel  des  XIV.  Jahrhunderts ;  Schützling  Charles  V.,  der 
ihn  zum  Bischof  von  Lisieux  machte,  wo  er  1382  starb),  be- 
f^oht  H.  Onrtze  die  einzelnen  mathematisch -physikalischen 
^hriflen  desselben.    Es  sind  folgende: 

I.  Traetatus  proportionum. 

II.  Traetatus  de  ineommensurabilitate  motuum  celestium  (Nä- 
heres ttber  den  Inhalt  unbekannt). 

'in.    Algorithmus  proportionum  (Rechnung  mit  Potenzen  mit 
' '         gebrochenem  Exponenten). 
tr.    Traetatus  de  latitudinibus  formarum  (enthält  die  Qrund- 
•    idee  derDtecartes'schen  analytischen  Geometrie). 
"Vi    Traetatus  de  uniformitate  et  difformitafe  intensionum  (wahr- 
'^^ '  ■'     scheinlieh'  eine  weitere  Ausarbeitung  des  Vorigen). 

VI.    Trait*  de  la  sphöre  (ein  Werk,  durch  waches  rieh  Otesme 
.il  i       diQ  grösaten  Verdienste  um  die  wissensohaftliehe  Sprache 

der  Franzosen  erworben). 
.   i'WI«    Dini«iK  res  futuiae  per  astoeiogiam  possint  praesciri. 
VSb    Rationea  et  miuai  pätrium  nKurabiUiun  in  natura  (Oresme 
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war  eia  entschiedener  Feind  ddr  Astrologie  und  Zeieheti- 
deaterei). 

IX.  Plura  quodlibeta  et  diverse  questiones. 

X.  Solutiones  predictorum  probleumatum. 

XI.  Tractatus  contra  astronomos  judiciarios. 
XU    Liber  de  divinacionibus. 

XII.  üebersetzung  des  Werkes :  De  Coelo  et  Mundo  des  Aristo- 
teles. 

Am  Schiasse  recapitulirt  der  Verf.  kurz  die  Verdienste  des 
Oresme  um  die  Wissenschaft.  M. 

M.  CüRTZE.     Domenico   Maria  Novara  da  Ferrara,   dei* 
Lehrer  des  Copemicus  in  Bologna.'  Vortrag.  Tbom.  'Aitpr. 

Moiuitssdir.  YI.  735*748.   1869. 

Eine  knrze  Biographie  des  Novara,  aus  mehreren  italienischen 
Monographien  geschöpft.  F.  Hipler  hatte  bereits  In  sehier  Möi- 
nographie:  ^Nikolaus  Eopemikus  und  Martin  Luther.  Brättnsber|; 
likiS^  einige  Notizen  über  den  Lehrer  des  Copemicus  gegeben, 
die  hier  ergänzt  und  zum  Theil  berichtigt  werden.  Novara  ist 
1454  geboren,  wurde  1483  Professor  in  Bologna  und  starb  am 
15.  Angnsl  1504.  Er  war  vorzugsweise  beobacht^hder  Astronom. 
Er  stellte  zuerst  fest,  dass  sieh  der  Pol  seit  Ptolemftns  üdi  eineB 
Grad  dem  Zenith  genähert  haben  mdsse,  und  bestimmte  die  Sohieft 
der  EkUptik  n  28'  29^.  M;      { 

M.  CuRXZE.    Benchtigungen  zu  demAufsi^tzer  Domeoipp 

Maria  Novara  da  Ferrara.  Aitpr.  Mo&atsschr.  Vli.  25M56^197Q- 

Dieselben  betreffen  nur  Details,  in  welche  wir  hier  nidit  eilb- 

gehen  können.  '  M;>      * 


:*.'jj^ 


—  —  Domenico  Maria  Novara    da  Ferrara^   Maest^T.o 
del  Copemico  in  Bologna»    Lettura,  Jairi/iu^vopAi^  (A^^^ 

Gabsrnatis).   Firenze.   II.,  3' fasc.  1-3.  1870. 

Eine  Anzeige  des  obigen  Vortrages.  M. 

M.  CüRTZE.    Üeber  einige  bis  jetzt  untekannte  gedruckte 
Schriften    des    Domenico  Maria  Novara  da  Ferrara. 

Alipr.  Molitftsscitf.   Tu.  515-521.   187a 
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Mv'CtJRTZB.     Weitere  Notizeh  Über  Ims  jetzt  unbekannte 
gedruckte   Schriften    des   Domenico  Maria  Novara  da 

Ferrara.    Altpr.  Motmtsschr.   VII.   726-727.   1870: 

Diese,  im  Besitz  des  Fürsteü  Boncompagni  zu  Rom  befind- 
lichen, hier  näher  beschriebenen  Schriften  enthalten  unter  Anderem 
Stellen,  in  denen  jenes  wichtigen  Frognosticons  erwähnt  wird,  in 
welchem  Novara  zuerst  behauptete,  die  Weltachse  habe  ihre 
Lage  seit  Ptolemäus  verändert  und  sich  dem  Zenith  genähert. 

•M. 

Leopold  Prowe.     Das  Andenken    des  Copernicus    bei 
der  dankbaren  Nachwelt.    Thom.  Lambecif.  1870. 

Eine  Zusammenstellung  und  Beschreibung  der  zunächst  in 
der  Provinz  Preussen,  dann  aber  auch  ausserhalb  derselben  be- 
findlioben  Mouumente  und  Bilder  auf  den  grossen  Tborner 
A3tronomeD.  Ge. 

liKOPOLD  Prowe.     Ueber  den  Sterbeort  und  die  Grab- 
.statte  des  Copernicus.    Thorn.  Lambeck.  iSTO. 

Seit  Hat^knooh  in  seinem  ^Ält  und  Neues  Preusseii^  dem 
Zweifel  Ausdruck  gegeben^  ob  Copernicus  wirklidb  in  Fraueaburg 
faogiiabeii  seil  ist  vielfach  darüber  gestritten,  ob  er,  wie  zwei 
Frau^efiburger  Manuscripte  sagen,  in  Tborn  gestorben  und  be- 
graben. Der  Verf.  zeigt  nun  an  der  Hand  der  überlieferten  Nach- 
richten und  aütfaentisefaen  Aktenstücke ,  dass*  Copibmicus  hi 
Pteuenburg  j^estorben  ist,  dass  aber  die  Stelle  in  der  dortigen 
DömMrbheyiBii  welcher  Anfang  dieses  Jahrhundert»  Ozacki  die 
GebeiAe  desselben  aufgefunden  haben  wollte,  nicht  die  Grabstätte 
sein  kann,  wie  sich  auch  durch  theilweise  Entzifferung  der  In- 
i^c^fift  bewabrheitet  hat,  wonach  dort  das  Grab  des  Bischofs 
ttenricnt  Flishiining  ist,  der  1300  starb.  Gzacki  fand  eben  das, 
was  er  finden  wollte.  Ce. 

J.  Fiedler.    Peurbach  und  Regiomantanus.    Eine  biogra- 

phijsdbe   Skizze.    ?r.    Leobschutz  1870. 

Die  biographische  Skiz:^e  der  l>eid^  bedeutendsten  deutschen 
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ABtruDouieii  Tor  Üoperuieua  brii^t  nur  wenig  Neues  und  igt  nicht 
frei  von  Fehlern.    Die  ergte  Ausgabe  Ton  der  Theoriae  Plane- 
tamm  des  Penrbach  ist  nicht  in  4°  sondern  in  Fol.  gedruckt,  sie 
ist  nicht  1460,  sondern  1472  erschienen.    Der  Verf.  sagt  später 
selbst,  dasB  Regioniontan  seine  Druckerei,  aus  der  sie  hervorging, 
erst  1471  einrichtete.    Auf  dem  letzten  Blatte  wird  freilich  eine 
Beobachtung  aus  1460  erwähnt,  dies  ist  aber  bekanntlieh  das 
letxte  Lebensjahr  Peurbach's  (er  starb  8.  Apr.  14G1)  und  schon 
deshalb  unmöglich  das  Jahr  des  Druckes,  da  ja  das  Buch  erst 
nach  seinem  Tode  erschien.    Von  den  übrigen  angeführten  Aus- 
gaben ist  nur  die  letzte  zu  Ingolstadt  gedruckt,  nicht  alle.    Die 
von  1499  ist  z.  B.  in  Venedig  erschienen.    Auch  die  Fabel  von 
griechischem  Gifte,  an  dem  Begiomontan  gestorben,  hätte  nicht 
wieder  aufgefrischt  werden  sollen,  sondern  vielmehr  widerlegt. 
Regiomontan  starb  an  der  Pest.    Wäre  Gift  die  Ursache  seines 
Todes,  so  hätte  wohl  kaum  Papst  Sixtus  IV.,  der  ihn  nach  Rom 
beschieden  hatte  und  sein  eifriger  Gönner  war,  unterlassen,  eine 
Untersuchung  einzuleiten,  selbst  wenn  auch  nur  der  Verdacht 
einer  Vergiftung  vorgelegen.    Von  alle  dem  ist  aber  Nichts  be- 
richtet 

Gelegentlich  die  Bemerkung,  dass  die  Schreibweise  Copemi^us, 
der  wir  hier  stets  begegnen,  falsch  ist.  Die  Familie  schrieb  sich 
Koppemigk,  er  selbst  hat  aber  sich  nie,  weder  in  seinen  latei- 
nischen, noch  seinen  deutschen  Schriften  anders  als  latinisitt 
Copemicus  geschrieben,  und  so  sollte  man  doch  seinen  Namen 
beibehalten.  Ce. 

Bbküsing.  Gerhard  Kremer  genannt  Mercator,  der 
deutsche  Geograph.    Vortrag  zu  Duisburg  am  30.  Mäfz 

1869.    Duisburg.   Nieten.   1869. 

J.  A.  Gkunert.  G^rard  Mercator  oder  Gerhard  Mar* 
cator?  Der  berühmte  Geograph  und  Mathematiker  ein 
Flamänder  oder  ein  Deutscher?   Gninert Archiv  l.  Lit.  Ber. 

CC.  1-12.   1869. 

Breusing  will  in  seiner  kleinen  Schrift  beweisen,  dass  der 
jetzt   stets  als  Flamänder   angesehene   berühmte  Geograph 
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Mereator  ein  Deutscher  sei.  Seine  Angaben  sind  nnverbtlrgt  bis 
auf  die  eigenen  Worte  Hereator'B:  ^Obwohl  ich  in  Flandern 
geboren  bin,  so  sind  doch  die  Heraoge  von  Jtllich  meine 
angestammten  Herren,  denn  unter  ihrem  Schutte  bin 
ich  in  jQlicher  Lande  und  von  Jülichschen  Eltern  er- 
zeugt und  erzogen^  aus  der  Widmung  seiner  Tabulae  Oalliae 
et  Germaniae  an  die  Herzöge  von  Jülich.  Ob  man  dieselben  mit 
Grunert  als  einen  reinen  Ausdruck  der  Courtoisie  halten  muss, 
dürfte  doch  fraglich  sein,  da  er  seine  Eltern  nicht  Jülichsch 
nennen  würde,  wenn  sie  es  nicht  wirklich  waren,  und  die  Na- 
tionalität der  Eltern,  nicht  der  zufällige  Geburtsort  die  NationalitiU 
bestimmt.  Als  gute  Vergleichung  giebt  Grunert  noch  in  seiner 
Abhandlung  den  Abschnitt  über  Mercator  aus  der  Histoire  des 
sdenoes  mathömatiques  et  physiques  chez  les  Beiges  par  A.  Qnelelet, 
von  der  soeben  eine  zweite  Auflage  erschienen  ist.         Ce. 

L.  F.  Ofterdinger.     Ueber  den  Keppler'schen   Kessel 
in  Ulm.    Vortrag,  gehalten  in  Ulm  den  7.  Januar  1870. 

^  Ulm.    Wagner*Bche  Druckerei. 

Nachdem  Keppler  1611  sich  wieder  verheirathet  hatte,  kam 
er  durch  seine  vielfachen  Haushaltungssorgen  auf  die  Abfassung 
des  berühmten  Buches  Nova  stereometria  doliorum  etc.  Linz  Ißlb^ 
da&  er  dann  popularisirt  in  dem:  „Ausszug  auss  der  Vralteii 
Messe-Kunst  Archimedis  etc.  Linz  1616^^  von  Neuem  herausgab; 
dies  war  der  Grund,  dass  sich  der  Magistrat  in  Ulm  an  ihn. wen- 
dete, als  er  die  Maasse  und  Gewichte  der  Republik  wieder  io 
Ordnung  bringen  wollte.  Der  Kessel  Keppler's,  der  naoh  sieiiiel' 
Angabe  gefertigt  ist,  befindet  sich  noch  jetzt  in  der  SaminloDg 
des  Kunst-  und  Alterthumsvereines  illr  Ulm  und  Obersohwaben. 
Die  kleine  Schrift  Ofterdinger's  giebt  ausser  einer  Abbildung  des 
Kessels  genaue  Angaben  ttber  seine  Maasse  nach  heuti^eni  GA- 
brauche  und  eine  Yer^eiehung  der  dadurch  wiederheFgestellten 
alten  Ulmer  Gemässe  mit  den  jetzt  gebräuchlichen.         Ce. 

F.  Jacoli.     Notizia  sconosciuta  relativa  a  Bonaventur» 

CavaKeri.      BoncompagDi  BqIL  IL  299-812.   1869.  Q. 
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E,  Wohlwill.  Der  Inqnisitionsprocess  des  Galileo  Galilei. 

BviiiiL    OppeDheim.   1870. 

G.  Friedlein.  Recension  über :  „Wohlwill,  Der  In  quisitions- 

process   des   Galileo   Galilei."    Hoffmann  z.  L  333-340.    1870. 

Herr  Wohlwill  kommt  durch  seine  Untersuchungen  zu  dem 
Basaltat,  dass  die  Inquisition  die  Verurtheilung  des  Galilei  auf 
Grund  eines  rechtlich  werthlosen ,  entweder  niemals  geprüften 
oder  als  werthlos  erkannten  Dokumentes  beschlossen  hat.  Die 
Aktenstüd^e  aus  dem  Jahre  1616,  auf  deren  Inhalt  Herr  Wohl- 
will seine  Ansicht  begründet,  sind  nach  Ansicht  des  Herrn  Fried- 
lein jedoch  nur  Theile  eines  einzigen,  das  eine  wesentlich  andere 
Stellung  einnimmt,  als  Herr  W.  meint,  so  dass  die  Anschauung 
des  Herrn  Wohlwill  über  die  juristische  Unhaltbarkeit  der  Ver- 
vtheilong  Galilei's  seitens  des  Inquisitionstribunäls  unbegründet 
w&re. 

Mit  demselben  Gegenstande  beschäftigt  sich: 

■ 

J.  Ghebabdi.  n  Processo  Galileo  riveduto  sopra  do- 
cumenti  di  nuova  fönte.   Firenze  1870.  0. 

6.  Govi.     Intorno  a  tre  lettere  di  Galileo  Galilei  tratte 

dall'   Archivio  dei  Gonzaga.    Boncompagni  Bull.  Iil.  267-281. 
1870. 

R.  Wolf.    Die  Erfindung  des  Fernrohres  pnd  ihre  Folgen 

für   die   Astronomie.    Rede.   Züricii.    Schnlthess.   1870. 

Die  Arbeit  behandelt  Abschnitt  I.  die  Entdeckung  der  Brillen 
ond  Femröhre;  Abschnitt  H.  die  Entdeckupgen  Qalilers  im  Ge- 
biete der  Astronomie  mittelst  derselben;  At)scbnittm.  idie  Ver- 
besserung des  Femrohres  und  endlich  Abschnitt  IV.  d^n  Gali- 
Waeheü  Frocess.  0. 

6.  A.  VoBSTEBMAN  van  OijEN.  Quelques  Arpenteurs 
hollahdais  de  la  flu  du  XVP.  et  du  commencement 
du  XVIP.  si^cle  et  leurs  instruments.    Boncompagni  Boii. 

UI.828-a7e.    1870. 

Die  Arbeit  giebt  Auskunft  ttber  die  folgenden  Werke  und 
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'  Em^Lebensbescbreibung  Jakob  Bemoulli's  mit  besonderer 
Berttcksichtigung  des  Streites  mit  seinem  Brnder  Jobann. 

Cantor,  Becension  dazu  siebe  SchUmiicb  Z.  XV.  Litz.  17-19. 

0. 

F.  BüRCKHARDT- Brenner.    Leonhard  Euler's  Lehre  vom 

Licht.     Pr.   Basel.    1869. 

Verf.  setzt  in  der  vorliegenden  kleinen  Scbrift  die  Ansicbtcm 
Descartes",  Newton's  und  Huygens'  in  populärer  Weise  auseinander. 
Den  Hauptinhalt  bildet  eine  Darstellung  der  Euler'schen  Lehre 
über  die  Natur  der  Lichterscbeinungen,  wobei  die  irrigen  An- 
sebauungen  desselben  nicht  übergangen  werden.  Euler  s  wesent- 
liches Verdienst  besteht  in  der  Wiederaufstellung  der  Undulations- 
tb^rie  zu  einer  Zeit,  wo  Alles  der  Newton'scben  Lehre  anhinge 
Qi^^t  wird  auch,  dass  Newton  selbst  die  Emanationshypoithese 
nicht  als  unbedingt  sicher  aufgestellt,  sondern  auch  der  WeU^n- 
theo^e  eine  gewisse  Berechtigung  eingeräumt  habe.  0« 

P.  Sigmund  Fkllöckbr.     Geschichte  der  Sternwai-te  der 
Benedictinerabtei  Kremsmünster.  Pr.  KrememüBster.  1S64<69. 

Den  Anfang  bildet  eine  einleitende  Uebersicht  über  die  Lei- 
stungen der  Mitglieder  des  Stiftes  vor  Gründung  der  Sternwarte. 
Gebaut  wurde  letztere  unter  dem  Abte  Alexander  Fixlmillner  in 
den  Jahren  1748-1758  unter  besonderer  Fürsorge  von  Atis^lm 
DesiDg  durch  Wolfgang  Seethaler  und  seinen  Sohn  Leonhard. 
Der  erste  Astronom  war  Placidus  Fixlmilber  (1762*1791),  der 
zweite  F.  Tbaddäus  Derfflinger  (1791 -1821),  der  diriUe  P.  Bonifaz 
Schwarzenbrunner  (1824-1830),  der  vierte  P.  Marian  Koller 
(1^0-1847).  Die  Leistungen  derselben  einzeln  aufiuführen, 
würde  den  hier  gestatteten  Raum  eines  Beferates  weit  über- 
flohreiten.  Neben  einer  Lebensbeschreibung  finden  sich  die  wissen* 
schaftlichen  Arbeiten  und  Manuscripte,  die  Anschaffung  an  In- 
strumenten, die  gemachten  Beobachtungen,  ja  sogar  die  Correspon- 
denz  eines  Jeden  aufs  Eingehendste  besprochen.  Zugleich  wird 
über  die  sonstigen  naturwissenschaftlichen  Sammlungen  des  Stiftes 
berichtet  O. 
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H.  Hanksl.     Die  Entwickelung  der  Mathematik  in  den 
letzten    Jahrhunderten.      Akademische     Antrittsrede. 

Täbingen.   Fnes.   l^GB. 

Die  Rede  enthält  in  grossen  Zttgen  ein  Bild  der  Entwickelung 
der  Mathematik.  Von  Euch'd  und  Diophant  ausgehend,  Über- 
springt sie  das  Mittelalter  gänzlich  und  gewährt  nur  bei  den 
eigentlich  epochemachenden  Namen  einen  genaueren  Einblick  in 
den  erreichten  Fortschritt  0. 

r 

E.  F.  Kummer.     Festrede  am  3.  August   1869.     BäHIo. 

Vogt    1869. 

Nach  einer  Darstellung  des  traurigen  Zustandes  des  mathe- 
BUitischen  Studfoins  in  Deutschland  vot  Gauss,  werden  die  Wir^ 
kangen  seiner  Schriften  besprochen.  Das  eigentliche  AufblUhen' 
des  StudiuB)8  der  Mi^tbematik  ist  aber,  in  Folge  der  geringen 
Bflcksicht,  welche  Gauss  auf  das  Didaktische  nahm,  erst  von  dem 
Auftreten  Jacobi's  in  Königsberg  und  Lejeune-Dirichlet's  in  Berlin 
IQ  rechnen.  Zum  Schluss  wird  auf  die  grosse  Wichtigkeit  auf- 
merksam gemacht,  die  der  Gründung  des  Crelle'sehen  Journals 
im  Jahre  1826,  sowie  der  fortschreitenden  Entwickelung  der 
übrigen  exacten  Wissenschaften  für  das  Gedeihen  der  Mathematik 
beixomessen  ist  0. 

F.  W.  HüLTMANN.    Svenska  aritmetikens  hietoria«   Dillner. 

Tidtkr.  IL  57  n.  105.   1868. 

Ein  Bericht  über  die  Lehrbfiober  der  Elementar- Aritbmfetik, 
die  von  Schweden  yerfasst  sind,  so  lang^  dort  ttberhaüpt  jene 
Wiggenschaft  cultivirt  ist. 

HüLTMAKN.     Svenska  aritmetikens  historia.    Dilkier  Tidtkr. 

HL  7,  4B,  241.    1870. 

Fortsetzung  der  obigen  Arbeit  Hn(Wn). 

B.  Wolf.     Mat^riaux  divers  pour  Thistoire  des  Math^- 

matiques.    BoncompagDi  BaU.  U.  313-342.   1869. 

L  Ueber  die  Erfindung  der  Libelle  (siehe  das  Referat  ttber 
(lovi  auf  pag.  16). 


16  I.  Abflchuitt.    Ge0chichte  und  Flulosopliie. 

IL  Notiz  über  den  Tod  yon  G.  W.  Strauch;  geb.  5.  Mai 
1811  zu  Heppenheim,  gest.  als  Prof.  der  Mathematik  zu  Muri  im 
Aargau  d.  23.  Januar  1868.  Sein  Hauptwerk  ist:  ^Theorie  und 
Anwendung  des  sogenannten  Yariationsealculs.    Zürich  1849.^ 

m.    Notizen  über  die  Correspondenz  der  Familie  BemoullL 

IV.  Supplemente  zu  den  Notizen  über  Nicolas  Fatis  de 
Duiller  in  des  Verfassers  Biographien  zur  Culturgeschichte  der 
Schweiz.    4.  Cyclus,  p.  67-68.   Zürich  1862. 

V.  Nachrichten  über  Marcus  Michael  Bousquet,  den  Verleger 
Euler'acher  und  Bemoulli'scher  Werke. 

VI.  Notiz  über  Cosimo  Bartoli,  Verfasser  des:  „Del  Modo 
di,  misurare  le  distantie,  le  superficie,  i  corpi,  le  piante,  le  pro- 
vincie,  le  prospettiye  et  tuttele  altre  cosi  terrene,  ohe  possono 
occorere  agli  homini.'^  0,       ; 

G.  Govi.     Recherches  historiques  sur  Tinvention  du  ni- 

veaü   ä  bulle   d'air.    Boncompagnl  Bull.  m.  28Ö- 296.    1870. 

,  H.  Wolf  hatte  in  der  obigen  Arbeit  auf  Grund  seiner  Unter- 
suc|)ungen  die  Erfindung  der  Libelle  nicht  Thevenot,  .sondern 
Chapotot^  einem  Mechaniker  in  Paris,  zuerkannt.  Zum  Schlusfi 
hat  er  die  Gelehrten  Frankreichs  und  Italiens  zu  näheren  Unter- 
suchungen  nach  dieser  Richtung  in  den  dortigen  Samm^ungea 
aufgefordert.  H.  Govi  ist  dieser  Aufi'orderuDg  nachgekommen 
und  glaubt  auf  Girund  seiner  Nachforschungen  beweisen  zu  kdnnen^ 
dass  Chapotot  nicht  die  Libelle,  sondern  ein  anderes  Nivellir- 
instrumient  erfaad,  die  Erfindung  der  Libelle  dagegen  mit  Recht 
Thevenot  zugeschrieben  werde.  0.     . . 

F.  Jacoli.  Iiitorno  a  due  edizioiii  di  Marco  Michele 
Bousquet.  Brano  di  lettere  a.  D.  B.  Boncompagni  in 
data   di   „Genova  10  Gennara  1870."     Boncompagni  Bull. 

lU.  91  n.  92.    1870. 

Notiz  über  das  bei  Bousquet  erschienene  Werk:  „Dayidis 
Gregorii  M.  D.  Astronomicae  Professoris  Saviliari  Oxoriae^  et 
Regalis  Societatis  Londonensis  Sodalis  Astronomiae  Physicae  et 
Geometriae  Elementa.   ISeounda  editio.  Genovae.  MDCG.  XXVI."^ 


i 
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L.  Am.  Sbdillot.    Les  professeurs  de  math^matiques  e(i 
de  physique  g^n^rale  au  College  de  France.    Bonoom- 

p«gQi  Ball.  U.  843-368.  387-448.  461-510.  1869.  HL  107-170.  1870. 

Die  Torliegende  Arbeit  ist  vorzugsweise  bestimmt,  die  Lttcken 
anszufbllen,  die  sieb  in  den  Werken  yon  Guillaume  Duval:  ^Le 
Collie  Royal  de  France  ou  Institution,  Etablissement  et  Cata- 
logues  des  Lecteurs  et  Professeurs  ordinaires  du  Roy,  fondez  ^ 
Paris  par  le  Grand  Roy  Fran^ois  I.,  P^re  des  Lettres,  et  aiitres 
Roys,  ses  successeurs  jusqu*ä  Louis  XIY.  Dieu-donn&"    Paris 
MDCXLIV.  und  vom  Abbä  Gouiet:  „Memoire  historique  et  litt^- 
ndre  sur  le  College  Royal  de  France."  Paris  MDCCLVni.  finden. 
Der  Verf.  unterscheidet  vier  Perioden:   1)  1530-1547  die  Grün- 
dong  unter  Franzi.    2)  1547-1589  die  Entwickelung  unter  den 
letiten  Valois   (Einführung    der  Konkurse    zur    Besetzung    der 
Stellen).    3)  1589-1774.    4)  1774-1869  mit  speciellen  Angaben 
Aber  die  Besetzung  der  einzelnen  Stellen  in  dieser  Zeit.    Lite- 
rarische Bemerkungen  über  die  Arbeiten  der  Einzelnen  finden  sich 
überall  eingestreut  0. 

F,  Jacoli.      Intorno    ad    una    edizione    degli    Elementi 
d'Euclide.    Lettera  a.  B.  Boncompagni.  Boncompagni  BuIL 

IIL  397  u.  2d8.  1870. 

Nachricht  Ober  eine  Ausgabe  der  Elemente  des  Euclid  yom 
Jthre  1557  y  in  der  sich  eine  Notiz  über  Prof.  Magnienus  findet, 
einen  der  Professoren  des  College  de  France,  dessen  Sollet  in 
Bdner  Arbeit  erwähnt.  '^  0. 

H.  Martin.      Sur    un    ouvrage   faussement   attribu^    ä 
Aristarque   de    Samos.      Lettre    k    B.    Boncompagni. 

BoDCompagDt  Ball.  III.  299-302.  1870. 

H.  S6dillot  hatte  in  seiner  obigen  Arbeit  2  Werke  als  Bober- 
¥il  zugehörig  angegeben.  Das  eine  derselben  war:  ^Aristarchi 
Saudi  de  mundi  systemate,  partibus  et  motibus  ejusdem  libellus.'^ 
H.  Martin  bemerkt,  es  stehe  bereits  seit  lange  fest,  dass  de^ 
Name  des  Aristarch  untergeschoben  seii  und  das  Werk  gänzlich 
Ton  Bobenral  herrflhre.  0. 

FtttNkr.  4.  Ifatk.  D.  t.  2 


iQ  L  Abschnitt.    Oeschichte  and  Philotopkie. 

Die  ReceoBion  BertraBd's  wirft  dem  Yalsan'schea  Buche  mit 
Becbt  vor,  dass  es  den  berühmten  Geometer  mehr  als  eifrigen 
Eatholiken  darstellt,  denn  als  Mann  der  Wissenschaft;  sie  deckt 
ttberh^pt  eine  Reihe  wesentlicher  voreiliger  und  schiefer  Urtheiie 
auf,  die  Yalson  über  Cauchy  gefällt  hat,  sowie  mehrfache  Fehler 
bd  Darstellung  des  Inhalts  seiner  Werke.  Die  Recension  Bon- 
compagni'B  bält  sich  streng  an  das  Valson'sche  Bucb,  leidet 
daher,  fast  möchte  man  sagen  noch  im  verstärkten  Maasse,  an 
detnselben  Fehler  wie  jenes,  nämlich  mehr  Gauchy's  Thätigkeit 
f)ir  die  religiösen  Orden  zu  schildern,  als  seinen  Einfluss  auf  die 
Fortschritte  der  Wissenschaft.  Das  Letztere  thut  Bertrand  in 
seinßm  Artikel,  während  der  Boncompagni's  durch  die  vortreff- 
liehe,  von  Valson  sehr  mangelhaft  gegebene,  Bibliographie  der 
Gauchy'schen  Schriften  von  Werth  ist.  Dem  Artikel  Bertratid's  bat 
Darbout  eine  summarische  Uebersicht  der  Zahl  der  Caucby'i^chen 
Schriften  nach  Valson  hinzugefügt,  dagegen  giebt  Nardüicei  in 
seinem  Artikel  eine  Angabe  sämmtlicher  Arbeiten  Cauehy's,  soweit 
sie  in  den  Comptes  Rendus  (654),  den  M^moires  de  I'Acad^mie  (21), 
den  Mömoires  präs.  p.  div.  Savants  (2) ,  dem  Journal  de  l'fieöle 
Polyt  (I3\  den  Annales  de  Gergonne  (3),  dem  Bull,  de  Förussac 
(22),  dem  Bull,  de  la  Soc.  philomat.  (16)  und  den  Exercices  d'Ana- 
lyse  etc.  (68)  enthalten  sind,  mit  genauer  Angabe  des  Bandes,  der 
SMtenzahl  und  der  Zetie,  aber  ohne  die  Titel  der  Arbeiten.  Die 
Getommtzafal  aller  Schriften  und  Abhandlung^  Gauohy's  ist  789. 
(Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  15.)  Ge. 

A*  Obnocchi.     Di  alcuni  scritti  attribuiti  ad  Agostino 

>  Cauchy.     Atti  di  Torioo  V.  1870. 

Eine  kurze  und  gelehrte  historische  Untersuchung,  von  der 
eiidge  Artikel  abgedruckt  sind  im  Bulletin  des  sciences  mathi- 
matiques  des  Baron  F6russac,  unterschrieben  A.  G.  In  derselben 
wird  festgestellt,  dass  in  einem  Gatalog  der  Egl.  Geselbchaft  in 
London  (Gatalogue  of  scientific  Papers  1800-1863  compiled  and 
fliblisbed  by  the  Royal  Society  of  London  t.  L  1867)  einige  Aiy 
l^ten  irrthttmlich  Cauchy  zugeschrieben  sind,  die  Coumot  zum- 
Behreiben  sind.  Jg.  (0). 
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F.  Palermo.     Sulla  yita  ed  opere  di  Giovanni  Battista 

Amici.    Boooompagni  Ball  WL  187-248.  1870. 

LebensbeBchreibung  dieses  Gelehrten  mit  eingehenden  Notizen 
Über  seine  Instrumente  und  Beobachtungen.  (G.  B.  Anrici,  geb. 
d.  25.  März  1786  zu  Hodena,  gest.  10.  April  1868,  ist  vorzugs- 
weise bekannt  durch  seine  Verdienste  um  das  Mikroskop.)       O. 

J.  A.  Gbunert.     Job.  Jos.  Ign.  v.  Hoffmann.  GmoenArcli. 

XLIX.   LitBer.  CLXXXXVI.  1-5.  1869. 

H.geb.  zu  Mainz  17.  März  1777;  1802  Supplent  der  Physik  an 
der  Univ.  Aschaffenburg,  180(5  Prof.  der  Mathem.  an  derselben 
Anstalt;  1807  Director  des  Forstlebrine^tituts  daselbst,  18Ö8  in  den 
Kahestand  getreten,  starb  in  Aschaffenburg  am  30-  Jan.  1866. 
Die  Zahl  seiner  veröffentlichten  Arbeiten  ist  42.  Ce. 

A.  QüETELET.    Notice  sur  J.-A.  Timmermans.  OmnertArch. 

I         XUX.  UU  Ber.  GLXXXXIV.  2-12.  1869. 

I  T.  geb.  22.  Aug.  1801  zu  Brüssel,  Dr.  ös  sciences  1822^  im 

I  selben  Jahre  Lehrer  der  Math,  am  College  in  Gent.,  1830  Ca- 
'  [Htain  im  Geniecorps,  1835  Professor  der  Math,  an  der  Univer- 
rität  Gent,  starb  daselbst  am  2.  Dec.  1864.  Dem  seiner  wissen- 
schaftlichen Thätigkeit  gerechtwerdenden  Nekrologe  ist  eine  Liste 
der  Werke  von  Timmermans  angehängt;  dieselbe  weist  38  Nummern 
auf,  wobei  seine  Arbeiten  in  den  Annales  belgiques,  der  Cor- 
respondance  de  F^russaC;  den  Annales  de  Gergonne  und  den  M^m. 
de  la  Sociötö  de  Lille  nicht  eingerechnet  sind.  (Siehe  Fortscbr. 
d.  M.  L  14).  Ce. 

C.  BrUHJNS.      Johann  Franz  Encke.    Leipzig,  Günther  1869. 

Enkico  Narducci.     Intorno  alla  vita   ed   agli  öcritti  di 

Francesco   Woepcke.     Boncompagni  Bull.  It  119-152.  1869. 

Franz  Woepcke,  geb.  zu  Dessau  d.  6.  Mai  1826,  Dr.  der 
Philos.  1847;  Privatdocent  in  Bonn  1850;  1850-1855  zu  Paris 
lebend,  i&56-1858  Lehrer  am  Collage  Royal  Franfais  inBerlm, 
dann  wieder  in  Paris  und  im  Auftrage  Boncompagni's  in  England 
lebeod^  aterb  am  25-  März  1864.  Die  Abhandlung  Narducci's  giebt 
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«ine  Darstellung  des  Lebens  ond  ein  vollständiges,  andi  bibliogra- 
phisch exactes  Verzeichniss  der  von  Woepcke  veröffentlichten  (50) 
upd.der  als  Manuscrlpt  hinterlassenen  Scliriften  (5);  von  letzteren 
befinden  aich  3  im  Besitz  der  Soci^t^  Asiatiqae  in  Paris,  die  m- 
.4eren|  Auszüge  aus  arabischen  Handschriften  mit  französischer 
Ueh^ersetzung,  und  174  Briefe  im  Besitze  des  Fürsten  BonoompagnL 
Eine  Analyse  der  Woepcke'sehen  Schriften,  die  bei  ihrer  grossen 
Seltenheit  sehr  erwünscht  gewesen,  giebt  Kardueci  nieht 

Ce- 

J.  A.  Grunert.     Christian   Leonhard  Philipp  Eckhardt. 

''     Grunert  Arch.  XLIX.    Lit.  Her.  CLXXXXIV.  1  u.  2.  1869. 

E.  geb.  1.  Juli  1784  zu  Dauemheim  in  der  Wetterau,  starb  als 
Grotoh.  Hessischer  Geheimrath  am  20.  Dec.  1866  zn  Danüstadi 
Besonders  hervorzuheben  sind  seine  Bemühungen  tim  die  geodlä- 
tische  Vermessung  seines  Vaterlandes.  Ce. 

E.  Schering.    Notice  biographique  siir  Bernhard  Rietnann. 

'      Traduit  par  P.  Mansion.  Boncompagni  Bali.  IIL  409-428.  1870. 

Uebersetzung  aus  den  Göttinger  Nachrichten  1867  mit  i^nex 
Note  tlber  Biemann's  akademische  Thätigkeit  und  einem   Vär' 

zeichniss  seiner  Arbeiten.  ö. 

'•■ '  • '  •■  ■  -  •  '.•••'■•'■.'. 

rHfiiNBiCH  :  Gr&tsch£L.    August  Fei'dinand  Möbius.  .Gnuert 

r  'Ar«h.  XUX.  Lit.  Ber.  CLXXXXV.  1-9.  1868. 

jj,  .  M.  geb.  .17.  Noy,  1790  zu  Schulpforta^  Dr.  phil,  1814*  Privat- 
4?Qent  in  l^^eipzig  1815;  ausserordentl.  Prof.  der  Astronomie  da- 
selba^  J816;  der  barycentrische  Calcul  1827;  ordentlicher  Prof. 
1844;  starb  am  26.  Sept.  1868.  Ce. 

E.  "Jänichefsky.     Notice  historique    stir*   la  *  Vie   et;  les 

jl^  friayaux  de  Nicolai  Ivanovitch  Lobatchefsky. ,  Dijscpur« 

pronoDC^   daos   la   S^ance  solennelle    de  rUniversit^ 

,  Imperiale  deKazan,  le  5/17.  Novembre  1868.    Traduit 

.     du  russe  par  A.   Potocki.   BoncompagniBulI.  IL  223-2Ö2. 1869. 

d^j  BotJEL.     Notice  sur  la   vie  et  les  travaux  de  N.*J. 

'•^"tobatchttfeky.    Bull.  Math.  L  66-71.  1870. 

icu..j  Qigj,   iff93  2ti  Makarief  im  Gouvernement  Nischni-Nowgorod, 
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trat  L.  1802  M  Schttler  in  das  Gymnamum  eü  Kazitn;  1^807  gvatg 
er  auf  die  seit  2  Jahren  gestiftete  Universität  dieser  Stadt  Über, 
1811  erhielt  er  die  MagisterwQrde  und  1812  trat  er  zum  ersten 
Male  ais  Supplent  seines  älteren  Bruders  als  Docent  der  Arith- 
metik und  Geometrie  auf.    1816  wurde  er  ausserordentlicher  Pro- 
fessor,  1820  war  er  alleiniger  Vertreter  der  Mathematik  in  der 
Universität.     1827  zum  Rector  gewählt,  behielt  er  diese  Würde 
bis  1846,  in  welchem  Jahre  er  zum  Vicecurator  derselben  er- 
nannt wurde.   Seit  1847  kränkelte  er  und  starb  am  12/24.  Febr. 
1856.     Die   Arbeit   Janichefsky's    bringt    besonders   nook   eine 
interessante  Geschichte  der  Universität  Kazan   während  dieser 
Zeit  und  eine  Liste  der  Werke  Lobatchefsky's,  bekanntlich  mit 
Boljai  de  Bolya  Begründer  der  sogenannten  Imaginären  Geometrie. 
Die  Notiz  HotteVs  ist  nur  ein  kurzer  Auszug  Über  das  Leben  L.^s 
aas  dem  Bulletino.  Ce. 

V.  Martiüs.     Carl  Georg  Christian  v.  Staudt.        Grunert 

Arch.  XLIX.   Lit  Ber.  CLXXXXIIL  1-5.  1869. 

St.  geb.  28.  Jan.  1798  zu  Rothenburg  a,  d.  Tauber,  Dr.  d.  Phil. 
1822  und  Prof.  am  Gymnasium  zu  Würzburg,  1827  in  gleicher 
Eigenschaft  nach  Nürnberg  versetzt,  J835  ordentl.  Professor  der 
Mathematik  in  Erlangen,  starb  1.  Juni  1867.  Der  Aufsatz  giebt 
auch  eine  kurze  Uebersicht  über  das  Wesen  der  neueren  Geome- 
trie und  die  hohen  Verdienste,  welche  sich  v.  Staudt  um  dieselbe 
erworben.  Ce. 

V.  Maetiüs.     Sir  David  Brewster.    GruDert  Arch.  XLix.  Lit 

Ber.  CLXXXXIV.  12 -U.    1869. 

Wenn  auch  vorzugsweise  Physiker,  war  Br.  doch  für  die  Mathe- 
matik dtirch  seine  Biographien  von  Newton,  Euler,  KobinsoH, 
Galilei,  Tycho,Brabe  und  Kepler  thätig.  Brewster  wurde  geb.  ILDec. 
1787  zu  Jedburg  in  Schottland.  Mitglied  fast  sämmtlicher  Aka- 
demien der  Welt  starb  er  als  Kanzler  der  Universität  £dinburg 
am  10.  Febr.  1868  im  87.  Jahre  seines  Lebens.  Ce. 

Spring.  Discours  prononc^  au  nom  de  l'Acad^mie  (de 
Bruxelles),  lors  des  fun^railles  de  M.  J.-B.  Brasse.ür, 
membre  de  TAcad^mie,  d^c6d6  k  Li^ge,  le  13.  Mai  1868. 

Grooert  Afch.  L.  Lit.  Ber.  CLXXXXYIU.  1-3.  1869. 
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Alphonsk  Le  Roi.  Notice  sur  la  vie  et  leg  travaux  de 
Jean  Baptiste  Brasseur.    Boncompagni  Boii.  il.  263-272.  1869. 

J.  LiAGRK.  Notice  sur  J.-B.  Brasseur,  Membre  de  TAca- 
d6inie,  N6  ä  Esch-sur-TAlzette,  le  24juin  1802,  mort 

ä  Li^ge,    le    13   mai    1868.     Annnaire  deTAcad.  de  Belg.  121- 
,     144.  1869. 

Geb.  24.  Juni  1802  zu  Esch  -  sur  -  T  Alzette  (Luxemburg), 
begann  Brasseur  seine  Studien  auf  dem  Athenäum  in  Luxemburg 
und  ging  1824  auf  die  Universität  LUtticb,  wo  er  1829  den  Doctor- 
giuid  erwarb.  1830  war  er  in  Paris  und  besuchte  dort  die  Vor- 
lesungen von  Cauchy,  Biot  u.  A.  Noch  im  selben  Jahre  habilitirte 
er  sich  als  Privatdocent  in  Lüttich.  1831  wurde  er  Conducteur 
der  Brücken  und  Strassen  zu  Löwen,  endlich  1832  Professor  der 
Mathematik  in  Lttttich;  1847  wurde  er  correspondirendes  Hit- 
glied der  belgischen  Akademie,  1855  ordentliches  Mitglied  der- 
selben; er  starb  am  13.  Mai  1868  zu  Lüttich.  Das  Yerzeichniss 
seiner  Schriften  geben  Liagre  und  Le  Roi ;  das  letztere  vollstän- 
digere weist  20  Arbeiten  nach,  von  denen  eine  in  4  Auflagen 
erschienen  ist.  Ce. 

M.  Cantor.  Notice  sur  la  vie  et  les  ouvrages  du  g^nöral 
Jl  V.  Poncelet  par  M.  le  g^n^ral  Didion  lue  k  TAca- 
d^mie  imperiale  de  Metz  dans  la  s^ance  du  18  mars 

1869.    Paris  1869.    Schlömilch  Z.  XIV.  Litz.  53-56.  1869. 

Auszug  aus  einer  Bede,  das  Leben  und  die  Werke  Poncelef  s 
betreffend.  0. 

F.    Marchetti.      Cenni    Necrologici    del    P.    Nazareno 

Mancini.    Boncompagni  Ball.  III.  429-438.  1870. 

Nazareno  Mancini  ist  geb.  d.  1.  December  1822  und  starb 
^als  Assistent  an  dem  Observatorium  des  Collegium  Römanum  am 
7.  November  1870.    Angefttgt  ist  ein  Catalog  seiner  Arbeiten. 

0. 

H.  M.    Dr.  Ludwig  Oettinger.  Omnerl  Arch.  LL  Lit  Ber.  OCL  1-3. 
.r     1870. 

0.  geb.  7.Mai  1797  zu  Edelfingen  bei  Mergentheim,  1817  Cand. 


Capitel  1.    Geschichte.  25 

der  lIieoL;  1819  Lebrer  an  der  lai  Sehnlezu  Darlach,  1820  am 
Gymnaa.  zu  Heidelberg;  1823  Professor  daselbst  und  Privatdocent 
an  der  Universit&t,  1836  an  Bazengeiger*s  Stelle  ordentl.  Prof.  in 
Freibarg  i.  Br.,  starb  als  solcher  10.  Oct  1869.  Ce. 

F.  August.     Ernst  Ferdinand  August.     Gronert  Arch.  Li. 

Lit.  Her.  CCIV.  1-5.  1870. 

Geb.  18.  Febr.  1795  zu  Prenzlau,  verwaiste  A.  früh  und  fand 
Aufnahme  in  der  Familie  eines  armen  Handwerkers.  1805  kam 
er  durch  Hülfe  namentlich  des  Geh.  Rath  Kenke  als  Lect.  an 
das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster  in  Berlin;  1813  schloss  er 
rieh  dem  Ltttzow'schen  Freicorps  an;  den  zweiten  Feldzug  machte 
er  als  Landwehrlieutenant  mit.  Nach  dem  Frieden  studirte  er 
Theologie  und  Philol.  und  wurde  1817  Probandus  am  grauen 
Kloster,  dann  ordentl.  Lehrer  am  Joachimsthalschen  Gymnasium. 
1823  promovirte  er  und  erhielt  bald  darauf  den  Professortitel. 
1827  organisirte  er  das  mit  dem  grauen  Kloster  bis  dahin  yer- 
Inmdene  KdUnische  Gymnasium  zu  einer  selbständigen  Anstalt, 
dem  kOllnischen  Realgymnasium,  das  er  43  Jahre  als  Direotor 
leitete.  1868  feierte  er  sein  50jähriges  Dienstjubiläum«  Er  starb 
naeh  fast  1%  jährigem  Leiden  am  25.  März  1870.  Dem  Nekrolog 
ist  eine  üebersicht  seiner  mathematisch -physikalischen  Arbeiten 
ui§;ehängt.  Ce. 

6.  Fbiedlein.      Annotationes    ad    historiam    matheseos 

spectantes.    Boneompagni  Bull.  UI.  303-306.  1870. 

L  Bemerkungen  zu  einer  Kritik  H.  H.  Martin's  über  des 
Yerfs.:  „Die  Geometrie  des  Pediasimus.    Pr.  Ansbach  1866. '^ 

II.  Berichtigung  der  Kritik  HotteVs  über  des  Yerfs.:  „Die 
Zahlzeichen^  in  Bezug  auf  die  Zeichen  +  und  — -. 

in.    Notiz  „De  Yictorii  Calculo."  0. 

L.  Matthiessen.  Die  Regel  vom  falschen  Satze  bei 
den  Indern  und  Arabern  des  Mittelalters  und  eine 
bemerkenswerthe  Anwendung  desselben  zur  directen 
Auf  losung  der  quadratischen  und  kubischen  litteralen 

Gleichungen.    SchlömUck  z.  XV.  41-47.   1870. 

Nach  historischen  Bemerkungen  ttber  die  Kegel  vom  falschen 
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Sätze  folgt  eine  Erörtemirg  der  Methode,  wetehe  Von  ieütüdeni 
und  von  den  Arabern  zur  Auf Ul^ang  der  Oleichnngen  ersten 
Grades  angewandt  worden  ist.  Es  wird  dann  voü  dieser  Me* 
thode  Gebrauch  gemacht  zur  Auflösung  von  Oleicbungen  iersten 
Grades  mit  zwei  Unbekannten.  Diese  Anwendung  wird  analy- 
tisch-geometrisch begründet.  Daran  scbliesst  sicji  dann  die  Auf- 
Losung der  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen  durch  die- 
selbe Methode.  T. 


BESSER.     Die  Theorie  der  kaustischen  Linien  und  Flächen 
in  ihrer  geschichtlichen  Entwickelung.    Fr.  Eutin.  1869. 

Die  Schrift  verbindet  in  sehr  gelungener  Weise  die  Qfh 
si^bichte  der  Entdeckungen  auf  dem  bezeichneten  Gebiete  und 
.d|e  Cbarakterisirung  der  Leistungen  der  einzelnen  Autoren  mit 
^iaer  .ziemlich  vollständigen  Darlegung  des  Gegenstands  und 
selbständig  vereinfachten  Begründung  der  Resultate,  und  fägt 
ßohliesslich  eine  Aufstellung  in  Betreff  der  physikalischen  Deu- 
(tung  hinzu. 

Huyghens  betrachtete  die  Wellenfläche  als  Einhüllende  der 
;KvgeUr,  deren  Radien  im  Veriiältniss  der  FortpflanZjUngsgee^hwin- 
digkeit  wachsen,  und  bestimmte  durch  sie  den  Strahl  als  Nor- 
male. Nimmt  man,  mit  Beschränkung  auf  die  Ebene,  die  Wellen- 
hhie  als  Ort  der  Punkte,  für  wfelche  die  Entfernungen  von  der 
brechenden  CurVe  und  von  einem  festen  Kreise  in  confetaötem 
Terh'ältniss  stehen,  so  geht  sie  für  den  Fall  ^iier  brechenden 
Kreislinie',  identisch  mit  Descartes'  Bestimmung,  in  dessen  Ovale 
W&r.  Er  zeigte  zuerst,  d^iss  patallel  aulfällönde  StrÄhlen  durch 
eine  Ellipse  in  dei^dn  einen  Btennj)unkt  gebrochen  werden,  ^treün 
das  Verhältniss  der  Excentricitftt  zur  grbssenllalbiaxe'gleieh  dem 
i^^chungsex^ponenten  ist.  • . 

Die  Brennlinien   als  Evoluten   der  Wellenlinie  untersuchte 

'   .  '  '  ,  .      ' ' '  ■    ■  ' ' 

zuerst  Tschirnhaus  1682,  und  zwar  für  Reflexion.  Er  wendet  die 
L$n^e  des  ausfallenden  Strahls  bis  zum  Coiucidenzpynkt  an. 
Sein  Ausdruck  für  denselben  lässt  sich  sehr  Vereinfachen  t  er 
geht  über  in  die  Projection  des  halben  Krüniinnri^simiiuö  auf 
den  Strahl,  was  Tscb.  ftlr  den  Kreis  auch  beweist.    Anwendung 


Capitel  1.    Geschichte.  '       A     >  27 


wird  gemacht  anf  Parabel  und  Kreis;  bei  letzterem  ergiebt  sich 
eine  Bpicykloide  als  Evolvente;  erstere  bietet  ihm  die  Bemerkung 
dar,  dase  die  Länge  der  Brennlinie  die  Summe  des  ein-  und 
aoefallenden  Strahls  ist. 

Diesen  Säte  kennt  Joh.  Bernoulli  allgemein,  und  hat  auch 
den  genannten  vereinfaehten  Ausdruck  fttr  die  Länge  des  Strahls. 
F&r  die  Katakaustik  der  Cykloide  findet  er  eine  Cykloide  von 
halb  so  grossen  Dimensionen.  Er  untersucht  dieKatakaustik  für 
divergent  einfallende  Strahlen  und  die  Diakaustik  und  stellt  die 
allgemeinen  Gleichungen  auf.  Anwendungen  werden  auf  die  Par 
rabel,  den  Kreis  und  die  logarithmische  Spirale  fUr  ein  leuch- 
tendes Cehtmm  gemacht.  Für  die  Diakaustik  dient  ihm  die  Re- 
lation: 

wo  m :  11  das  Brechungsverhältniss,  e^  und  e^  consecutive  central 
ausgehende,  6,,  6,  die  zugehörigen  gebrochene^  Strahlen  bis  zum 
Coineidenzpunkt  bezeichnen. 

Jac.  Bernoulli,  de  la  Hire,  Höpitftl  werden  mir  als  Schrift- 
steller genannt 

Nach  eiAer  langen  Pause  nimmt  1808  Malus  die  Untsr- 
SQchnng  wieder  äüf.  Er  geht  von  der  Annahme  aus,  dass  die 
ankommenden  Strahlen  immer  Normalen  einer  Fläche  sind. '  Wie 
sie  dann  auch  auf  einer  neuen  Fläche  reflectirt  oder  gebrochen 
werden  mögen,  so  giebt  es  in  jedem  Einfallspunkte  zwei  Rich- 
tungen, nach  denen  hin  die  amfkllenden  Strahlen  Coinoidenz- 
pimkte  haben,  und  das  ganze  Sttahlensystein  läsdt  sich  als  %stetn 
der  Schnitte  zweier  Systeme  developtiabler  Ftäohcin  auffasdeA. 
Fttr  central  ausgehende  Strierhlen  schneiden  'sich  dieselben  unter 
rechten  t^inkeln,  und  diese  Eigenschaft  bleibt  bei'  wiedeiholter 
Befiexion  und  Brechung  bestehen.  Malus  bestreitet  das  letztere, 
BöBser  enthüllt  den  Grund  seines  Irrthiims. 

Dupin  1822  giebt  dem  Stdze  die  Fofm,  dass  die  Eigenschaft 
der  Strahlen,  ndrmal  tu  einer  Fläche  zu  sein,  nach  aller  Brechung 
fortdauert.  Die  Besfimmting  der  orthogonalen  Transversalfläche 
war  nun  die  Aufgabe  der  kaustischen  Theorie. 
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Oergonne  fand,  dass  sich  das  RelMiltai;  jeder  uehrfaetaen 
Breehung  durch  eine  einfache  bewirken  Iftsst;  ferner  dass  die 
Brechnng  centraler  Strahlen  an  einer  Geraden  als  Kanstik  die 
Evolute  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  hat,  jenackdem  der  Strahl 
in  ein  dünneres  oder  dichteres  Medium  ttbergebt 

Sturm  1824  beweist  dies  aufs  neue  und  untersucht  ebenso 
die  Diakaustik  des  Kreises.  Sie  ist  die  Evolute  einer  Curve,  fllr 
welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Producte  aus  den  Badien- 
rectoren  und  zwei  constanten  Grössen  constant  ist,  und  welche 
mit  den  Ovalen  von  Descartes  identisch  sind^ 

Qoetelet  1825  nennt  die  Evolventen  der  E^austik  Gaustiquee 
secondaires  und  betrachtet  die  Evoluten  als  EinhttUende  von 
Kreisen.  Für  einen  brechenden  Kreis  und  centrale  Strahlen 
liegen  deren  Mittelpunkte  auf  diesem,  und  ihre  Peripherien  gehen 
durch  den  leuchtenden  Punkt.  Gehen  überhaupt  Strahlen  von 
einem  Punkte  aus  und  treffen  auf  eine  brechende  Curve,  so 
stehen  sie  nach  der  Brechung  senkrecht  auf  der  Enveloppe  der 
Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  brechenden  Curve  Ueg^  und 
deren  Radien  zu  den  Entfernungen  der  Mittelpunkte  vom  leuch- 
tenden Punkte  im  Brechungsverhältniss  stehen.  Er  stellt  ferner 
den  Satz  auf:  Projicirt  man  eine  caustique  secondaire.auf  eine 
Kugelfläohe,  so  kann  die  Projection  aufs  neue  auf  eine  Ebene 
so  projicirt  werden,  dass  die  zweite  Prqjection  ein  KegeUchpi^ 
wird.  , . 

Sarrus  ftlgt  hinzu:  Die  Kaustik  für  pajrallel  einfallende 
Strahlen  ist  die  Evolute  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  brechenden  Gurve  liegen,  und  deren  Badien  aa 
den  Entfernungen  der  Mittelpunkte  von  einer  normalen  Tcmis- 
versale  im  Brechungsverhältoiss  stehen. 

Gergonne  combinirt  beide  Sätze,  indem  er  bei  centralen 
Strahlen  statt  des  Centrums  eine  Peripherie  um  dasselbe  nimmt 
und  die  Länge  von  da  aus  rechnet  Auf  den  Baum  übertragen 
lautet  der  Satz:  Fallen  Strahlen,  welche  normal  zu  einer  Fläche 
(surface  trajectoire)  ausgehen,  auf  eii^e  brechende  Fläche,  so 
denke  man  sich  längs  dieser  variirend  den  Mittelpunkt  zweier 
Kugeln,  deren  Badien  im  Brechungsverhäli^pss  stehen,  und  deren 
eine  die  gegebene  surface  triyectpire  berührt,  dann  ist  die  £n- 
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▼eloppe  der  anderen  die  sorface  trajectoire  ftlr  die  ausfallenden 
Strahlen. 

Von  der  physikalischen  Bedeutung  der  surface  trajectoire, 
dass  sie  nämlich  den  Ort  der  gleichzeitig  eintreffenden  Licht- 
strahlen bezeichnet,  sagt  der  Verf.,  dass  dieselbe  den  meisten 
Bearbeitern  der  kaustischen  Theorie  entgangen  zu  sein  scheine. 

H. 

D.  PiANi.     Sul  centro  di  gravit4.    Disquisizioni  storico-* 

eritiche.    Mem.  di  Bologna  X.  1870. 

Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  3. 

F.  GrRUBE.    Zur  Geschichte  des  Mac  -  Laurin'schen  Satzes, 
betreffend  die  Anziehung  confocaler  Ellipsoide.    Schiö- 

Drileh  Z.  XIV.  261-266.  1869. 

Der  Verf.  sucht  nachzuweisen,  dass  der  von  Mac-Laurin  auf- 
geteilte Satz:  „Die  Kräfte,  mit  denen  confocale  Ellipsoide  einen 
ond  denselben  äusseren  Punkt  anziehen,  sind  ihren  Massen  pro- 
portional'* nicht  nur  von  Mac-Laurin  ausgesprochen,  sondern  auch 
bewiesen  sei.  Er  stützt  sieh  dabei  auf  Mac-Laurin's  „Treatise  of 
Sozions''  1743.  Art  649,  651  u.  653.  Andere  Mathematiker  wie 
d'Alemberty  Lagrange,  Legendre,  Bamus  h^ben  Mac-Laurin  den 
Beweis  abgesprochen.  Der  Beweis  ist  synthetisch.  Analytische 
Beweise  f&r  diesen  Satz  haben  gegeben:  d'Alembert,  Opusc. 
inith.VlL  1780.  Lagrange,  Nouy.mim.  del'Acad.  Berlin  1775,  und 
Legendre,  Mäm.  des  math.  et  de  phys.  pr6s.  p.  divers  savans. 
Paris  1785.  0. 

•  •  •  • 

Andrea    Stiattesi.      SuU'    Aritmetica.      Dissertazione 

Storico  -  Critica.     Boncompagoi  Bull.  III.  389-408.  1870. 

Die  Arbeit  ist  die  Einleitung  zu  einem  Werke:  „Aritmetica 
rationale  osaia  inU-oduzione  alla  studio  delle  Mattematiche.^ 

0. 
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J.  Jäkel.     Der  Satz  des  zureichenden  Grundes.    Bresia« 

1868.    Gott.  Anz.  1869.  668-678. 

Die  Schrift  beginnt  mit  dem  historischen  Entwickelungsgang 
der  Auffassung  des  Wesens  der  Erkenntniss  und  verweilt  dann 
bei  der  formalen  Logik.  Der  Referent  eikenut  ^keiner  der  auf-* 
geführten  Gedankenverbindungen.  Btlndigkeit  und  Bereeti$igang 
zu.  Worin  die  Leistung  besteht,  ist  daher  aus  dem  Referat  nicht 
zu  entnehmen.  Als  Formel  für  den  Satz  des  zureichenden  Grundes 
stellt  der  Verf.  auf:  Es  ist  unmöglich/  dass  Etwas  wird,:  wenn 
der  Gegensatz  von  Ich  und  Nichtich  als  thuenden  und  leiden4en 
zum  Stehen  gekommen  ist,  d.  h.  wenn  sie.  1)  der  MdgUehkeit 
mch  sowohl  sich  setzen  als  auch  einander  aufheben,  2)  in^ ^Wirk- 
lichkeit aber  weder  sich  setzen  noch  eipan^er  aufheben.-^  lua^ 
hält  ihn  für  zu8ammenfaUen4  Q^it  dem  Satze  des  ausgescblos^eiifmi 
Pritten,  sofern  die  zwei  Uebrigbleibenden  existiren  in  zwei  i^pta^ 
dictorisch  widersprechenden  Möglichkeiten.  ,.     Q,  . 

Valeriano  Vale&iani.  Del  piano,  suadefinizione,  assioma 
del  piäno  elevato  a  teorema.   Battsgilni  G.  vn.  3t6;  1069. 

Die  Ebene  wird  dejinirt  als  eine  von  einer  geraden  Liiiie 
beschriebene  Fläche  der  Art,  dass  die  Erzeugende  mit  zwei  9lc)) 
schneidenden  Geraden  zwei  Punkte  gemein  hat,  und  daraus  der 
Satz  bewiesen:  Durch  einen  Punkt  einer  Ebene  lassen  sicli  ju» 
derselben  beliebig  viele  Gerade  ziehen.  H. 

ScHLÖMiLCH.    Die  psychologischen  Gründlagen  der  Räüm- 

wissenschaft    von    J.    C.    Fresenuis.        Wiesbaden.    Kreidel 
1868.    Schlomilch  Z.  XIV.  Litz.4ii.5.  1869. 

Recension.    Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  p!  17  u.  18. 

R.  Mauritius.    Bemerkungen  zur  Psychologie  der  Raum- 
vorstellungen und  zum  Fechner  sehen  Gesetze  der  lo- 
garithmischen Perception.    Pr.  Coburg  1870. 
Der  Aufsatz  nimmt  seinen  Ausgangspunkt  in  einer  sehr  com- 
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pacten  Aufgabe,  dem  psychologischen  Nachweis  der  flntstehusg 
der  räumlichen  Vorstellungen,  entfernt  sich  jedoch  von  ihr.  im 
äussersten  Streben  nach  Gründlichkeit,  um  mit  einem  dem  Thema 
ziemlich  fremden  Untersuchungspunkte  zu  schliessen.    Die  gleiche 
Aufgabe  h^tte  sich  2  Jahre  früher  Fresenius  in  der  Schrift:  ^Die 
psychologischen    Grundlagen   der   Raunnyissenschaft''  (vgl.  Ber. 
I.  17)  —  gestellt.    Durch  sie  ist  der  Verf.  vornäinlich  angeregt, 
doch  in  keinem  Punkte  geleitet  und  bestimmt  worden.   Während 
Fresenius  seinen  Beobachtungen  nach  Vorführung  sogleich  seine 
imgeföuterten  Begriffe  aufprägt,  untersucht  Mauritius  mit  grösster 
Gewissenhaftigkeit  jeden  mitwirkenden  Umstand  und  macht  hier- 
durch erst  einen  ernsten  Anfang  mit  der  Lösung.    In  ähnlichem 
Falle  befindet  er  sich   Kant  gegenüber.     Er   schätzt  die   von 
Beiden  erhaltenen  Anregungen  so  hoch,  dass  er  ihre  Aufstellungen 
hr  Leistungen  gelten  lässt,  obgleich  er  sie  geradezu  umstosscn 
muss.    Wodurch  er  nämeutlich  seinen  Vorgängern  entschieden 
,  entgegentritt,  ist  die  Lehre,  dass  die  einfachsten  räumlichen  Vor^ 
Stellungen,  des  Punkts,  der  Geraden,  der  Ebene,  der  Richtung, 
dag  Resultat  vieler,    zum  Theil    ziemlich  complicirter  Schhfsse 
and.    Er  zeigt  dies  besonders  ausführlich  in  Betreff  der  Vor- 
fitdluDg  einer  Richtung  und  Drehung.   Im  Ganzen  geht  er  indess 
wenig  über  Darlegung  der  Erfordernisse  hinaus.   Die  Vorstellung 
der  Bewegung  setzt  nach  seiner  Ansicht  ein  Vermögen  zur  Beur- 
Üieilung  der  Zeit  voraus^  und  kann  nicht  ursprünglich,  d.  h.  ohne 
dies  Vermögen,  in  Baum  und  Zeit  zerlegt  werden.    Dies  führt 
ib  auf  die  Untersuchung  der  Fähigkeit,  Zeitdauer  .durch  eiur 
faebe  Sinneswahrnehmuug,  Gehor^  Gesicht,  Tastsinn  .abzuschätzen^ 
bei  welcher  er  sich  durch  das  Fechner'^che  Gesetz  der  logarith^ 
mischen  Perception  leiten  lässt    Seine  hierzu  angestellten  li^por 
rimente  und  seine  logische  Kritik  bieten  viel  Interessantes  d9.r. 
Die  eigentliche  Frage  jedoch,  von  der  nicht  weiter  die  Rede  ist« 
machte  wofail  damit  in  keiner  reellen  Verbindung  stehen,  wie  sici^ 
gezeigt  haben  würde,  wenn  er  daran  gegangen  wäre,  die  Zeitr 
vorstellungy  wie  sie  ist,  wirklich  dariauf  zu  basiren.         H. 

J.  J.  Baumann.     Die  Lehren  von  Raum,   Zeit  qnd  Ma- 
theimatik  in  dejr,  neupreivI^liilj^^PEbie  nach  il^      S^^zep 
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Einfluss  dargestellt  und  beurtheilt.     Bd.  n.  1869.  Berlin, 

G.  Reimer. 

Siehe  Fortschr.  d.  Math.  I.  16. 

J.  C.  Becker.  Abhandlungen  aus  dem  Grenzgebiete 
der  Mathematik  und  Philosophie.    Zärich.  Schalthess  1870. 

I.    lieber  die  Natur  des  Baumes  nach  E^nt  und  Gauss. 

n.  Die  Axiome  der  Geometrie,  wesentlich  gegen  Biemann's 
Schrift:  „lieber  die  Hypothesen,  welche  der  Greometrie  zu  Grunde 
liegen^  gerichtet 

III.  lieber  die  Grundbegriffe  der  Greometrie,  wesentlich 
gegen  Trendelenburg's  „Logische  Untersuchungen'^  gerichtet 

IV.  Zur  Methode  der  Geometrie,  das  Euklidische  System 
und  die  Versuche ,  dasselbe  durch  ein  natürlicheres  zu  ersetzen« 

Recension  von  Schlömilch  dazu  siehe  Schlömilch  Z.  XV. 
Litz.  93-95.  1870.  0. 

J.  HoüEL.  Note  sur  Fimpossibilitö  de  d^montrer  par  une 
construction  plane  le  principe  de  la  th^orie  des  paral- 
leles dit  postulatum  d'Euclide.    Battaglini  G.  VIIL  81-89.  187a 

Die  Flächen  constanter  Krümmung  lassen  sich  eintheilM  in 
solche,  deren  Krümmung  positiv,  null  oder  negativ  ist  Die  e^ 
steren  gehen  aus  einer  Kugelfläohe  durch  Biegung  ohne  Dehnung 
hervor  und  sind  sphärische,  während  die  anderen  horisphäris^e 
und  pseudosphärische  genannt  werden.  Lobatchefsky  und  Bolyai 
haben  itlr  jede  der  drei  Classen  eine  der  Planimetrie  entspre- 
chende Geometrie  entworfen.  Die  sphärische  und  pseudosphft- 
rische  Geometrie  sind  gemeinsam  dadurch  von  der  horisphäriscben, 
einschliesslich  der  ebenen  Geometrie  unterschieden,  dass  das  Drei- 
eck der  Summe  seiner  Winkel  weniger  zwei  Hechten  proportional  ist 
Es  ist  nun  klar,  dass  eine  Geometrie,  die  gleicherweise  auf  alle 
Flächen  constanter  Krümmung  anwendbar  ist,  kein  Resultat  er- 
geben kann,  das  nur  für  die  eine  Classe  Gültigkeit  hat  Hieraui 
kann  man  in  der  That  schliessen,  dass  die  Planimetrie,  sofern 
sie  die  Ebene,  ohne  deren  specifische  Eigenschaften  zu  nnter- 
suchen,  ftir  alle  Constructionen  voraussetzt  und  durch  nichts  ab 
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horiBph&rische  Flftche  beBtiamit,  meht  im  Stande  Bein  kann,  den 
SatKy  dass  die  Summe  der  Dreieckswinkel  gleich  zwei  Rechten 
I     ist,  zu  beweisen.  H. 

R.  Sturm.     Die  neuere  Geometrie  auf  der  Schule.   HoiF- 

manD  Z.L  474-i9a    1870. 

Obwohl  der  Verf.  die  Frage  der  Einführung  der  neueren 
synthetisehen  Geometrie  in  die  Lehrmethode  der  Gymnasien  und 
coardinirten  Untemchtsanstalten  als  solidäre  und  primäre  bch 
b&odeUv  80  können  wir  doch,  gerade  im  Interesse  ihrer  Förde* 
rang,  unser  Urtheil  nur  an  das  anknüpfen,  was  er  über  die  Art 
und  Weise  ihrer  Einfügung  sagt,  sofern  davon  die  Entscheidung 
ginx  und  gar  abhftngt  In  Betreff  der  methodischen  Ausführung 
wird  nun  die  Schrift:  ,,£inleitung  in  die  synthetische  Geometrie 
vQi  Dr.  C.  F.  Geiser^  empfohlen;  im  übrigen  werden  einige  An- 
deotuBgen  gegeben  und  die  Gegenstände  genannt,  welche  wohl 
in  den  Kreis  des  Unterrichts  zu  ziehen  sein  würden.  In  allem, 
aber  bleibt  die  Erörterung  dabei  stehen,  was  gelernt  werden, 
sollte^  unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung,  dass  es  durch 
YorfllhruBg  auch  sofort  in  den  geistigen  Besitz  der  Schüler  über- 
e^n  würde.  Gar  manche  Dinge  sind  aufgeführt,  die  nur  durch 
lofbisung  höherer  Beziehung,  wie  sie  erst  bei  grösserer  Reife. 
aOglidi  ist,  das  wirklich  intellectuelle  Interesse  erwecken  können . 
Dahin  gehört  namentlioh  die  gleich  anfangs  in  den  Kreiz  der 
Betrachtungen  gezogene  Vorstellung  der  Unendlichkeit.  Der 
Veil  will  das  Hangenbleiben  am  Speciellen,  welches  er  als  eine 
m  Bberwindende  Eigenthttmlichkeit  der  Alten  darstellt,  als  Hemm* 
niis  der  Entwickelung  und  Grund  der  berüchtigten  Schwierigkeit 
im  mafhanatiadiea  Lernens  beseitigen.  Waz  er  aber  völlig 
losae?  Aehl  läset,  ist,  dass  das  Verweilen  beim  Speciellen  be- 
WQSBlennaA08eB,  nicht  etwa  blos  traditionell,  fUr  nothwendig  er- 
lebtet wird  zur  Gewöhnung  an  genaue  Beachtung  und  der  Aua- 
bikhuig  dea  Sinnes  dafbr.  Durch  zu  frühzeitig  erweiterten  Spiel- 
nnuB  der  Vorstellung  wird  der  Schüler  am  exacton  Denken  vor-. 
Mgefthrt  and  gewüint  unreife  Begriffe  ohne  das  Bedüriniss  sie 
genau  und  klar  su  bestimmen.  Dies  zu  verhüten  liegt  allerdings 
ia  der  Haad  dea  Lehrers;  nur  dürfen  dann  die  Gesichtspunkte 

FwtMhr.  d.  Ibik.  D.  1.  ^ 
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des  Verfassers  und  sein  Prinoip  nicht  massgebend  sein.  ^ 
dürfen  dann  seiner  Auffassung  nicht  zustimmen,  nach  welch 
die  neuere  Geometrie  als  Ganzes  bestimmt  sei,  die  EuUid'sc 
Methode  allmälig  zu  verdrängen;  sondern  müssen,  wie  es  bish 
geschehen  ist,  und  als  geschehen  in  einer  Anmerkung  der  B 
daction  besonders  hervorgehoben  wird,  die  brauchbaren  Idee 
welche  unbestritten  die  neuere  Geometrie  darbietet,  zur  Vervo 
kommnung  der  Methode  anwenden.  Dass  dasu  das  Aufgeb 
eines  didaktischen  Princips  nothwendig  sei,  hat  der  Verfass 
nicht  gezeigt.  Die  Anmerkung  der  Redaction  scheint  dies  f 
selbstverständlich  zu  betrachten.  H. 

J.  EoBEB.     Ueber    die  Definitionen    der  geometrische 

Grundbegriffe.      Hoffmann  Z.  L  228-236.    1870. 

Der  Verfasser  legt,  grösstentheils  klar  und  treffend,  i 
Mängel  der  gewöhnlichen  Definitionen  dar.  Bezeichnend  f 
seine  Auffassung  und  vorzugsweise  beachtenswerth  ist,  dass 
erklärtermassen  auf  die  mitgebrachte  Kenntniss  des  ScbtÜers  ba 
und  nicht  dulden  will,  dass  derselbe  die  Meinung  gewinne, 
müsse  seine  Begriffe  erst  ablegen  und  mit  neuen  vertausche 
Sein  Vorschlag  geht  dahin,  Raum,  Fläche,  Linie,  Punkt,  von  i 
einen  oder  der  andern  Seite  beginnend,  beziehungsweise  i 
Grenze  oder  durch  Erzeugung  zu  definiren;  Raum,  Punkt,  Gera 
und  Ebene  brauche  nicht  definirt  zu  werden.  H. 

J.  KoBBR.  Ueber  die  Definition  des  Parallelismtis.  B 
merkung  zu  dem  Aufsatze  Sturm's,    Heft  IV.   S.    27 

HoffmaDD  Z.  I.  491-498.    1870. 

In  der  wiedergegebeuen  Stelle  aus  Sturm's  Aufsatze,  weld 
im  Uebrigen  nichts  hier  zu  Erwähnendes  darbietet,  definirt  d* 
selbe  Parallelen  als  zwei  Gerade  in  einer  Ebene,  die  sich 
einem  unerreichbaren  Punkte  treffen,  und  nennt  ein  Mittel,  < 
Vorstellung  dem  Schüler  plausibel  zu  machen.  Der  Yerfasi 
entgegnet  ihm  in  deutlicher  Auseinandersetzung,  dass  die  Di 
nition,  nicht  weil  ein  solcher  Punkt  nicht  existirt,  sondern  ?i 
sie  dem  natürlichen  Verstände  der  Schüler  widerspricht,  zu  v 
weifen  sei  und  fragt,  ob  er  „es  flir  statthaft  hält,  eine  Wie» 
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Beliaft  auf  einer  Orandlage  aufzubauen,  die  dem  Schiller  wider« 
sinnig  erscheint,  und  nur  auf  kttnstliehe  Weise  „plausibel'^  gemacht 
werden  kann?'^  Während  jedoch  Kober  der  niedern  Mathematik 
▼ollkommen  klare  Begriffe  vindicirt,  schiebt  er  den  Fehler  Sturm's 
sehr  irrthttmlich  der  hohem  Mathematik  zu,  über  deren  Begriffe 
er  wohl  nur  aus  confusen  Darstellungen,  wie  sie  freilich  in  viel^ 
Lehrbüchern  stehen,  seine  Meinung  entnommeD  haben  kann.  Es 
ist  unrichtig,  1)  dass  die  höhere  Mathematik  „den  schroffen  (?) 
Unterschied  discontinuirlicher  Grössen  nicht  kennt'^;  2)  dass  sie 
^eh  hilft  so  gut  sie  kann,  wo  sie  an  die  Begriffe  von  Null  und 
absolut  Unendlich  gelangt/^  Denn  ein  absolut  oder  constant 
Unendliches  kennt  sie  erstlich  gar  nicht,  und  Null  und  Unendlich 
und  auch  keine  Hindemisse,  über  die  sie  sich  hinweghülfe;  viel- 
Diehr  ist  letzteres,  dessen  Begriff  als  einer  variabeln  unendlichen 
Grosse  nebst  erster  Anwendung  in  klarer  und  selbst  fttr  Anfänger 
leicht  fasslicher  Form  darstellbar  ist,  ihr  recht  eigentlicher  Gegen- 
stand und  Quelle  der  wichtigsten  Theorien  für  die  Naturwissen- 
8chaft.  Die  Stürmische  Definition  der  Parallelen  steht  nach  un- 
serer Ansicht  nicht  allein  im  Widerspruch  mit  dem  natürlichen 
Verstände  der  Schüler,  sondern  auch  mit  allen  klaren  Begriffen 
der  hohem  Mathematik.  H. 

J.  EoBBB.     Die  Lehre  vom  Parallelogramm.     Hoflfmann  z. 

Li69-47a.   1870. 

Ausgeführtes  Muster  der  Anordnung  der  Sätze  und  Beweise 
unter  dem  Gesichtspankt»  dass  der  Abschnitt  als  ein  geschlossenes 
schon  für  sich  allein  lohnendes  Ganze  erscheinen  soll.       H. 

H.  KiESSLiNG.    Das  geometrische  Zeichnen  als.  Vorschule 
für  den  mathematischen  Unterricht.    Hoflfmann  z.  i.  47-59. 

1870. 

Ein  Cnrsus  im  Zeichnen  mit  Lineal,  Zirkel,  Transporteur 
ind  Dreiecksmodell  soll  dem  geometrischen  Unterricht  in  der 
Veise  voransgeben,  dass  allein  und  mit  Sorgfalt  die  Technik  ge* 
lehrt  und  gettbt,  die  Auswahl  der  Uebungen  jedoch,  ohne  Mit^ 
wissen  der  Schiller,  der  Erwerbung  mathematischer  Kenntnisse 
^  Ffthigkeiten  angemessen   getroffen  wird.     Technische  For- 

3* 
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derungen  bringen  das  Bedürfnis«  exacter  Bestimmiuig  yon  selbst 
mit  sieh.  Im  ersten  Abschnitt  sollen  jQur  einzelne  Gtorade  und 
Kreisbogen  gezeichnet,  im  zweiten  die  Durchschnitte  yersehiedener 
zur  Pnnktbestimmung  angewandt,  im  dritten  das  Parallelenziehen 
dnrch  Dreieck  und  Lineal  gettbt  werden.  Für  jeden  Abschnitt 
sind  eine  Reihe  zweckentsprechender  Aufgaben  aufgeführt 

E.  Fischer,     Beiträge  zum    geometrischen  Unterrichte. 

Pr.  Guben  1869. 

Der  erste  der  beiden  unabhängigen  Artikel  zeigt,  wie  aus  dem 
Lehrsatz  des  Pappus  ohne  Anwendung  von  Proportionen  der  Ptole- 
mäische  und  der  erweiterte  Pythagoräische  Lehrsatz  hervorgehen. 
Im  zweiten  befürwortet  der  Verfasser  das  Eintreten  einer  Er- 
klärung der  Ebene  in  der  Planimetrie,  nachdem  die  Sätze  vom 
Dreieck  und  vom  Winkel  ohne  Bes^ugnahme  auf  die  Natur  der 
Ebene  gelehrt  worden  sind^  und  schlägt  zwei  Definitionen  vor. 
Die  AusfBhrung  des  Lehrstoffs  erscheint  uns  von  Anfang  an  un- 
richtig und  durchweg  unbrauchbar.  H. 

Gr.  KoRNECK.    Ueber  mathematischen  Unterricht.  Pr.  Kem- 
pen 1870. 

Der  Verfasser  sucht  nachzuweisen,  dass  der  Erfolg  des  ma- 
thematischen Unterrichts  durch  keine  besondere  Befähigung  der 
Schüler  bedingt  ist.  Nach  Musterung  der  äusseren  Gründe  einer 
gewöhnlichen  Erfolglosigkeit,  stellt  er  als  Erfordernisse  der  Me- 
thode die  begleitende  Anschauung  und  die  sichtliche  systematische 
Ordnung  auf,  deren  Mängel  er  in  sehr  zutreffenden  Beispielen 
nebst  dem  Fehler  der  Verschweigung  nothwendiger  Bestimmungen 
namentlich  an  Eambl/s  Lehrbüchern  rügt.  H. 

D.  Besso.    Del  concetto  di  funzione  neir  insegnamento 
della  geometria  elementare.    Battagiini  g.  vii.  431-436.  i869. 

Der  Verfasser  will  das  Bewusstsein  des  Zusammenhangs  des 
mathematischen  Studiums  mit  dem  Leben  durch  Einführung  des 
Fonctionsbegriffs  in  den  Elementarunterricht  wecken.  Es  soll 
gleichzeitig  mit  dem  constanten  Verhalten  die  Veränderung  inner- 
halb desselben  und  von  ihm  aus  aufgefasst  werden.   Er  unterlftsst 
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mdess  zu  zeigen,  wie  wut  diesem  Wege  ein  exaoteB  Besultat  ttber«- 
baopl  gewonnen  wird ,  setzt  vielmehr  den  Inhalt  des  mathema- 
tischen  Wissens  flberall  stillschweigend  voraus  und  lenkt  die 
Aufmerksamkeit  davon  ab.  H. 

Eduard  Mükller.    Elemente  der  Geometrie  streng  syste- 
matisch dargestellt.     Theil  I.  nnd  IL    Brannschweig  1869. 

Nach  Auffassung  des  Verfassers  hat  die  Geometrie  als  Lehr- 
gegenstand drei  Aufgaben:  1)  die  Gruudvorstellungen  aus  der 
reinen  Anschauung  zum  klaren  Bewusstsein  genetisch  zu  ent- 
wickeln, 2)  aus  denselben  eine  Formenlehre  abzuleiten,  3)  auf 
beiden  ein  Sjrstem  der  Geometrie  aufzubauen. 

Die  erste  Aufgabe,  von  welcher  der  erste  Theil  der  Schrift 
handelt,  kann  man  schwerlich  in  der  vorliegenden  Bearbeitung 
gelöst  nennen.  Es  werden  darin  eine  grosse  Menge  räumlicher 
Beziehungen  vorgeitlhrt,  die  ohne  sichtliche  Begrenzung  oder  ver^ 
itändliche  Auswahl  sich  von  den  concreten  in  das  Abstracto,  und 
mar  nicht  in  successivem  Aufsteigen,  sondern  aller  Orten  hinein- 
verlaufen.  Der  Verfasser  scheint  sich  die  Frage  gar  nicht  vor- 
gelegt zu  haben,  was  der  Schüler  thun  soll ,  um  sich  die  Menge 
decretirter  nnd  fast  gar  nicht  erklärter  Begriffe  und  Vorstellungen 
anzaeignen,  vielmehr  vorauszusetzen,  dass,  was  allgemeinhin  ge- 
sinnt sei,  auch  in  gleich  umfassendem  Sinne  bekannt  sem  mttsse^ 
und  ganz  zu  nbersehen,  wie  die  von  ihm  verworfene  Euklidische 
Methode,  im  Kleinen  beginnend,  gerade  dieselbe  Aufgabe  wirklich 
löst,  die  er  in  grossem  Massstabe  angreift,  aber  nicht  effectiv 
fBrdert 

Dem  zweiten  Theil,  der  die  Formenlehre  enthält,  geht  eine 
Answahl  der  eoncreteren  Beziehungen  aus  dem  ersten  Theile 
Toraus.  Die  Formenlehre  behandelt  Figuren  ohne  alle  Rücksicht 
auf  quantitative  Bestimmung,  nämlich  erst  in  der  Planimetrie  die 
Pttnktreihe,  die  gebrochene  und  kromme  Linie,  die  Verwandtschaft 
und  die  eingeschlossenen  Figuren;  in  der  Stereometrie  einen 
Btlsehelraum  verbunden  mit  einer  Transversalebene  und  einer 
Linie  in  ihr,  die  gebrochenen  und  krummen  Flächen,  die  Ver- 
wandtschaft, die  Regelfläcben,  die  Polyeder  und  die  Kugel. 

Der  dritte  Theil,  welchem  hiemach  die  ganze  eigentlich  ma- 
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thematische  Aufgabe  zufällt,  ist  noch  nicht  erschienen.  In  ihm 
muss  es  sich  zeigen,  ob  es  ein  Vortheil  ftlr  das  Verständniss  sei, 
bei  dem  Erlernen  der  Formen  die  eine  Seite  der  Denkthätigkeit 
ganz  in  Ruhestand  versetzt  zu  haben.  H. 

Oppbl.      Ueber    die    wissenschaftliche    Dai'stellung    der 
Bruchrechnung  und  Division   in  Gymnasien  und  ähn- 
lichen höhern  Lehranstalten.    Hoffmann  z.  I.  34-46.    1870. 
Es  handelt  sich  darum,  in  der  Erklärung  der  Brüche  und 
Bruchrechnung  die  strenge  Logik  mit  der  Forderung  zu  vereinen, 
dass  die  Doctrin  sich  bei  ihrem  Beginn  mit  den  geläufigen  Be- 
griffen der  Schuler  im  Einklang  befindet.    Manche  gebräuchlichen 
Crklärungsweisen  leisten  weder  das  eine  noch  das  andre.    Als 
wirkliche  Lösung  wird    Folgendes   aufgestellt.    Geläufig  ist  die 
Multiplication    als   Ergebniss   des  Zählens.     Ebenso  entsteht  in 

namhaften  Fällen  aus  —  die  Einheit.    Durch  Multiplication  ent- 

n 

steht  aus  dem  so  erklärten  ntel  der  Bruch  — .    Die  Division  ist 

n 

erst  vollständig  erklärt  als  Aufsuchung  des  ergänzenden  Factors; 
doch  müssen  vorher  die  zwei  geläufigen  Begriffe  des  Theilens  und 
Enthaltenseins  durch  den  Nachweis  des  übereinstimmenden  Er- 
gebnisses dahin  übergefllbrt  werden.  H. 

Buchbinder.      Der    mathematisch  -  naturwissenschaftliche 
Unterricht  auf  deutschen  Gymnasien.   Hoffmann  z.  Lio-38. 

1870. 

Der  Verfasser  thnt  in  einem  Gutachten  die  Nothwendigkeit 
des  mathematisch -naturwissenschaftlichen  Unterrichts  auf  Gym- 
nasien dar,  indem  er  besonders  auf  die  Unentbehrlichkeit  der 
Kenntniss  der  Naturwissenschaften  gerade  ftar  die  Berufsclassen, 
für  welche  das  Gymnasium  vorzugsweise  vorzubereiten  hat.  Ge- 
wicht legt.  Der  Aufsatz  empfiehlt  sich,  ohne  gerade  neue  Ge- 
sichtspunkte zu  eröffnen^  durch  eine  recht  durchschauliehe  Glie- 
derung des  Themas.  H. 

W.  R.  Smith.  Hegel  and  the  Metaphysics  of  the  Fluxional 

Calculus.      Trans,  of  Edlnb.    XXV.  p.  2.    491-512.    1868-69. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  Hegel  die  Schlüsse  missverstanden 
bat,  auf  welchen  Newton's  Fluxionscalcttl  beruht.       Cly.  (M.) 
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A.  Cayley.    A  Memoir  on  Abstract  Geometry.       Trans,  of 

London.    CLIX.  51-63.    1869. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  1. 
George  Boole  (the  late).     Of  Propositions  numerically 

definite.     Trans,  of  London.  CLIX.  389-411.    1869. 

Nach  der  Mittheilung  des  Herrn  Prof.  de  Morgan  scheint  die 
Arbeit  in  bemerkenswerther  Weise  die  Gedankenfolge  in  Prof. 
Boole's  logischen  Schriflen  zu  beleuchten.  Geschrieben  ist  sie 
nach  der  Veröflfentlichung  von  de  Morgan's  „Formal  Logic",  und 
vor  der  letzten  Bearbeitung  von  Boole's  „Laws  of  Thougt",  ob- 
gleieh  unmittelbar  nach  seiner  ersten  Abhandlung  ttber  diesen 
Gegenstand,  welehe  an  demselben  Tage  ersehien  wie  die  formale 
Logik.  Die  Arbeit  erläutert  durch  numerische  Gleichungen  solche 
Formen,  die  Allen  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  geläufig 
sind  und  die  sich  auch  in  Boole's  eigenem  System  der  Logik  finden. 

Das  folgende  Beispiel  characterisirt  die  Klasse  der  Fragen, 
welche  hier  untersucht  werden.  Haben  in  einer  Gesellschaft  von 
f  Personen  p  dersriben  Rdcke  an  und  q  Westen:  so  ist  die  Zahl 
Derjenigen,  welche  Beides  (Hock  und  Weste)  anhaben,  mindestens 
=:p-f-9— r,  und  diese  Grenze  wird  überschritten  um  die  Zahl 
Derer,  welche  weder  Rock  noch  Weste  anhaben.  Das  ist  bei- 
spielsweise die  Erläuterung  der  symbolisehen  Gleichung 

Nxy  =  p  +  g-r  +  iV(l-a?)(t-y), 

welche  ganz  allgemein  hergeleitet  werden  kann.        Gly.  (M.) 

C.  Neumann.     Ueber   die  Principien   der  Galilei  -  New- 
ton'6chen  Theorie.  Akad.  Antrittsrede.  Leipz.  Teubner  1870. 

Nach  einer  Erläuterung  des  Wesens  einer  physikalischen 
Hypothese  zeigt  der  Verfasser,  dass  der  gewohnte  Ausspruch 
des  Galilei'schen  Trägheitsprincipes  den  strengeren  Anforderungen 
der  Wissenschaft  nicht  gentige.  Er  substituirt  für  dasselbe  drei 
andere,  die  demselben  einen  wirklichen  Inhalt  zu  geben  im  Stande 
sind.  Das  Newton*sche  Anziehungsprincip  wird  nur  kurz  berührt. 

0. 


Zweiter  Abschnitt 
Algebra. 

Capitel  L 

Gleichungen.     (Allgemeine  Theorie.     Besondere 
algebraische  und  transcendente  Gleichungen.) 

L.  EoEKiGSBERGEB.    Berichtigung  eines  Satzes  von  Abel 
die  Darstellung  der  algebraischen  Functionen  betreffend 

Clebsch.  Ann.  I.  168-169.    1869. 

Der  von  Abel  in  seiner  Arbeit:  ^Beweis  der  Unmöglichkeit 
ajigebraisehe  Gleichungen  von  höheren  Graden  als  dem  viertoi 
allgemein  aufzulösen^,  (Grelle,  I,  65;  Oeuvres  I,  10;  vgl.  auel 
Zerret,  Cours  d'algöbre),  geg^ene  Uttlfssatz  Hber  die  Darstellung 
einer  algebraischen  Function  ^ter  Ordnung  und  mten  Grades  musB 
dahin  berichtigt  werden,  daas  in  der  allgemeinen  Form 

9o>  9t>'*'9n-i  algebraische  Functionen  von  der  Ordnung  fi  und 
höchstens   vom   Grade  m  — 1    sind,   und  p  eine   ebensolche 

Function  ist,  jedoch  so  beschaffen,  dass  auch  p"  von  der  fiten 
Ordnung  ist.  IjU 

C  Jordan.    Commentaire  sur  Galois.  Clebsch.  Ann.  1. 142-160 

1869. 

Die  Commission,  welche  von  der  französischen  Akademie 
mit  der  Prüfung  der  Galois'schen  Untersuchungen  betraut  war 
erklärte  dieselben  für  „&  peu  prös  inintelligibles.^  Die  Arbeit  Jor 
dan's  hat  den  Zweck,  jene  Untersuchungen  verständlicher  zu 
machen.    Nach  Yorausschickung  mehrerer  Erklärungen  über  Suh 
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stitatUm,  Gruppe  xLM.f.  folgen  die  ersten  der  tob  Ghdois  aufgestellten 
Lemmen  und  Theoreme.  Dann  aber  geht  die  Untersuehung  einen 
anderen  Weg,  indem  der  Gruppe  einer  Gleichung  zuerst  rationale 
Functionen  ihrer  eigenen  Wurzeln  acyungirt  werden.  Es  wird 
eine  Andeutung  bezüglich  der  Classificirung  von  Gleichungen  mit 
zusammengesetzten  Gruppen  gegeben;  dann  werden  der  Gleichung; 
die  Wurzeln  einer  andern  adjungirt,  ohne  dass  jedoch  auf  die 
Ton  Galois  behandelte  algebraische  Auflösbarkeit  der  Gleichungen 
eingegangen  wird.  No. 

W.  Walton.    A  Demonstration  that  every  equation  has 

a  root.       Quart.  J.  XL    178-182.    1870. 

Elegante  Darstellung  des  Cauchy-Legendre'schen  Beweises, 
welcher  die  Existenz  eines  Minimums  fbr  eine  ganze  Function 
iweier  Veränderlicher  voraussetet  St. 

H.  KiKKBLiK.     Xeuer  Beweis   des  Vorhandenseins  com« 
plexer    Wujrzeln    in    einer    algebraischen    Gleichung^ 

Clebtch.  Ann.  L  502^506.    1869. 

Kann  man  nachweisen,  das9  mit  F(ßi)  =:  0  auch  F(x)  -f  const 
aO  und  irF(x)  ^0  jeden  complexen  Werth  annehmen  können, 
10  kam  man  dasselbe  fMioh  für  die  Gleichungen  des  nächst  höheren 
Grades  annehmen»  indem  man  veu  Fix)  su  xF(x)+a  abergeht 
Die  Schwierigkeit  liegt  im  Uebergange  von  F(x)  zu  xF{m).  Der 
Verfasser  hat  sie  mcht  (u  heben  vermochi  Er  schliesst:  Is 
%)  =;: R(fit^A +Mm4)  und  <p F(ixi)  =  rÄ \co$iA^a)^%$%n{A + a)\ 
10 besehreibt a;Fs=Ofllr  ein  oonatantes  r  einen  vollen  Umlauf 
IUI  den  Nullpunkt,  weil  dieser  Ausdruck  für  o=0  und  os=p2sa 
deaselbeft  Wertb  annimmt  No. 

Ä.  Cayley.    A  „Smith^s  Prize"  Paper.    1870.   Question  I, 

Messeuger  V.    182-184.    1870. 

Damit  eine  gegebene  Helation  q>(a,  h,  c,  . . .)  =  0  zwischen 
den  Wurzeln  einer  gegebenen  GAeiehung  im  Allgemeinen  zur 
rtlionalen  Bestimmung  der  Wurzeln  dienen  kann,  ist  es  noth- 
^m^y  dass  9  (a,  b,t, .. .)  eine  ganze  nnsymmetrische  Function 
te  Wurzeln  sei.  Gh*.  (0.) 
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H.  Krby.    Bemerkungen  über  die  algebraische  Lösbarkeit 
der  Gleichungen.    Sehl5milch  z.  XV.    881-883.    1S70. 

Der  Verfasser  versucht  die  Unmöglichkeit  der  algebraischen 
Lösbarkeit  der  Gleichungen  yon  höherem  als  dem  4ten  Grad( 
zu  beweisen.  Da  er  aber  die  Aufstellung  der  Form  möglichei 
Wurzeln  darauf  gründet,  dass  dieselben  fQr  unendlich  grosse  Co 
efilcienten  nicht  unendlicb  werden,  so  können  die  Schlosse  woh 
nicht  als  bindend  angesehen  werden.  No. 

E.  ScHROEDER.     Ueber  unendlich  viel   Algorithmen   zui 
Auflösung  der  Gleichungen.    Clebsch.  Ann.  ii.  317-363.  187C 

Der  Verfasser  sucht  verschiedene  Methoden  zur  näherungs 
weisen  Auflösung  der  Gleichungen  unter  einem  gemeinschaftHchei 
Gesichtspunkte  zu  betrachten,  auf  Grund  einer  Methode,  die  voi 
einem  nach  Amerika  ausgewanderten  Mathematiker,  Herrn  Egger 
aus  Meklenburg,  herrührt.  Er  kommt  dabei  zu  dem  Satze:  le 
f(%)  =  0  die  gegebene  Gleichung,  z  ein  Wurzelwerth  derselben 
F(z)  eine  beliebige  innerhalb  des  «  nmschliessenden  Gebietei 
einwerthige  Function,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  F(»)=i 
sieh  ergibt,  so  kann  man  »'  =  F(»),  »"  =  F(»0>  »"'==F(»")  u.  s.  w 
setzen,  und  gelangt  dann  auf  diese  Weise  zu  einem  Näherungs 
werthe  der  Wurzel  a,  falls  mod.  F'(«)  kleiner  als  1  ist.  Hierbe 
ist  die  Näherung  von  der  Iten  Ordnung,  wenn  F'<«)  nieht  gld^ 
Null,  sie  ist  von  der  nten  Ordnung,  wenn 

F'W^F"  (»)..•  =  F'-*(»)=aO 
ist.    Selbstverständlich  muss  aber  in  der  ersten  Näherangsglei 
l(^hung  i&'  =  F(«)  die  Grösse  «  einen  Werth  haben,  der  von  dec 
W^irzelwerth  z  nicht  über  eine   gewisse  Grenze  abweicht,   eia 
Grenze,  deren  Bestimmung  zur  Präcision  der  Näherungsmethod 

jedenfalls  nothwendig,  aber  unseres  Wissens  noch  nicht  festge 

ff« 
stellt  ist.    Für  die  Newton'sche  Methode  ist:    F(»)  =  »  — s?" 

rC« 

und  ist  hier  F'(s)  =  0,  also  die  Näherung  von  der  2ten  Ordnung 
wenn  nicht  die  Wurzel  «  eine  mehrfache  ist.  Im  AnschloBs  a 
diese  Betrachtungen  findet  der  Verfasser  auch  einen  Werth  fü 
F(»)j  wenn  dasselbe  eine  Näherung  von  der  nten  Ordnung  dai 
bieten  soll,  nämlich: 
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F(«)=»-rf+^<f)-^(föy(^)+... 

wo  (f  eine  willkürliche  Function  ist,  und  der  Algorithmus  ^—  dj  u 

anzeigt,  dass  der  Differenzialquotient  nach  »  von  u  mit  -^^^multi- 

plicirt  und  diese  Operation  «mal  wiederholt  werden  soll;  setzt 
man  n  =  00,  so  kommt  man  zu  der  bekannten  Beihe  für  die 
Wurzeln  der  Gleichungen: 

Aach  dieser  Entwiekelung  fehlen  die  Betrachtungen  über  die 
CoQvergenz  der  Reihe. 

Einige  Betrachtungen  Über  dieselbe,  sowie  die  Specialisirung 
der  gewonnenen  Resultate  machen  den  Schluss  der  Abhandlung. 

Ni. 

C.  F.  E.   Bjobbling.     Sur    la    Separation    des    racines 
d'^quations  alg^briques.    N.  Act  Ups.  (3)  VII.    1870. 

Weitere  Ausfllhrung  des  im  ersten  Bande  der  Fortachr.  der 
Mith.  besprochenen  AufSsatzes«  Die  Trennung  der  Wurzeln  einer 
ilgebnuscfaen  Qleiebnng  f^po)  =  0  wird  auf  die  Untersuchung  der 
Wfindn  der  Ableitung  f'\x)  ^  0  gegründet ,  so  dass  die  Be* 
ndtate  weniger  praktisch  reirwendbar  als  von  theoretischem  In* 
fteresse  sind.  No.. 

R.  Hakley.     On  the  Rev.   T.  P.  Kirkman's  method  of 
resolving  algebraic  equations.     Proc.  of  Manchester  viii. 

4-20.    1868-69. 

Siehe  Fortschr.  der  Math.  I.  p.  26«  Csy. 

BxcKENDAHL.     Die    Gleichungen   höherer  Grade.     Eine 

Studie.      Nürnberg  1869. 

Wir  heben  einige  Stellen  aus  dieser  „Studie^  heraus,  die 
WiMT  ab  alles  Andere  dieselbe  beurtheilen  lassen.  Es  heisst 
^te  1:  j^Eine  Gleichung  ist  die  Gleiobstellung  zweier  Zahlea- 
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werthe.^'  Seite  6:  „Die  in  den  einzelnen  Temen  der  Cardanischen 
Formel  enthaltenen  Grössen  sind  imaginär,  also  auch  die  Wurzel 
selbst.^  „Mit  Hülfe  der  Cardanischen  Formel  kann  also  höchsten« 
eine  Wurzel  einer  cubischen  Gleichung  gefunden  werden  ^  u.  s.  w. 

No. 

H.  Weissenborn.  Beiträge  zur  Lehre  von  der  Trans- 
formation der  Gleichungen.   Pr.  Eisenach  1870. 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  besonders  mit  der  Tschim- 
haus*schen  Transformation  und  giebt  zugleich  interessante  ge- 
schichtliche Notizen  über  diesen  und  manchen  ähnlichen  Gegen- 
stand. No. 

Gr.  YüNQ  ED  A.  Armenante.  SuUe  trasformazioni  bira- 
zionali  univoze  (eindeutigen)  e  suUe  curve  normak 
e  subnormale  del  genere  p.     Battagl.  G.  VII.  235-253.  1869 

Anschliessend  an  das  Werk  von  Clebsch  und  Gordan:  „Theorie 
der  AbeFschen  Functionen"  führen  die  Herren  Verfasser  einige 
im  dritten  Abschnitt  dedsdben  („Die  eindeutigen  Transformationen*') 
behandelten  Probleme  eingehender  durch.  Im  ersten  Tfaeile  wird 
die  Erhaltung  der  Zahl  p  unter  einer  etwas  allgemwiereik  Vor- 
anssetsang  bewiesen,  ala  bd  Clebsoh  and  Gordan,  indem  sowobl 
die  zu  transforadrräde  Conre  als  die  TransformatbnsgleiehQiigBr 
Gurven  mit  Doppel«  und  RttcULehrpunkten  voraasgeselzt  werden, 
und  ein  und  derselbe  Punkt  aingulär  in  beidcfu^nstenea  aeia 
darf.  Im  zweiten  Theile  wird  die  transformirte  Gurte  auf  mdp 
liehst  niedrigen  Grad  gebracht.  Hier  wird  eine  Erweiterung  des 
im  erwähnten  Werke  (S.  65)  ausgesprochenen  Satzes  aufgestellt: 
„Ist  p  <  n  —  1,  so  kann  /"  =  0  auf  eine  Gurre  (p  +  l)**'Ordnung 
durch  eine  Transformation  (n  —  3)**'  Ordnung  zurückgeführt  wer- 
den (Normalcurve) ;  ist  p>ii,  so  kann  f  =  0  auf  eine  Gurvc 
(p — 1)*"  Ordnung  durch  eine  Transformation  (n  —  4)**' Ordnung 
zurückgeführt   werden   (Subnormalcurre).^     Diese   letztere  soV 

>y^    o  Doppelpunkte  besitzen.   Im  letzten  Theile  der  Ab- 

is 

handlung  werden  einige  Beispiele,  welche  Olebseh  und  Gordafl 

(S.  66)  angedeutet  hatten ,  durchgeführt  No. 


Capitel  1.    Gleicbiuigea  45 

A.  Brill.    Erste  und  zweite  Note  bezüglich  der  Zahl  der 
Moduln    einer  Classe  von   algebraischen  Gleichungen« 

Clebsch  AoD.  I.  401-^06.  1S69  and  IL  471-475.   1870. 

Der  Yon  Riemann  aufgestellte  Begriff  der  durch  rationale 
Substitutionea  ia  einander  transformirbaren  Gleichungen  F(«*^9**) 
=  0  fbhrt  denselben  zu  solchen  einer  gegebenen  Classe  p  ange- 
hi^rigen  Gleichungen,  fUr  welche  m  und  n  den  niedrigsten  Werth 
haben,  ohne  dass  die  wesentlichen  Constanten  in  ein  gegensei« 
tiges  Abhängigkeitsverhälhiiss  treten.  Die  Zahl  derselben  findet 
er  3p  —  3.  Für  die  der  Classe  angehörigen  Gleichungen  niedrigster 
Dimensionen  (p+l)  hatte  Cayiej  als  Constantenanzahl  4p  — 6 
gefanden.  Der  Verfasser  zeigt  an  einem  Beispiel  (p  =  4),  dass 
die  Anzahl  der  Constanten  in  beiden  Fällen  nicht  verschieden 
sein  kann.  — 

Nun  hatten  Casorati  und  Cremona  fttr  p  ==  4,  5,  6  die 
Transformation  der  einen  Normalform  in  die  andere  behandelt 
Die  zweite  Note  enthält  eine  andere  Begründung  der  von  Cremona 
gegebenen  Besültate.  Es  wird  in  derselben  ftlr  p  =  6  und  p  =  7 
Mif  aigebraischem  Wege  die  Exiitens  solcher  Transformations- 
Awdrttcke  nachgewiesen,  welche  nnr  fttr  resp.  4  und  5  Punkte 
der  Curve  Null  und  unendlich  werden.  No. 

E.  Is£.    Nota  suUa  risultante  di  due  equazioni.  BattagLG. 

VHL    1-27.    1870. 

Die  BesuUante  B  der  Farm  «tea  Grades 

y  («?)  Ä  0^  +  a,  «  +  • '  •  +  Öi»-i  ^"^  +  «"; 

uid  der  quadratischea  Form 

y^(ai)  «  j^  ^  6^  a?  -i-  »' 
wird  ¥am  Yerfttsasr  iiacb  Potenaen  von  b^  entwickelt    Fttr  die 
Coeffieieateii  dieser  Sat^dbelung  Übst  sidi  doreb  Einfllhrnng  der 
»verkttrzten'^  PolyiioHie  (poUnoml  desunti) 

yW  xa.  Hgj  4-  Oi^fi  «  +  •••  +  a:^"*     (m  =  1,  2  •  •  •  lO 
^  einfaehes  (xeseta  au&tellen.   Beaseicfanen  a, ,  a«  *  * '  ^«  die  Wur< 
Hb  der  Gleichung  ^r  3=  0,  so  ist 

(1.)     Ä  =  ^^  C^o  -  «•  [^  -  «•])• 

Daraos  folgt,  dass  die  Gleichungen  (p(x)  =  0  und  R(b^)  ^  Q 
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bei  unbestimmten  b^  die  gleiche  Anzahl  versehwindender  Wum 
besitzen.    Setzt  man  nun 

(2.)      Ä  =  p^  +  p,6^+..,.  +  P^,6;-i  +  6;, 

80  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  vorstehende  Bemerkung  l 
die  Coefficienten  P  Ausdrücke  von  folgender  Form : 

Ps  =  a^A,,it  +  a^A,,i  +  'r'  +  a^A,f^      (*  5=  0,  l---n  — 1), 
worin  die  Ä  linear  in  den  a  sind.    Aus  (1)  erhält  man  unmitt 
bar  -P^  oder 

woraus  folgt 

As,s  =  »f*>(6,); 

ferner  mit  Hilfe  der  Identitäten 

P,   =^  «,<3P('K&i)-«a9*^'H6.)  U.  S.  w. 
Es  ist  allgemein  (p.  12) 

Hier  beziehen  sich  die  eingeklammerten  Indices  auf  ^Verkürzungei 
die  freistehenden  auf  Differentürungen,  welche  in  der  angegeben 
Ordnung  auszufbhren  sind;  es  ist 

Wir  unterdrücken  die  Bemerkung,  ob  sich  der  vorstehen 
Ausdruck  nicht  einfkcher  vermittelst  der  bekannten  Sätze  Ül 
die  Resultante  zweier  binärer  Formen  ableiten  liesse.  —  I 
Verfasser  betrachtet  ferner  (p.  20  £f.)  die  Resultante  d 
Form  <p(a?)  und  einer  cubischen  Form  ip(x)  ebenfalls 
der  Gestalt  (2).  In  diesetn  Falle  bleiben  die  Indices  in  der  F 
mel  (3)  erhalten ;  die  Operationen  Sind  jedoch  andere  geworc 
und  an  der  Resultante  ft(^,  V;(^))  a^bzuftlhren^ 

Aus  der  Formel  für  P«  werden  durch  Yergleichung  mit 
die  Ausdrücke  in  den  Coeffideiiten  «  gewisser  symmetrisel 
Functionen  der  Wurzeln  a  gefunden  (p.  15)^  die  auch  bd  Sen 
Algöb.  sup.  I.  p.  387,  angegeben  sind.  —  Auf  p.  15  wird 
Ausdruck  als  Invariante  der  binären  Formen  4.  Grades  behandi 
dem  diese  Eigenschaft  nicht  zukommt.  St 
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T.  VALLte.     Des  formes  imaginaires  en  algfebre.  Götting! 

Adz.  1870.    877-880. 

Anzeige  des  Buches  ^durch  Stern.  No. 

F.  GUTHRIC.      On   y—l.      Phil.  Mag.  XXXIX.  1870. 

Csy. 
W.  S.  B.  WooLHOUSE.     On  general  numerical  Solution. 

Proc.  of  Lond.  M.  8.  11.    75-84.  1869. 

Aus  s  =  a?  +  c,a?'-fc,a;'4-.-«  folgt,  wenn  man  setzt 
A  +  4C.Z  —  1  i 

-<o^(ä,-.8ä,ä.-4ä:  +  2ä.A3Ä,+12AJ)-.., 
und  wenn  man  fi  =  Ä,«*-j-A^«*+A4 »•+•••  annimnit: 

(6Ä.-33Ä,Ä^+9A,A;)iM<o*+... 
oder  ftor  die  Praxis  hinreichend  genau  x  =  (o  —  fi.    Es  wird  die 
OarcbfBlirung   der  Rechnung   an    einigen   Beispielen   erläutert; 
schliesslich  folgt  eine  Bemerkung  von  A.  de  Morgan  zu  diesem 
Gegenstande.  No. 

H.  Schramm.    Las  invariants  et  las  covariants  en  qualit^ 
de  critferes   pour  les  racines   d'une  ^quation.    Brioschi 

Ado.  (2.)  IIL    41-55.    1869. 

lieber  den  ersten  Theil  der  Arbeit  ist  berichtet  „Fortschritte 
d.  Mathematik  I.  32-33."  In  dem  vorliegenden  Abschlüsse  der- 
selben werden  zuerst  Invarianten  J^''>''^  aufgestellt,  welche  ver- 
schwinden, wenn  r  Gruppen  zu  je  «  gleichen  Wurzeln  bestehen; 
dagegen  nicht  verschwinden,  wenn  die  Zahlen  r  und  s  nicht  min- 
destens erreicht  sind.  Drtlckt  man  die  J^''»''^  als  Functionen  der 
Voraeldifferenzen  aus,  so  sind  von  vornherein  nur  besondere 
Classen  derselben  zulässig;  für  diese  werden  die  zwischen  den 
Exponenten  notbwendigen  Beziehungen  angegeben.  In  ähnlicher 
Weise  wird  der  Fall  behandelt,  dass  die  Gleichung  r  Reihen  von 
je  4  Wurzeln  der  Form  a,  =  a,  =  p-\'qi'^  a,  =  «^  =  p  —  qi 
habe.  Endlich  werden  Anwendungen  der  Theorie  auf  Gleichungen 
Tom  filnfteit  mid  siebenten  Grade  gegeben.  No. 
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D^  Regis.    Sul  numero  delle  radici  reali  che  puo^aver« 
Tequazione  aj**— /iaj+  q  =^  0.   Battagi.  ö.  vni.  226-S28. 187( 

Die  Gleichung  a?"'—pa;-f-g  =  0  hat,  bei  endlichem  p  und  f 
2  reale  Wurzeln,  wenn  m  gerade«  3  wenn  m  ungerade  icrt,  sobald 

(~)  >( —    i")      f   sie  hat  zwei    gleiche  Wurzeln,   sobali 
(—)   =  ( — ^~r)      ;  sie  bat  für  gerade  m  keine,  für  unge 

rade  m  eine  reale  Wurzel,  sobald  (—)  <.( — ^— r- J      •     De 

\  m  y        \  ff»— 1  / 

Beweis  wird  durch  Betrachtung  der  realen  Schneidepunkte  de 

Curven  y^x'^+q  und  y=pa?  geliefert.    S.  Gauss  Werke  Bd.  II 

No. 

A.  PoEscHKO.    Auflostingsmethodeti  unbestimmter  Glei 

chungen.      Pr.  St.  P5Heii.    1869. 

Der  Aufsatz  giebt  eine  Zusammenstellung  der  bekannterei 
Auflösungs-Methoden.  Er  soll  wahrscheinlich  zur  Einführung  dei 
Schüler  in  das  Gebiet  der  unbestimmten  Analytik  dienen.      No 

S.  Roberts.     On  the  order  of  certain  Systems  of  alge- 
braical  equations.    Froc.  of  Lond.  M.  8.  IL  8*20.  1869. 

Sind  l+i  Gleichungen  mit  I  unabhängigen  Veränderliche! 
gegeben ,  deren  Coefficienten  Functionen  von  k  anderen  Veränder 
liehen  sind,  so  könnte  man  durch  Elimination  jener  l  Veränder 
liehen  ein  System  von  Gleichungen  erhalten,  dessen  Ordnung 
leicht  zu  bestimmen  wäre,  wenn  nicht  durch  die  Elimination  fremd< 
LSsungen  in  dasselbe  eingingen.  Der  Verfasser  Untersucht  einig« 
Systeme  binärer  Gleichungen  und  giebt  deren  reducirte  Ord 
nung  an.  Sind  z.B.  h+i  lineare  Gleichungen  a(^)a;-f6^^y  ==  ( 
gegeben,  in  denen  a^^)  nach  anderen  Veränderlichen  von  der  Ord 
nung  PI  und  b^^^  von  der  Ordnung  pi  +  a  geordnet  ist,  dann  ist  di( 
Ordnung  des  Systems  gleich  o*  +«*"' JPpa  +  ^^^^PiPfiA —  Sine 
die  Gleichungen  in  x  und  y  vom  Grade  m.,  «t,...,  also  die  il** 

ist  ferner  a(^>  vom  Grade  piy  und  flbertri£ft  der  Grad  voa  ai$ 
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den  von  a^^  stets  um  a,  so  ist  die  Ordnung  des  Systems  gleich 

a  \  a  / 

In  ähnlicher  Weise  werden  Systeme  behandelt,  welche  mehrere 
gemeinsame  Lösungen  zulassen,  doch  würde  es  zu  weit  führen, 
hier  auch  nur  die  Resultate  anzugeben.  No, 

A.  S.  GuLDBERG.    Indledning  in   Arithmetik  og  Algebra. 

Christiania,  Stensballe  1869. 

H.  Grassmann.     Elementare  Auflösung  der  allgemeinen 
Gleichung  vierten  Grades.     Grunert  Arch.  Li.  93-96.    1870. 

Die  allgemeine  Gleichung  wird  auf  die  Form 

gebracht.  No. 

6.  Janni.     Metodo   per  calcolare    con   approssimazioni 
successive  certe  le  radici  reali  dell'  equazioni  algebriche. 

Battaglini  G.  VIII.  157-160.    1870. 

Setzt  man  in  der  bekannten,  vielfach  von  Cauchy  benutzten 
Gleichung  F(a?)  =  F(a)  +  {x--ä)  F\a-\-e(x—ay\  für  x  eine 
Wurzel  Xq  und  fllr  a  die  beiden  Grenzen  a,  und  6, ,  wo  h^  >x^  >  a^ , 
80  findet  man  als  Näherungswerthe : 

oder     a.  =  a, pr^-^;      6.  =  6.+  ^^*'^  • 


wobei  9^a;)8ämmtliche  positiven,  t/;(a;)sämmtliche  negativen  Glieder 
m  F(a?)  enthält.  No- 

A.  Ehrlenholtz.     Ueber   die  Lösung  der   binomischen 

Gleichung.    Pr.  Celle  1869. 

Die  bekannten  Sätze  sind  zusammengestellt  und  Beispiele 
gegeben.  Mangelhaft  ist,  dass  die  Arbeit  auf  kein  bestimmtes 
Pablikom  berechnet  ist:  Wer  aus  ihr  etwas  lernen  kann,  weiss 
mchts  vom  Stmrm'schen  Satze;  wer  etwas  vom  Stürmischen  Satze 
weiss,  kann  nichts  aus  ihr  lernen.  No. 

FariM-'hr.  d.  Natb.  H.    1.  4 
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W.  Baur,     Auflösung   eines  Systems  von   Gleichungen, 
worunter  eine  quadratisch,  die  anderen  linear.     Schlo- 

milch  Z.  XIV.    130-140.    426-435.    1869. 

Die  behandelte  Aufgabe   lautet:    Es  soll  eine  Substitutioii 

yo  =  ^oo^oH h^o«^»  gefunden  werden,  derart  dass  vermöge 

derselben   und   der   willkürlich   vorgeschriebenen  Substitutioneii 
yi  =  ajinix^  +  •••  +  öii»a:,  (A  =  1, 2, . . . n)  der  Ausdruck 

N  n 

F{Xq^  X^J...Xn)   =  £*Xi£kiAiHXic,    {Aik  =  Ak^ 


I)  0 


sich  in  den  y  darstellen  lässt,  ohney^  anders  als  in  einem  Gliede  y\ 

dF 
zu  enthalten.    Man  findet  y^  =  i^'i-^ — a^^...anm'    Im  Nenne: 

der  X  steht  a  =  ^±«00^11  •••««»•  I^i  zweiten  Artikel  wird  de: 
Fall  behandelt,  dass  a  =  0  ist.  No. 

Th.  Koetteritzsch.     Ueber  die  Auflösung  eines  Syste- 
mes  von  unendlich  vielen  Unearen  Gleichungen,    Schlö- 

.    milch  Z.XIV.  1-15.  1869.    XV.  229-268.  1870. 

Um  auf  das  System  (1)  ^/^  (m,  p)  ^p  =  qp«,,  (m  =  0, 1,  • . .  00) 

u 

die  Regeln  für  die  Lösung  eines  Systemes  endlich  vieler  linearer 
Gleichungen  mit  endlicher  Anzahl  von  Unbekannten  x  zu  über- 
tragen, wird  dasselbe  in 

foCO.O^x,  +f,(p,  l)rr,  +  /;(0,  2)a:.+...  =  (p. 


verwandelt,   so  dass  die  Determinante  =/o  (0,0)/', (1,  !).•.  ist. 

OD 

Die  Lösungen  erscheinen  in  der  Form  (2)  a?y  =  JE"«  F,  rp,  n)  y,. 

■  II 

Setzt  man  nun  z.B.  f^(tnyp)=  sin  mpj  so  erkennt  man  leicht 
die  Anwendung  auf  Fourier'sche  Reihen;  ähnlich  fttr  Eugelfunctio- 
nen  u.  s.  w.  Die  Systeme  (1)  und  (2)  sind  invers:  eins  liefer 
die  Lösungen  des  andern ;  ihre  Determinanten  sind  redprok.  Ei 
folgen  Anwendungen  auf  besondere  Gleicbungsformen. 

Bei  den  grundlegenden  Sätzen  geht  Verf.  von  endlichen  Systo 
men  zu  unendlichen  über,  ohne  diesen  Uebergang  zu  rechtfertigeiL 
Daherist  die  Gültigkeit  der  Sätze  auch  nur  beschränkt.  Beispielsweise 


! 
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äodert  sich  bei  endlichem  Systeme  das  Verhältniss  der  Gleicbungs- 
uoahl  zu  der  der  Veränderlichen,  wenn  dem  Systeme  eine 
seiner  Gleichungen  zum  zweiten  Male  hinzugefügt  wird;  bei  einem 
unendlichen  Systeme  nicht,  trotzdem^  wird  die  Determinante  0. 
-  Der  Satz.  Art.  1.  S.  2.  „Sind  sämmtliche  Functionen  [^(m.p) 
endlich,  sämmtliche  <p«  ==  0,  und  die  Determinante  endlich 
und  von  0  verschieden,  so  ist  auch  der  Werth  einer  jeden 
Unbekannten    C,    ist    unrichtig,    wie     das    folgende    Beispiel 

lögen  mag.    Da  1  =  £f-z — --rr-,  (n  =  1, 2,...oc),  so  folgt,  dass 

I    Qn  + 1/ 

du  System 

(3.)        (       ^       l-^~|--|^.--  =  0 

1  X. ^  a?.  —  •••  =  0 

4 


die  Lösungen  a?,  =  rr,  =  ...  =  a,  jeder  beliebigen  endlichen  Zahl, 
kat,  dass  die  x  also  nicht  =  0  sind.  Ebenso  unrichtig  ist  es, 
äan  ein  solches  System  (1)  eindeutig  sei  (Art.  2.  S.  230).  Dies 
zeigt  sich,  wenn  man  die  erste  Gleichung  von  (3)  durch 

oll  1 

2a:,-Ya;,— giO?, =  1 

ersetzt    Das  neue  System  hat  dann  die  Lösungen 

a+1 


a?^  =  aPj  =  ...  =z=  a,    a?,  = 


No. 


L  Zmubko.    Studien  im  Gebiete  mehrerer  Gleichungen. 

Wien.  Gerold  1870. 

A.  Caylby.     Note  on  a  System  of  Algebraical  Equations. 

Qnwt  J.  XI.  132-133.  1870. 

Bemerkungen  ttber  ein  Oleichungssystem  mit  3  Unbekannten. 

Kln. 

K.  WuHBAUCH.     Untersuchungen  über    eine  Gleichung 

ersten  Grades.    Dorpat.  disb.  1870. 

4* 
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Ziegler.  lieber  das  Zusammentreffen  der  graphische 
mit  der  goniometrischen  Auflösung  quadratischer  Gle 

chungen.      Hoffmann  Z.  I.  212-215.    1870. 

Die  bisher  ^ nicht  erkannte  Nützlichkeit,  Eleganz  und  Eii 
facbheit  beider  Lösungen,  besonders  aber  deren  fast  yoUstftndij 
Jdentität^  wird  an's  Liebt  gezogen.  No. 

L.  Matthiessen.  Die  Regel  vom  falschen  Satze  bei  de 
Indern  und  Arabern  des  Mittelalters  und  eine  bemei 
kenswerthe  Anwendung  derselben  zur  directen  Au: 
lösung    der    quadi'atischen    und    kubischen    litterale 

Gleichungen.    Schlomilch  z.  XV.  41-47.    1870. 

Siehe  Abschn.  L   Cap.  1.  p.  25. 
S.  GüNDELFiNGER.     Bemerkung  zur  Auflösung  der  kubi 

sehen   Gleichungen.     Clebach  Ann.  IIL  272-275.   1870. 

Die  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  wird  in  einer  vo 
der  Cayley'scben  etwas  abweichenden  Form  gegeben,  in  der  noo 
ein  für  den  Werth  der  Wurzeln  gleichgllltiger,  willkürliche 
Parameter  vorkommt.  Ein. 

B.  ToRTOLiNi.     Soluzione  di  un  problema  relative  all 

equazioni  di  3^  e   4"  grado.    Atti  d.  Acc.  dei  Lincei.    1869. 

Der  Herr  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  eine  vollständig 
Gleichung  3'*""  Grades  zu  finden,  deren  letztes  Glied  die  Disoriminani 
einer  allgemeinen  Gleichung  4**""  Grades  darstellt.  Ausgehend  v€ 
der  Betrachtung,  dass  die  Discriminante  einer  Gleichung  4*^"  Gr 
des  nichts  anderes  ist^  als  das  letzte  Glied  einer  Gleichung,  welcl 
die  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen  liefert,  bildet  er  aus  der  vo 
gelegten  Gleichung  4*''"  Grades  eine  gewisse  reducirte  Gleichui 
vom  3'^"  Grade,  deren  Wurzeln  solche  sind,  dass  die  Gleichui 
aus  den  Quadraten  der  Wurzeldifferenzen  dieser  cubischen  Glc 
chung  die  Gleichung  ist,  welche  das  Problem  löst.      Jg.  (0). 
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A.  Cayley.     Note  on  the  Solution  of  the  quartic  equa- 

tion   a  U+  6ß  H  =  0.    Clebach  Ann.  I.  54-55.    1869. 

Bezeichnet  U  die  Function  ax^+bx^y'\'Cx*y*'^  dxy*+ey* 
und  H  die  Hesse'sche  Determinante  von  (7;  /  und  J  ferner  die 
beiden  Invarianten  von  U,  dann  sind  drei  Wurzeln  von  a  U-^6ßH= 0, 
welche  nicht  zugleich  (7  =  0  machen,  in  den  Formen 

gegeben.     <«>i,«ti^3   ^i^^  hierbei   die   drei  Wurzeln   der  Glei- 
chung 4  JW—  /'  w — r  =  0.  No. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper  1870.  Question  2. 

Messenger  Y.  184-186.    1870. 

Wenn  unter  den  Wurzeln  (a,  /9,  y,  S)  der  Gleichung  (a,6,c,(i,c) 
(u^\y  =  0  nicht  zwei  gleich  sind,  und  wenn  es  ungleiche  Grössen 
d,(p  giebt,  so  dass 

dann  ist,  wie  bewiesen  wird,  die  kubische  Variante 

ace — ad* — b*e — c'+2  bcd  =  0. 
Die  Werthe  von  fl,  (p  werden  gebildet.  Glr.  (0.) 

V.  Janni.     Decomposizione  di  un'equazione  di  4"  grado 
fra  due  variabili   in    due  fattori    razionali  di  2".    Bat- 

tugl.    G.  VII.  26.   1869. 

Die  ^ Descartes'sche  Zerlegung^  hätte  der  Titel  einfacher 
baten  können.    Neu  nichts.  No. 

L.  SchlAfli.     La  risolvente   dell'  equazione   di   quinto 
grado  sotto  la  forma  di  un   determinante  simmetrico 

a  quattro  linee.      Brioschi  Ann.  (2)  III.  171-174.   1869. 

Um  uns  nicht  in  Formeln  zu  verlieren,  geben  wir  nur  die 
Besottate  an.    . 

Für  «»— lOaa;'— 10/?a?'— 5yaj-*  =  0  ist  die  Resolvente 

A     H     G     8t 

H     B     F     L  ^        ,    . 

G     F     C     ß     =0,  wobei 

St     L     ß     €f 
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A  =  625^*+25(-20a'4-78)<*+(100a*-45aV+31y'-25«/J*-16i« 

+(«'+y)C5«'+r)*-«/**(40«'+28r)+16/?*+2/S»Ca^-y)+c 

B  =  2ö0a/'-25a'-10ay+16/?*,  C=25/'+a'+y, 

F  =  ^aß^8,  G  =  25a/'+(-35»a'-19ay+25/?'X 

JSr  =  -25/?<'+(-15«'/?+19/?y-24«*)l,  i  =  -25<'-y.        No 

T.  N.  Thiele.     Lösning  af  Opgave  179.    Tychien  Tidsi 

(2)  V.  44.    1869. 

Lösung  einer  Gleichung  fünften  Grades.  Hn.  (Wn. 

Sylow.  Beinarkning  om  Kjendetegnet  paa  en  algebrai 
Lignings  Oplöselighed  ved  Eodtegn,  naad  den  er] 
duktibel  og  dens  Grad  er  et  Primtal.  —      Porh.  v. 

Naturf.    Christiania  257.    1869. 

Ableitung  zweier  verschiedener,  von  Abel  und  Galois  , 
fundener  Ausdrücke  für  die  Bedingungen ,  die  erftült  wen 
müssen,  damit  eine  irreductible  algebraische  Gleichung,  de: 
Grad  eine  Primzahl  ist,  durch  Wurzeln  lösbar  sei.     Hn.  (Wn.] 

C.  F.  Em.  Björling.  Om  rötterna  til  algebraiska  equatior 

öfv.  of  Forb.  Stockh.    1868.  241.  Stockholm.    1869. 

Siehe  Grunert*s  Archiv  1868.    Fortschr.  d.  Math.  I.  p.  21 

Hn.  (Wn.) 

J.  Petersen.     Lösning  af  Opgave  124.  Tycheen.  Tidskr. 

VI.  130.    1870. 

A.  F.  Bing.     Lösning  af  Opgave  124.    Tycheen  Tidskr. 

VI.  131.    1870. 

Es  sollen  a?,  y,  s  aus  folgenden  Gleichungen  bestimmt  werd< 

Beide  Autoren  gelangen  auf  verschiedenen  Wegen  zu  folgen« 
Endgleichung  für  s: 

8«'-20w«-.(2a6-18c>*~(a»-f6'-5o6c+7c')««'+Ca6-c')*  = 

Hn.  (Wn.) 
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A.S.GuLDBERG.    Om  Ligningen  af  5*' Grad.   Forh.  af  Christ 

1869.    ChriBtiania   1870. 

Der  Verf.  giebt  das  Historische  über  die  Gleichung  fünften 
Grades  und  erwähnt  dann,  dass  diese  Gleichung  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann 

a?*-j-aa:  +  6  =  0. 

Diese  reducirte  Form  nimmt  er  zum  J] Ausgangspunkt  für  die  Be- 
rechnung der  Wurzeln  der  Gleichung. 
Setzt  man 

80  ist 

c  ist  somit  eine  Function  von  y,  und  ftlr  die  umgekehrte  Function 
}  =  {{c)  beabsichtigt  der  Verf.  ein  neues  Zeichen  einzuführen, 
flir  dieselbe  eine  genaue  Tabelle  zu  berechnen  und  passende 
Redactionsformeln  zu  suchen.  Hn.  (Wn.) 

T.  N.  Thiele.      Nogle    kritiske   Bemarkninger.     Tycbsen 

Tidskr.  (2)  VL  90.   1870. 

Kritik  der  Arbeit  von  A.  S.  Guldberg  über  die  Gleichung 
ftnften  Grades  [Forh.  af  Christ,  for  1869J.  —  Die  Antwort  von 
ßoldberg  findet  sich  p.  125.  Hn.  (Wn.) 

J.  J.  Walker.     On  the  anharmonic-ratio   sextic.    Quart 

J.X.  53-56.  1869. 

Es  wird  die  Gleichung  6*^"  Grades  aufgestellt,  welche  die  6 
^nnonischen  Verhältnisse  der  Wurzeln  einer  Gleichung  4***"  Gra- 
des bestimmt 

Bezeichnet  /  die  quadratische,  J  die  cubische  Invariante  und 
^  die  Discriminante  der  biquadratischen  Gleichung,  in  der  Weise 
dasB  _27^/  =  4/•— J*  ^ 

ist,  (so  dass  also  der  Factor  ||  mit  J  zusammengezogen  ist), 
10  ist  die  verlangte  Gleichung 

z/(^+l)'+/»^'  =  0, 
wo  ui  =  A  (A— 1).     Die  Discriminante  der  Gleichung  ist  J.J^.P. 

He, 
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A.    CaYLEY.      Note.      Quart.  J.  X.  56-57.    1869. 

Kürzere  Herleitung  der  obigen  Gleichang  von  J.  J.  Walker. 
Schreibt  man  —  A  ftar  A  nnd  nimmt  J  in  der  gewöhnliehen  Form, 
80  dass  d  ^  P—27nPj  so  heisst  jene  Gleichung 

4Jß'+X+iy-21PX\X+iy  =.0.,  He. 

G.  Jung  ed  A.  Armenante.     Sopra  una  equazione  dell' 

8'^  grado.      Battagl.  G.  Vn.  98-104.    1869. 

Brioschi  hatte  in  einer  Mittheilung  an  das  Jstituto  Lombarde 
(Sopra  le  equazioni  generali  delF  ottavo  grado  che  hanno  lo 
stesso  gruppo  delle  equazioni  del  moltiplicatore,  corrispondente 
alla  trasformatione  di  settimo  ordine  delle  funzioni  ellittiche  1868), 
von  der  wir  aus  Mangel  der  betreffenden  Litteratur  im  ersten 
Bande  der  Fortschr.  nur  den  Titel  hatten  angeben  können,  die 
allgemeine  Form  der  Gleichungen  S'*""  Grades  aufgestellt,  deren 
Wurzel  durch 

/«»  =  A,  ^-7;  ^3,  =  il,+il,e'+i4,e*^+  A,Q*\s  =  0,  1, ...  6 
repräsentirt  werden ,  wenn  ^^  =  1  ist.    Der  vorliegende  Aufsatz 
giebt  eine  einfache  Ableitung  der  von  Brioschi  gefundenen  Re- 
sultate. No. 

C.  Joedan.     Sur  une  ^quation  du  16**"*  degr^.  Borchardt 

J.  LXX.  182-185.    1869. 

Herr  Kummer  hat  gezeigt,  dass  es  Flächen  4*^"  Grades  mit 
16  singulären  Punkten  giebt,  die  je  zu  6  auf  einer  Ebene  liegen. 
Sind  ex^(X,  =  1---4,  /u  =  1---4)  diese  Ebenen,  und   bildet  man 

q>  =z  2;  — ä. ^  go  enthält  die  Gruppe  der  Gleichung,  deren 

Wurzeln  die  16  Ebenen  ex^  sind,  16. 15.  8. 6  Substitutionen,  welche 
sämmtlich  (f  ungeändert  lassen.  No. 

H.  Schwarz.     Kritische  Untersuchungen  über  die  Theorie 
der  algebraischen  Zahlen.     Hoffmann  z.  I.  132-156.  177-196. 

1870. 

Im  ersten  Theile  wird  eine  Kritik  der  Werke  von  T.  Müller, 
W.  Gallenkamp,  R.  Baltzer,  K.  Koppe,  C.  A.  Bretschneider  in 


I 

l 
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Bezog  auf  die  Grondlagen  der  algebraischen  Zahlen  und  beson- 
deFB  auf  die  Einführung  der  [negativen  Grössen  gegeben.  Im 
zweiten  Theile  versucht  der  Verf.  selbst  eine  Theorie  aufzustellen. 
Die  Hauptsätze  in  dieser  Beziehung  sind  die  folgenden:  Die  Ein- 
heit, in  dem  Sinne  gedacht,  dass  sie  zu  einer  Zahl  hinzugefügt 
dieselbe  um  Eins  vergrössert,  heisst  absolut.  Die  Vorzeichen  -f- 
and  —  zeigen  an,  dass  der  Sinn  der  Einheiten  unverändert  bei- 
behalten oder  in  den  entgegengesetzten  umgewandelt  ist.  Die  posi- 
ÜTe  Einheit  ist  einerlei  mit  der  absoluten,  die  negative  hat  den 
gerade  entgegengesetzten  Sinn.  Null  ist  Nichtgesetztsein  der  zu 
Gnmde  liegenden  Einheit.  Die  Reihe  der  negativen  Zahlen  ent- 
lieht durch  wiederholtes  Setzen  der  negativen  Einheit.       No. 

A.  Cayley.  A  Note  on  his  Memoir  „On  the  condition 
for  the  existence  of  three  equal  roots,  or  of  two  pairs 
of  equal  roots  of  a  binary  quartic  or  quintic."    Proc. 

of  Lond.  XVn.  314.   1869. 

Bemerkung  des  Verfassers,  dass  der  Titel  der  obigen  Arbeit 
hätte  heissen  müssen:  „On  the  conditions  for  the  existence  of 
certain  Systems  of  equal  roots  of  a  binary  quartic  or  quintic.^ 

Cly.  (M.) 

George  Biddel  Airy.     On    the    factorial    resolution   of 

the  trinomial  tu"—  2  cos  na-\ .     Trans,  of  Cambridge  XI.  (II). 

426-443.   1869. 

John  Couch  Adams.     Note  on  the  resolution  of 

ar"— 2  COSHa-j — -  intO   facto rs.      Trans  of  Cambridge  XI.  (II). 


a:" 


444-445.   1869. 

Der  Verfasser  kann  nicht  begreifen,  dass  eine  Gleichung, 
welche  ganz  auf  der  Anwendung  imaginärer  Symbole  basirt  ist, 
(fen  geringsten  Anspruch  auf  den  Charakter  logischer  Evidenz 
i  ^  und  hält  es  fUr  wttnschenswerth,  einen  unahängigen  Beweis 
<Uftir  zu  geben.  Er  verweist  in  einem  Zusatz  auf  die  ein- 
fsdiere  Lösung  des  H.  Adams,  als  auf  eine  erfolgreiche  Erledigung 
<lieaer  Frage,  und  setzt  seinen  eigenen  Beweis  bei  Seite,  der  in- 
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dessen  doch  nicht  ohne  Interesse  sei,  da  er  der  erste  Schritt  ii 
der  Lösung  des  merkwürdigen  Problems  sei,  indem  er  zeige,  wi 
eine  complicirte  Lösung  häufig  einer  einfachen  vorangehe«  mt 
da  einige  im  Laufe  der  Untersuchung  beiläufig  gewonnene  Punkt 
nicht  ohne  Werth  seien.  Cly.  (M.) 

A.  Vecchio.     SuUe  equazioni  trascendenti.    Battagi.  G.  TL 

42.    1869. 

Der  Verfasser  beweist,  dass  die  transcendente  Gleichung 

(e*+«""*)cos»— c  =  0, 
(vgl.  Poisson,  Traitö  de  Mteanique,  §  5,  Gh.  8),  für  c  =  2  kein 
imaginäre  Wurzel  hat.  M. 


Capitel  2. 
Theorie  der  Formen. 

A.  Clebsch.      Zur   Theorie    der    binären    algebraischei 

Formen.  Gott  Nichr.  405-409. 1870>)  Clebsch  Ann.  IIL  265-267.  187C 

Sei  f(x^  a?,)  =  f  eine  binäre  Form  n**''  Ordnung,  femer 
t        1  /     df  .      df\ 

dann  kann  man  y  linear  durch  |,  tj  ausdrücken  und  erhält 
^    .  ^^       >       ».    .  nCn—l)     y„  2  ,    nCn— l)Ci»— 2)      ,..,,, 

Sind  nun  in  symbolischer  Darstellung 

die  zu  f  gehörigen  Co  Varianten,  die  in  den  CoefiTicienten  f  von 
2'^''  Grade  sind,  so  kann  man  die  Formen  7,9  ^s***?»  {^^^  ^ 


*)  Grösserer  Bequemlichkeit  halber  behalten  wir  bei  allen  hierhergc 
hörigen  Abhandlangen  Eine  Bezeichnongsart  (die  von  Clebsch  and  CkHrdai 
bei.  No. 
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Aberhaupt  alle  Coyarianten  nnd  Invarianten  von  f)  rational  durch 
l  die  %p  und  die  Functionaldeterminanten  der  \if  gegen  f  auB- 
drüeken,  und  zwar  erscheinen  dabei  in  den  Nennern  immer  nur 
Potenzen  von  f,  —  Es  folgen  einige  Bemerkungen  über  die 
Form  der  (p.  No. 

P.  Gordan.     Die  simultanen   Systeme  binärer  Formen. 

Clebsch  Add.  II.  227-281.   1870. 

Alle  simultanen  Formen  von 

(1)  A=ai,^.+^^tr^=/r,i,  (Ä=i,2,...o, 

rind  nach  Clebsch  (Borchardt  J.  LIX.)  darstellbar  als  Aggregate 
symbolischer  Producte  von  der  Form 

wo  die  fi^x  durch  die  ri^x  und  das  Product  der  Elam  merfactor  en 
(Iiffd  =  firf^,—fMifi,  A^rch  J(TC)  vertreten  wird.  —  Jede  simul- 
tane Covariante  (ß^(p=z(fM  =z8ixS2x"'^(sf)  giebt,  als  neue  Form 
ingesehen,  zur  Einführung  neuer  Symbole  Anlass.  Enthält  ein  sym- 
bolisches Product  R  die  Covariante  (p  und  ist  T  das  Product  der  Sym- 
bole, welche  y  nicht  enthalten,  so  wird  Ä  =  Tcf^^^  (?''j)  •••  Cv^O« 

Durch  V  maliges  Diflferenziren  von  (3)  entsteht,  wenn  ä  =  ^  ^'    . 

1  1     ^ 

(4)     fi  =   j^JS  TJ  (y)  (*„,  r, )  . . .  (Say  Ty)  Say^^x  •  •  •  «a^x  =  J^Zi  ^i- 

So  igt  A  als  Aggregat  einfacherer  Symbole  Z»  dargestellt.  Umge- 
kehrt kann  jedes  symbolische  Product  als  Aggregat  von  anderen  mit 
weniger,  aber  verwickeiteren  Symbolen  ausgedrückt  werden.  Aehn- 
liches  gilt  ftr  die  Uebereinanderschiebungen 

d.  h.  ftlr  symbolische  Producte,  in  denen  nur  die  Covariante  qp 
und  \p  vorkommen. 

Eine  Anzahl  Formen  il,,  A^,...A^  beisse  Formensystem; 

«I  sei  S(il)  =  ili' . . .  i<^?.  Ein  symbolisches  Product  R  ist  das  wirk- 
Idie  Product  zweier  anderer,  wenn  es  sich  so  in  zwei  Factoren  zer- 
l^ien  Iftsst  dass  die  Klammerfactoren  des  einen  kein  Symbol  des 
anderen  enthalten.    Giebt  es  in  [S(^)S(ß)y  ein  so  in  Factoren 
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zerlegbares  Glied,  so  heisst  die  Uebereinanderschiebong  von  de 
ersten  Art;  wenn  nicht,  von  der  zweiten.  Die  Kriterien  hiei 
für  werden  gegeben.  Die  Uebereinanderschiebnngen  der  erste 
Art  sind  also  in  gewissem^  Sinne  reducifbar,  die  der  zweite 
primitiv.  Letztere  bilden  ein  abgeschlossenes  endliches  combi 
nirtes  Formensystem.  Wendet  man  die  Combination  vo 
Systemen  auf  vollständige  Systeme  an,  d.  h.  auf  solche,  b< 
denen  alle  durch  Uebereinanderschiebung  entstehende  Forme 
sich  als  ganze  Functionen  der  ursprünglichen  ausdrficken  lassen,  fi 
findet  sich,  dass  neue  vollständige  Systeme  entstehen.  Dam 
ein  System  vollständig  sei,  gentigt  es,  dass  die  Uebereinanderschie 
bungen  je  zweier  Formen  (il^^)  A^f'^y  in  der  Form  £cS{A)  darstell 
bar  sind.  Die  Frage  nach  der  Ausscheidung  der  überflüssigen  Forme 
bleibt  in  ihrer  Allgemeinheit  hier  noch  unbeantwortet  —  Mi 
Hülfe  dieser  Entwickelungen  werden  für  eine  einzelne  Form  wi 
fllr  mehrere  Formen  Systeme  von  Co  Varianten  und  Invarianten  aufgc 
stellt,  durch  die  sich  alle  simultanen  Co  Varianten  und  Invariante 
der  Form  als  ganze  Functionen  ausdrücken  lassen.  Setzt  man  nän 
lieh   die  Formen  (n—l)**""  Grades  von  /"'  =  a^~^  =  •••  als  b< 

kannt  voraus,  lässt  die  oberen  Indices  fort  und  multiplicirt  m 
Ax&xCx...,  so  erhält  man  eine  Reihe  specieller  Formen  il,,il,,«. 
von  f\  definirt  man  nun  (der  Einfachheit  wegen  sei  n  durch 
theilbar) 

endlich  (abweichend  von  der  Definition  in  Borchardt  LXD 
Siehe  Fortschritte  d.  M.  I.  60)  W  als  die  symbolischen  Prodnofa 
bei  welchen  ein  jedes  der  darin  enthaltenen  Symbole  a,bjCf. 
mindestens  durch  einen  Factor  ax,  6x7  •••  vertreten  ist,  weleb 
femer  so  beschaffen  sind,  dass  mindestens  einer  der  erwähnte 

l|ten 

Pactoren  axj  6jr, . . . ,  z.  B.  a^  in  einer  höheren  als  der  —    Poten 

vorkommt,  so  lassen  sich  alle  Covarianten  und  Invarianten  at 
die  Formen  £cS(Ä)+P(^KjX)  bringen.  K  selbst  ist  vom  Grad 
n,  besitzt  also  ein  ähnliches  System  B,  L,  tp  entsprechend  de 

Es  folgen    als    Beispiele   die  Systeme    der  Formen    voi 
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1»*«,  y",  . . .  6***'^  Grade  und  die  Bimultanen  Systeme  der  Formen 
Tom  2**",  3*""  und  4***"  Grade,  für  welche  die  Systeme  auf  ihre  redu- 
drie  Form  gebracht  sind.  No. 

Bbltrami.     Ricerche  suUa  geoinetria  delle  forme  binarie 

Cubiche*   Mem.  di  Bologna  X.   1870. 

Siebe  Abschn.  IX.  Cap.  3. 
P.  Gordan.      üeber    ternäre    Formen    dritten    Grades. 

Clebsch  Ann.  I.  90     128.   1869. 

Sämmtliche  zn 

f  =  (a,  a?,  +a,^,  +  ö,^.)"  =  «i  =  ^i  =  •  •  •  =  «" 
^gehörigen  Formen^  (Govar.,  Invar.,  zugehörige  Formen,  Zwischen- 
fomen)  sind  als  symbolische  Producte 

P  =  üxbxCx  . . .  (abu)  (acu)  (bcu)  . . .  (abc)  (jabd)  (acct)  . . . 
danteilbar,  (jfqr)  ist  hier  =  ^+p,  g^r,,  und  w,,ii,,ii,  sind  zu 
^M^t«^s  contragredient  Die  Anzahl  der  a^,  bxj  .  >.  heisse  Grad, 
die  Anzahl  der  (obti),  (^acu)  . . .  Classe,  die  der  a,  b,  c  . , .  Ord- 
nung, die  Summe  von  Grad  und  Classe  der  Rang  von  P.  — 
Ersetzt  man  in  solchem  symbolischen  Producte  F  von  der  Ordnung 
«-1,  1  Facto  ren  ax,  bx,  Cj^  . . .  durch  iaau)y  (bau)  ...,  ferner 
'Factoren  (oftw),  (acu)  . . .  durch  (aba),  (aca)  . . .  und  multiplicirt 
fe  neue  Form  mit  «J"*""^,  so  erhält  man  ^mittels  einer  Combi- 

luition,  welche  die  Moduln  x  und  X  besitzt,^  eine  Form  P  der  Ordnung 
A.  Umgekehrt  kann  man  alle  Producte  Paus  Producten  Fableiten  und 
weiter  rOckwftrts  zu  denen  der  m— 2''*",  m— 3*'", . . .  Ordnung  gehen. 
Die  Modularsysteme  (x,  il),  bei  denen  x-f-^  =  n  sein  muss,  seien 
80  geordnet,  dass  (x',  AQ  dem  (x'',  ^'0  &^s  niedriger  voransteht, 
wenn  x'4.A'<x"+A"  oder  x'+Ä'  ==  x"+A";  x'<x"  ist.  DieFor- 
loen  m*^'  Ordnung  werdea  so  geordnet,  dass  zuerst  die  Formen 
uederen  Banges,  unter  denen  gleichen  Banges  zuerst  die  niederen 
Kodularsystems  stehen,  durch  welche  die  Paus  den  Fabgeleitet 
mL  Die  in  dieser  Anordnung  früher  auftretenden  Formen 
beissen  frühere,  die  von  gleichem  Bang  und  gleichen  (x,  X) 
gleichzeitige.  Da  aber  die  Differenz  zweier  Formen  q>^  und 
9^,,  welche  aus  F  mittels   der   Combiimtionen    A^   und  A^  von 
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gleichen  Moduln  entstehen,  eine  lineare  Function  (f^  —tp^  =^JS  t^i^i 

frttherer  Formen  xp  derselben  Ordnung  ist,  deren  Coefficienten  L  die 
Variabein  u  und  x  nur  in  der  Verbindung  ti^  enthalten,  so  folgt,  das« 
von  gleichzeitigen  Formen  nur  Eine  beibehalten  zu  werden 
braucht,  wenn  man  ihr  Aggregate  frttherer  Formen  hinzufügen 
kann.    Bezeichnet  man  also  den  Uebergang  von  F  =  (»p  ti«  (Orad 

p,  Classe  ^)  in  V  =  (^5.-^Mj-*((>au)^a*a^-*~^  als  „Uebereinander- 

Schiebung,  welche  die  Moduln  x,  A  besitzt,^  so  ergiebtsich,  dass 
alle  Formen  <jp  von  der  m^^^  Ordnung  als  Aggregate 

darstellbar  sind,  wenn  \f)\  %{/'  frühere  durch  Uebereinanderschiebnng 
entstandene  Formen  bedeuten.  Nennen  wir  volles  System  von 
Formen  der  Ordnung  m  ein  solches,  durch  welches  alle  Formen 
(p  sich  linear  ausdrücken  lassen,  so  bilden  die  xfß  ein  volles. 
Es  brauchen  die  Uebereinanderschiebungen  hierbei  nicht  auf  alle  For- 
men F  der  m—  V*"*  Ordnung  angewendet  zu  werden,  sondern  nur  auf 
volle  Systeme  m—V^'  Ordnung;  ja  man  kann  auf  ein  volles  System 
m^lter  Ordnung  sogar  beliebige  Combinationen  anwenden,  um 
auf  ein  volles  System  m*''' Ordnung  zu  kommen,  wenn  nur  jedem 
Modularsysteme  Eine  und  nur  Eine  Combination  entspricht  — 
Ein  System  &^J  &^,  &^  ...  heisst  ein  vollständiges,  wenn 
alle  Formen  von  f  ganze  Functionen  der  &  mit  numerischen 
Coefficienten  sind.  Bildet  man  nun  mit  Hülfe  eines  der  eben  charae- 
terisirten  Combinationssysteme  die  zu  &  und  den  Producten  und  Po- 
tenzen der  19*  gehörigenFormen,und  sind  alle  diese  ganze  Functionen 
der  &y  so  ist  dies  ein  hinreichendes  Zeichen,  dass  die  &  ein  voll- 
ständiges System  bilden.  Die  Anzahl  der  Prodncte  und  Potenzen  ist 
zwar  unendlich  gross,  es  lässt  sich  aber  leicht  ein  endliches 
System  derselben  absondern,  auf  welches  allein  jener  Nachweis 
der  Darstellbarkeit  angewendet  zu  werden  braucht.  Für  temäre 
cubische  Formen  wird  dann  ein  System  von  34  Formen  &  auf- 
gestellt, und  der  Nachweis  der  Vollständigkeit  geliefert     No. 

A.  Clebsch  und  P.  Gordan.     Ueber  biternäre  Formen 
mit  contragredienten  Variabein.      Clebsch  Aon.  £.  369-4001 

1869. 

Seien  a?j,  a?,,  x^  Punkt-,  i/,,  m,,  m,  Linien-Coordinaten;  «,,  «,,  a^ 
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symbolische  CoefBcienten,  welche  den  ersten,  a,,a^^  a,  solche, 
welche  den  zweiten  cogredient  sind;  setzt  man  ferner 

so  ist  der  allgemeinste  Ausdruck  der  zu  behandelnden  Formen 
f=a^  u*.      Jede  dem  Formenkreise   von  f  angehörige  Gestalt 

kann  als   symbolisches  Produkt   folgender  8  Typen  dargestellt 
werden  (abü),  Cabc),  (a/fir),  («/?/),  «x,  ««,  «x,  «a- 

Der  erste  Theil  der  Abhandlung  ist  dem  der  eben  besproche- 
nen durchaus  parallel  laufend,  nur  dass  die  Beweise  durch  die 
Termehrte  Zahl  der  Typen  eine  etwas  andere  Gestalt  annehmen. 
Für  m  =  \j  n  =  1  also  f=  axUa  enthält  das  vollständige 
System  7  Formen;  diese   sind  i  =^  üa,  f  =  OxUa,  i,  =  a/?6a, 

/;  =  ajeUßba,  i»  =  aßbyCay  q>  =  a^Cxbaißyx)^  tp  =  UßUyba{acu). 

An  Stelle  der  Invarianten  i^ ,  t,  und  der  Zwischenform  f^  werden 

andere  Ausdrücke  eingeführt 

£    und  mit  Hülfe  derselben  das  entsprechende  Formensystem  Air 

die  zusammengesetzte  Function   F  =  xu^+k  f-^-i^g  aufgestellt 

' ',    Zwischen  den  7  obigen  Formen  und  Ux  besteht  eine  einzige  höhere 

\    Relation«  enthalten  in  dem  Satze,  dass  qp.t/;  die  Determinante,  in 

Besag  auf  x,  A,  ^  gebildet,  einer  quadratischen  Form  ist.  Setzt  man 

^  ^  ^ ÖVVL       ^  ^_ö^  ^„ ^  ^_ö^ 

oxhduh   7  dxkduh  dxhduh 

•0  ist  fthnUeh  g>,y,+±Si+±-ii'+-L.-Sin  die  Hesse'sche  Deter- 
omumte,  nach  x,  ^>  /^  gebildet,  der  quadratischen  Form 

iJ"  ist  =  ■—  6  Ä,  wo  Ä  die  Determinante  einer  cubischen  Glei- 
ehimg  J  =  0  ist;  Si'  ist  =  —  2Ätix.  Nach  Betrachtung  des  For- 
j'  laensystems  der  cubischen  Formen  %  ^  beschäftigt  sich  die  Ab- 
bandlung  mit  der  geometrischen  Deutung  der  Form  f(m  =  1,  n  =  1). 
Vird  u  als  Veränderliche  betrachtet,  so  stellt  ^  =  0  einen  Punkt 
jf  dar,  der  mit  dem  Punkte  x^,  a;,,  x^  coUinear  verwandt  ist 
Van  kann  im  allgemeinen  f  durch  lineare  Transformation  in  die  Form 
f  =  «,  J^  Pi  +  ^t-Xf  ^,+«8-^  V$  bringen,  während  Ux  im  Ux  über- 
Ifeht.    Die  Gleichung  F  =  0  stellt  die  Glesammtheit  aller  coUine- 


'ei 


/ 
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aren  Systeme  mit  gemeinsamem  Fandamentaldreieck  dar.  Geht 
man  nun  von  einem  Punkte  x  zu  y,  betrachtet  dann  y  als  dem 
ersten  Systeme  angehörig  und  bestimmt  den  entsprechenden  i, 
u.  s.  w.,  so  liegen  x,y,z,...  auf  einer  transcendenten  Curve.  Eg  wird 

nun  untersucht,  unter  welcher  Bedingung  if  dieser 

Funkte  auf  einer  algebraischen  Curve  liegen ;  dieselbe  ergiebt  sieb 
ab  eine  gewisse  Invariantenbeziehung.  Umgekehrt  werden  dann 
auch  solche  Invarianten-Relationen  geometrisch  in  der  angegebenen 
Weise  gedeutet.  —  Zum  Schluss  werden  die  Ausnahmsfälle  an- 
gegeben, welche  dadurch  entstehen,  dass  von  den  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung  J  =  0^  2  oder  3  einander  gleich  werden. 

No. 

A.  Clebsch  und  P.  Gordan.     üeber   die  Theorie  der 
ternäreii  cubischen  Formen.    Clebsch  Ann.  I.  57-89.  1869. 

Brioschi  hat  in  den  C.  R.  1863  eine  typische  Darstellung  der 
temären  cubischen  Formen  gegeben.  Hier  wird  eine  Ähnliche 
typische  Darstellung  entwickelt,  indem  Methoden  auseinanderge* 
setzt  werden,  alle  zu  jener  Function  gehörigen  algebraischen 
Formen  durch  vier  Govarianten  und  drei  in  Bezug  auf  dio 
Liniencoordinaten  u^ ,  u^ ,  t/,  lineare  Zwischenformen  ausza- 
drücken.  Um  aber  auch  zugehörige  Formen  bequem  und 
naturgemäss  durch  einfache  zugehörige  Formen  darsustellen, 
wird  ein  zweites  System  gegeben,  bei  dem  die  Grundformen  aas 
vier  zugehörigen  Formen  und  drei  in  Beziehung  auf  x  linearen 
Zwischenformen  bestehen.  —  Der  Formclreichthum  der  Arbeit 
macht  es  uns  unmöglich,  diese  Abhandlung  ins  Einzelne  zu  ve^ 
folgen,  ohne  bis  zum  Einzelnsten  zu  kommen.  No. 

A.  Bessel.    Ueber  die  Invarianten  der  einfachsten  Sys- 
teme simultaner  binärer  Formen.   Clebsch  Ann.  i.  173- I9i 

1869. 

Es  werden  fbr  2  quadratische  Formen  (§  2),  ebenso  fllr  8 
(§  3)y  für  eine  quadratische  und  eine  cubische  (§4),  fOr  eine 
quadratische  und  eine  biquadratische  (§  5 — 7)  Invariantensysteme 
aufgestellt,  durch  die  sich  jede  simultane  Invariante  in  Form  eineT 
ganzen  Function  darstellen  lässt.    Die  Methode  ist  die,  dan 
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mittels  einer  Substitution  mit  dem  Modul  1 ,  /*  =  a^  in  2  a  X,  JC, 

migewandelt  wird  und  die  Coeffidenten  der  betreffenden  anderen 
ungewandelten  Formen  f  =  a^;  f  z=  a'^^;  ...   durch    die  ,  ein- 

facbsten  Inrarianten  ausgedrttckt  werden.  Die  beliebige  Invari- 
ante q)  =  a^\p  giebt  dann  durch  Betrachtung  der  Ordnung  und 
des  Gewichts  die  Verbindungen,  in  denen  allein  die  neuen  Coef- 
fieienten  in  den  rp  vorkommen,  und  dadurch  den  Ausdruck  von 
^  als  Function  jener  Fundamentalinvarianten.  No. 

F.  Harbordt.     Das   simultane  System  einer  biquadrati* 
sehen   und  einer  quadratischen  binären  Form.   Clebsch 

AoD.  I.  210-224.    1869. 

Wie  schon  der  Titel  zeigt,  ist  der  Gegenstand  dem  in  den 
letzten  Paragraphen  der  eben  besprochenen  Arbeit  nahe  ver- 
wandt.    Die  Resultate   sind   zum   Theil   dieselben.    Ist  f  =  a^ . 

r  =  a'*  und  bildet  man  cp  =  (aa^all,  tf'  =  ((paya'^,  q,"  =  ..,.. 

80  wird  gezeigt  (wie  auch  bei  Bessel);  dass  jede  dieser  quadra- 
tiaeben  Covarianten  durch  2  vorhergehende ,  die  von  ihr  durch 
aioe  zwischenliegende  getrennt  sind,  linear  sich  ausdrücken  lässt. 
Dann  folgen  2  typische  Darstellungen  von  f]  ferner  nach  der  Be- 
handlung der  Ausnahmefälle  die  Aufstellung  der  Formen  ftlr 
^fi-lJ;  endlich  in  kurzen  Zügen  eine  Erweiterung  auf  temäre 
formen.  No. 

I  S.  GuNDELFiNGER.     Zur  Theorie  des  simultanen  Systems 
einer    cubischen    und    einer    biquadratischen    binären 

Fprm.     Stuttgart.    1869. 

Nach  Yorausschickung  einiger  Definitionen  werden  die  Formen 
doreh  7  directe  und  3  windschiefe  Invarianten  rational  ausge- 
drttdLt,  von  denen  die  Quadrate  und  Producte  von  je  zweien  der 
letiEteren  sich  als  ganze  Functionen  der  7  ersteren  dar^tel^n 
iifsen.  Darauf  werden  die  Invarianten  und  Covarianten  behan- 
delt, welche  entstehen^  wenn  die  cubische  Grundform  durch  eine 
ÜMare  Combination  derselben  mit  ihrer  cubischen  Covariante 
metxt  wird;  ebenso  wenn  an  die  Stelle  der  biquadratischen 
Grundform  eiae  lineare  Combination  derselben  mit  ihrer  Hesse'schen 

Forudir.  d.  Xatb.  U.  1.  5 
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4.%-.4;.3r    .•':  'vr:.  ;.   '^  Oriir.  ^-i  icinni  n::  deijeaigeB  Ibaik 
*»*,<:.*  r  J',.-:*:.  •/*^'.^:.!:i  cer  Drt:±r-:i2z  der  hypcrdüpliii* 
V\f,f^.\\H:.  p       i   ^^f-iicL  iarre.    Geb:  man  ron  einer LIMK 
«'     r/  a.jp.    ^/,   \':.*:.Vz.    h\tt   die    CbnÄii  k'^—r'*  =  «•—•' i* 
/n«;.  VAk^^,:..  &J:  d'-r  trkXez  sind  derart,  dass 

j*t  Yf^hn-wl  \t*u  *U:T  zweiten  kein  Factor  von  r' — e'" einen wi* 
u*  t/'  franx  ';rithalt.  iJit  Lösungen  der  ersten  Klaue  Uhm^ 
Aut  '\kH  M«lfjijir';Mf;f/i  2r  =  3u|— I'— ly',  welches  darch  li&etfC 
Afjt^lrfW'.k«:  £.  r/  idfintiK^-h  /.u  ermilco  ist.  Man  gelangt  hiertiei  tf^ 
iuut'j  \\f:nm:w'M*iu  Olftichiinfr  V""  Grades.  Jeder  LösnDg  S,  fl  eal- 
nfttfjUfii  «Irr-j  LoHiirif^rrn  des  Problems,  so  dass  alle  IiflsnngeH 
rmlir  KUinnt'.  in  i)  Tripel  zerfallen.  Es  werden  die  Gleiehtog 
fi' '•  ilriuU'M,  tlU-,  IL"^"  Grades,  von  welcher  die  Lösung  der  erttereü 
iihlfAriKii  niirl  di«;  rV"  und  4'""  Grades,  durch  welche  die  LMml 
v.ifh\^X  i\tir^,vnM\\.  Drei  Lrmiingen  des  Problems,  deren  2  n$ 
dnr  diiMni  inltlrlM  dorHclhen  Wurzel  der  biquadratischen  GleichnfiC 
K'^futMlnn  wordrn,  liriHMcn  cioujugirt.  Sie  bleiben  conjngirt^  toi 
wt^lrlinr  dur  drei  uuin  auch  ausgeht.  Die  Wurzeln  eines  Tripeh 
viMiiuMKnmit/t,  ordnen  Nicli  die  jedes  der  8  Übrigen  Tripel  den 
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en  eindeutig  zu.  Die  Lösung  der  Hesse^schen  Gleicbaog  kann 
den  Vorsteliungen  in  Beziehung  gesetzt  werden,  welche  das 
blem  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  giebt.  Es 
iprechen  conjugirten  Lösungen  Wendepunkte  einer  Geraden, 

■biqoadratischen  Gleichung  die  4  Wendepunktdreiecke,  der 
ifehen  Gleichung  die  Seiten  eines  der  Wendepunktdreiecke. 

Lösungen  zweiter  Klasse  sind  12;  sie  entsprechen  den 
Ecken  der  Wendepunktsdreiecke.  —  Legt  man  statt  tr,  v  eine 
ere  Lösung  tf',  e'  zu  Grunde,  so  ergiebt  sich  eine  Reihe  von 
Een,  wie  z.  B.  dass  u,  v  erster  Klasse  in  Bezug  auf  u\  f^  ist, 
m  es  u'y  f>*  in  Bezug  a^uf  ti,  v  war,  u.  s.  w.    Geht  man  nun 

ff,  ü  aus,  so  kommt  man  zu  drei  entsprechenden  v!e\  u\v\y 
\  und  erhält  ein  Quadrupel,  welches  dadurch  charakterisirt 

dass,  wenn  man  irgend  eine  zum  Ausgangspunkt  wählt,  die 
ndern  ein  zugehöriges  Tripel  erster  Klasse  bilden.  Es  giebt 
solche  Quadrupel ;  und  zugleich  für  jedes  4  Lösungen,  welche 
allen  Anordnungen  2**"'  Klasse  bleiben.  Solcher  Quadrupel- 
Ire  giebt  es  also  45,  und  es  ist  auf  27  Arten  möglich,  die 
Wurzeln  in  5  Quadrupelpaare  zu  ordnen.  No. 

Clebsch.  Ueber  die  Möglichkeit,  zwei  gegebene 
)inäre   Formen  linear   in  einander   zu  transformiren. 

3IebBch  Ann.  IL  878-382.   1870. 

„Für  Formen  ungerader  Ordnung  folgt  die  Möglichkeit  der 
aren  Ueberf&hrung  aus  der  Gleichheit  der  absoluten  Invari- 
sn  immer,  sobald  für  die  beiden  yerglicheneh  Formen  zwei 
re  entsprechender  von  Null  verschiedener  linearer  Covarianten 
itiren,  welche  nicht  nur  um  einen  constanten  Factor  verschie- 

sind.^' 

«Für  Formen  gerader  Ordnung  folgt  jene  Möglichkeit  aus 
Oeiehheit  der  absoluten  Inyarianten  immer,  sobald  fllr  die 
len  verglichenen  Formen  zwei  Paare  entsprechender,  von 
1  verschiedener  quadratischer  Covarianten  bestehen,  welche 
len  gemeinschaftlichetn  linearen  Factor  besitzen.^ 

In  beiden  Fällen  werden  die  Transformationsformeln  sogleich 
eben. 

5* 
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Sind  bei  Formen  fttnfter  Ordnung  (siehe  Fortsehr.  L  58) 

die  4  Invarianten,  so  folgt: 

^Formen  fttnfter  Ordnung  mit  identischen  absoluten  Inva 
rianten  sind  stets  linear  in  einander  ilberftthrbar,  sobald  nich 

gleichseitig  B  und  Coder  5  —  —  und  C—  -jr  verschwinden." 

Für  Formen  sechster  Ordnung  sei  f=  a^=6^='-;  A  = 

y(ff),  A„,„,  =  jCmmy,  Ai.n  =  ^  (/m)«;  Ä  =  ~y  (fm)  (mn)  («0. 

Dann  ist  das  Nichtverschwinden  von  R,  und  von  ÄuA^  --AU 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Transfor- 
mation. No. 

G.  Battaglini.     SuIIe  forme  ternarie  quadratiche.    Bat 

taglini  G.  Vm.  38-59.  129-156.    1870. 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  geometrischen  Dar 
Stellung  temärer  quadratischer  Formen.  Seien  (s^,  «,,  «,)  un« 
(fii,,  S„  Sj)  zwei  Systeme  von  Veränderlichen;  jedes  Verhältnis 
s^  :  8^  :  «3  oder  S^  :  S,  :  S,  heisse  Element  s  oder  S  mit  den  Co 
ordinaten  («j,  *„  «,)  oder  (S,,  S,,  S,);  endlich  gelte  die  GLeichuni 
8^  Sj  +  «,  S, + «3  S,  =  0.  Zwei  quadratische  Formen  U  und  ti  heifl 
sen  conjugirt,  wenn 

Ü^ÜAijSiSjy  u  =  Saij SiSj  (tj  =  1,  2,  3;  ii,,  =  Aß;  a^  =  <%0 
Die  i  und  S  können  nun  entweder  als  Gerade  imd  Ebenen  be- 
trachtet werden,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  oder  als  Gerade 
und  Punkte,  die  auf  einer  Ebene  liegen.  Die  Systeme  ü  und  « 
bilden  im  ersteren  Falle  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  im  letz- 
teren einen  Kegelschnitt :  im  ersteren  Falle  der  Ort  der  Geraden 
oder  die  EiDgehttllte  der  Ebenen,  im  zweiten  der  Ort  der  Punkh 
oder  die  Eingehttllte  der  Geraden.  Betrachten  wir  den  erst» 
Fall,  so  sind  zwei  Gerade,  bezüglich  zwei  Ebenen,  die  aufeinande 
seiikreoht  stehen,  harmonische  Elemente.  Es  wird  nun  die  Bedeo 
tung  der  in  der  Theorie  der  temären  quadratischen  Formen  hei 
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FortretendeD  arithmetischeii  Grössenverbindungen  antersEcht,  und 
io  dieser  Art  werden  die  Invarianten ,  die  Covarianten  und 
ContraTarianten  vom  zweiten  und  von  höheren  Graden  behandelt. 
Ebenso  werden  die  Gurvenbüsebel  (serie  di  quadriehe,  aempliee 
et  di  primo  grado)  U  ^i^U'+o^U"  und  u  =  £'u'+£''u"  einer 
näheren  Betrachtung  unterzogen,  und  ihre  harmonischen  und  äqui- 
harmonischen  Eigenschaften  untersucht  No. 

P.  Gordan.     üeber  die  Invarianten  binärer  Formen  bei 
>       höheren  Transformationen.      Borchardt  J.  LXXL  164-194. 

1870. 

Um  die  homogene  Gleichung  f(x^j  x^)  =.  0  durch 

n  transformiren ,  bildet  man  die  Resultante  Rfy,  aus  fssQ  und 
9  =  y^  =  yja?f»  +  i]P,aJ7«-*.ir,+  ...  =  /s^  +  ms,.  Es  soll  nun  unter- 
geht werden,  wie  die  Invarianten  der  Form  f,  (Jf)  sich  zu  denen 
der  transformirten  Form  R  (Je)  verhalten;  insbesondere  sollen 
die  J/i  durch  die  einfachsten  simultanen  Invarianten  von  f  und  fp 
dargestellt  werden.  Setzt  man  l(x)fn(ij)  —  m(x)l(jf)=-0(ßßy), 
80  sind  die  Jr  simultane  Invarianten  von  f  und  d  (jt  y). 

Setzt  man  ferner  &^  =  &Y,y  =  (JLmy''+^.lx''fnxf^  so  kann  die 
Coyariante  d  (xy)  auf  die  Form  gebracht  werden 

wobei  die  C^  numerische  Constanten  bedeuten  und  jw  =  »,  —  (^v  +  1) 
ist;  es  sind   also  die  Jr  simultane  Invarianten  von  f  und  den 


nv 


K    Der  Ausdruck  Rfy—n^  ^  Rf^Jf  ist  eine  lineare  Function 

soleber  Combinationen  der  Substitutionscoefficienten,  welche  ver- 
sdiwinden,  wenn  /  und  m  einen  Factor  n^—V^^  Ordnung  gemein 
iuben. 

Die  Discriminante  hat  die  Form  Jr  =  CJfQ^*  wobei 

(I>  =  nad\xiXt'). 
Du  Product  0  zerfällt,  wenn  man  in  demselben  die  GoeilGcienten 

▼on  /  und  m  als  Veränderliche  betrachtet,  in  — ^-^ — -  Factoren 
"'(^^0«  deren  jeder  einem  Wurzelpaare  XiXk  der  Gleichung  /"  =  0 
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entoprieht.  Es  g^ebt  eine  (unendlich  grosse)  Scbaar  von  FormeB 
/,  m,  iUr  welche  ein  bestimmter  Factor  d^XiXk),  verschwindet.  Jsl 
nnn  ein  Formenpaar  l  =:  L,  m  =  If  der  betreffenden  Scbaar  ge* 
geben,  so  kann  j;,,  Xk  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimnit 
werden.  Nimmt  man  also  ein  Formenpaar  1  =  L^^  m=^  M^^  wel- 
ches zu  Xij  xi  gehört,  so  kann  inan  Xi  rational  durch  iL,  M;  L^^M^ 
ausdrücken  und  in  ähnlicher  Weise  alle  Wurzeln  der  Gleicfaung  e^ 
halten.  —  Wird  (p  quadratisch,  so  vereinfachen  sich  die  erhaltenen 
Resultate.  Es  wird  die  Methode  von  Clebsch  (Borchardt  J.LVin.273) 
reproducirt,  welcher  Rf^  durch  die  symbolischen  Goefficienten  von 
f  und  Kp  ausgedrückt  hat.  Die  Invarianten  Jr  sind  simultane  In- 
varianten der  beiden  Formen  f  und  {Im)  Ixtnjc  =  &  (Functional- 
determinanten  von  /  und  m).     Bezeichnet  man  (/m)*  =  Ai^y  so 


ny 


wird  hier  J/c  =  2  ^  R^Jf+AA^^^  ferner  wird  <P  =  110,2  &Xi&xt. 

In  der  dritten  Abtheilung  werden  die  Ergebnisse  der  beiden 
ersten  auf  specielle  Formen,  die  Discriminanten  der  quadratischen 
und  cubischen,  die  einfachsten  Covarianten  und  Invarianten  d^ 
biquadratischen  Formen  angewendet  Schliesslich  werden  qua- 
dratische Substitutionen  angegeben,  durch  welche  die  eine  oder 
die  andere  der  transformirten  biquadratischen  Invarianten  Jr  oder 
Ir  den  Werth  Null  annimmt.  No. 

A.  Clebsch.  lieber  die  Bedeutung  einer  simultanen 
Invariante  einer  binären  quadratischen  und  einer  binä- 
ren biquadratischen  Form.    Clebsch  Ann.  III.  263-264.  1870. 

Damit  eine  gegebene  binäre  biquadratische  Form  sich  als 
ganze  Function  einer  gegebenen  quadratischen  Form  und  einer 
anderen  quadratischen  darstellen  lasse ,  muss  die  altemirende 
simultane  Invariante  der  gegebenen  beiden  Formen  verschwinden^ 
und  ist  dies  auch  umgekehrt  die  hinreichende  Bedingung. 

Kln. 

A.  Cayley.     Note  on  the  theory  of  Invariants.     Clebscfc 

Ann.  III.  268-271.    1870. 

Damit  zwei  algebraische  Formen  durch  lineare  Transforma- 
tion in  einander  übergeführt  werden  können,   ist  die  Gleichheit 
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ihrer  absoluten  Inyarianten  nothwendig,  aber  noch  nicht  in  allen 
RUlen  hinreiehend.     Man  weiss  nur   aus   einem  Aufsatze  von 
Clebsch  (Clebsch  Ann.  II.  siehe  p.  67);  dass,  für  binäre  Formen, 
die  Gleichheit   der  absoluten  Invarianten   die   hinreichende  Be- 
dingung {Hur  die  Transformirbarkeit  ist,  sobald  es  ftir  die  beiden 
binären  Formen  Paare  entsprechender  linearer  oder  quadratischer 
Covarianten  mit  nicht  verschwindender   Resultante  giebt.     Der 
Verfasser  erläutert  nun  an  einem  Beispiele  (einer  binären  Form 
6*^  Grades  mit  einem  dreifachen  Elemente),  dass  es  in  der  That 
FUle  geben  kann,  wo  die  Gleichheit  der  absoluten  Invarianten  nicht 
aumicht,  und  bemerkt  sodann,  dass  die  Abweichung  seiner  Zäh- 
lung der  Moduln  einer  Glasse  temärer  algebraischer  Formen  von 
der  Riemann'schen  auf  einen  Umstand  dieser  Art  zurückzuführen 
ist   [Cayley  hatte  fUr  die  Zahl  der  Moduln  nicht  3  p — 3,  son- 
dern 4p — 6   gefunden.    (Proc.  Lond.   Math.   Soc.   1,   3.  Oct) 
Die  Itiehtigkeit  der  Riemann*schen  Zahl  ist  in  besonderen  Fällen 
bemtB  von  Brill  (Clebsch  Ann.  I,  401,  11,  417  siehe  p.  43)  und 
voa  Casorati  und  Cremona    (Bend.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  II,  1869) 
naehgewiesen  worden.]  Ein. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper  1869.    Question  9. 

Messeoger  Y.  53-55.    1869. 

Wenn  in  einer  Co  Variante  einer  bioären  Form  (a,  6,  c, . . .  ä)  (x,  y)» 
()ie  Coefficienten  a,  &,...&  ersetzt  werden  durch  ax-^-by, 
fe+cy, ...  kx  +  ly  respective,  dann  ist  das  Besultat  eine  Cova- 
riante  der  nächst  höheren  Form  (a,  6,  c,  ...  1)  (x^  y)""*"*.  Die 
Covariante,  welche  durch  dies  Verfahren  aus  der  Discriminante 
ier  cubischen  Form  (o,  6,  c,  d)  (x,  y)'  erhalten  wird,  ist  = 
(ae-46rf+3c)  [(^ac—b')x*+ etc.] 

—  (acc— ad*— 6'c— c'+26c(f)(a,  6,  c,  d,  c)(x,  y)*, 
wo  (ac~6')a:*  +  etc.  die  Hessische  Determinante   der  Function 
(«,*,  c,  d,  eXx,  yy-  61r.  (0.) 

W.  Snow  BuRNSiDE.  On  the  Invariants  and  Covariants 
«,  a  of  a  Binary  Quartic  considered  Geometrically  as 
a  System  of  Two  Ternary  Quadrics.     Quart  J.  X.  2ii  bis 

S19.    1869. 
Setzt  man       y'  =  X,        x^  =  F,        2xy  =  Z 
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80  tritt  an  Stelle  der  binären  Form  4*'''  Ordnung  /^=  (a,  b. 
(x,yy  das  System  der  beiden  temftren  quadratischen  Fcn 

U  =  eX'+aY'+cZ*+2brZ+2dZX  +  2eXr 

F=Z«-4JICF  =  0. 
Dadurch  ergiebt  sich  fttr  die  Theorie  der  binftren  Formen  4 
nung  folgende  geometrische  Interpretation.  —  DieDiskrit 
von  U—XV  ist  die  cubische   Resolvente  von  f:  4i'— ii- 
Der  hannonische  Kegelschnitt  zu  (7  =  0  und  Y=^0  d.  i. 
Variante  F  der  Formen  Uj  V  (cf.  Salmon.  Algebra,  p.  2S 
spricht  der  Hesse'schen  Form  von  f.  —  Die  Tangenten  an 
in  den  Schnittpunkten  mit   U  =  0  führen  auf  die  Cayl 
Darstellung  der  Quadrate   der  Linear -Factoren  von  f. 
kanonischen  Formen  von  f  werden  durch  simultane  lineare 
formationen  von  Uy  V  abgeleitet.  •<-  Indem  die  Jacobi'sche 
minante  von  U,  V,  F  die  Gleichung  der  Seiten  des  gemei 
Polar -Dreieckes  von  (/  =  0,  K  =  0  darstellt,  ergiebt  sich 
Quadrat  der  derselben  entsprechenden  Govariante  6^^'  Ord 
von  f  der  bekannte  Ausdruck  in  t,  j,  ff,  f.  —  Einer  gewöhi 
doppelten,  dreipunktigen  Berührung  von  t/  =  0,  F=  0  ents] 
beziehentlich  ein  doppelter,  zwei  doppelte,  ein  dreifacher 
von  f,  —  Das    Doppelverhältniss   der  4  BerUhrungspun 
K  =  0,  der   gemeinsamen  Tangenten   der   beiden  Kegel 
ü  =  0,    F  =  0  ist  gleich  dem  Doppelverhältniss   der  4 
ff=0.  - 

In  derselben  Art  kann  die  Theorie  eines  Systemes 
binären  Formen  von  2'**'  und  4'*^'  Ordnung  an  die  Betn 
von  zwei  Kegelschnitten  und  einer  Geraden  geknüpft  wen 
findet  man  aus  der  Gleichung  der  Schnittpunkte  von  (/  =  0, 
in  Liniencoordinaten  (Salmon  a.  a.  0.)  einen  bekannten  Ai 
für  die  Resultante  der  genannten  binären  Formen  u.  s.  f. 

P.  Gordan.  Die  partiellen  Differential gleichunge 
nen  die  Resultante  R  einer  Form  «***"  Grades  u 
ner  Forin  i»***"  Grades  genügt.     Gott.  Nachr.  1870. 

Seien  /*,  und  /*,  die  beiden  Formen  bez.  vom  n****  u 
Grade,  ri^m,  und  A  ihre  Resultante.    Bezeichnet  man  di 
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Em>R  die  Eveotante  von  R  (vgl.  Salmon:  Introduction  L.  XII), 
and  mit  q  eine  simultane  Covariante  von  /*,  und  /*,,  deren  Grad 
fü  nicht  grösser  als  n  ist  nnd  welche  die  gemeinsamen  Factoren 
Yon  f^  und  /*,   ebenfalls  besitzt,  so  ist  die  l^ebereinanderschic- 
buDg  (£t?Ä,  gy  eine  durch  R  theilbare  Covariante.  Hieraus  folgen 
n  —  fi  +  l   partielle  Differentialgleichungen  fttr  R.    Für  gewisse 
Coyarianten  g  ist  es  möglich,  EKfferentialgleichungen  abzuleiten, 
mit  deren  Hülfe  R  als  ganze  Function  des  Systems  der  simulta- 
nen Invarianten  von  f^  und  /*,  ausgedrückt  wird.    Geht  /*,  in  die 
Ableitung  von  f^  über,  so  erhält  man  gleiche  Resultate  für  die 
Diicriminante  von  f^.  No. 
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Elimination  und  Substitution, 

Determinanten,  Invarianten,  Covarianten, 

symmetrische  Functionen. 

RosANKS  UND  Pasch.     üebcr  eine  algebraische  Aufgabe, 
welche    einer    Gattung    geometrischer    Probleme    zu 

Grunde   liegt.      Borchardt  J.  LXX.  169-175.   1869. 

Die   geometrischen  Probleme  gehören   zu  der  sogenannten 
iSeUiessungsaufgabe;'^  die  algebraische  Aufgabe  ist   folgende. 

Gitei 

f(/.o=<';+2Wo',ao+o+<'o+o'+2Äo'.+2eao+o+r=o. 

I)uroh  diese  Gleichung  bestimmt  man  i^  aus  f„,  dann  durch 
f{tj^)  =  0  weiter  I,  (verschieden  von  <^,)  aus  /,,  u.  s.  w.  <,,  /^,  ...  1«. 
Gb  soll  nun  diese  Eeihe  derart  geschlossen  sein,  dass  C+i  =  h. 
Man  findet,  dass  eine  Bedingung  dazu  ausreicht  q^  =  0.  Da 
f  Ton  Iq  unabhängig  ist,  so  ist  die  Reihe  entweder  bei  beliebigem 
Werihe  t^  oder  überhaupt  nicht  geschlossen.  Man  hat  für  gerade 
« die  Gleichungen 

vnd  für  ungerade  n  die  folgenden 


) 
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9«-i?«+»+^?«-i?»+i=<y9'J;?i.-«9J+i+?«+?gJ-i=9«(9J+2^g,,_if»4.i); 

a  b  d  -,,.., 


hierbei  ist  il  =  4 


6  c  6 
de/" 

9o  =0»  9.  =  ?i  =  1»  ?.  =  <f'  No. 


F.   Brioschi.     Des    substitutions    de    la   forme   0(r)^ 
«(r""^+or^)   pour    un   nombre   premier    de    lettres. 

Gott.  Nachr.  1S69.    Clebsch  Aqq.  IL  467-470.    1870. 

11— 1 
Bildet  man  0'"  =  e'"[L„,r''f"-^+aM^rM-'"l  wobei  ^  =  ""^' 

und  setzt  M^  =  0,  L^  =  i",  so  ist  ö(ö)  =  r  und  ö^  =  rf.  Sub- 
stitutionen von  der  Form  0  können  nur  dann  conjugirte  Substi- 
tutionen sein,  wenn  n  =  1  oder  n  =  1 1  ist.  Im  ersteren  Falle  hat 
man  ein  System  von  4.  6.  7  Substitutionen,  und  die  für  dieses 
System  unveränderlichen  Functionen  können  nur  30  Werthe  an- 
nehmen; für  it=ll  erhält  man  ein  System  von  6.  10.  11  con- 
jugirten  Substitutionen,  und  eine  Function  von  11  Buchstaben,  die 
ilElr  dieses  System  unveränderlich  bleibt^  kann  also  nur  60480  Werthe 
haben.  No. 

A.  Oayley.     On  a  Problem  of  Elimination.     Quart.  J.  XL 

99-102.    1870. 

Soll  in  dem  Bttschel  von  Curven  ***'  Ordnung 

(a)  XP+iAQ=^0 
eine  vorhanden  sein,  welche  durch  zwei  Durchschnittspunkte  der 
Curven  U  =  0,  V=  0  hindurchgeht,  so  muss  offenbar  die  Discri- 
minante  der  Resultante  (^P+f^O?  U,  F)  genommen  nach  A,  fi 
verschwinden.  Dieselbe  ist  eine  Combinante  der  Formen  P,  Q 
(d.  h.  ändert  sich  nicht,  wenn  P,  Q  durch  lineare  Functionen  der- 
selben ersetzt  werden)  und  zerfällt  in  zwei  Factoren,  deren  einer 
=  0  gesetzt  die  Bedingung  ausdrtlckt,  dass  die  Curven  (7  ==  0^ 
F=  0  sich  bertlhren.  Hr.  Cayley  ist  der  Ansicht,  dass  der  an- 
dere Factor  ein  Quadrat  i2'  sei,  so  dass  Si  in  Beziehung  auf  die 
Coefificienten  von  U,  V  bez.  von  den  Graden 

in(ii--l)*(2m-l)  +  i(*-l)n(ii  +  2iii--3), 
i  m (m- 1)  *(2w~- 1)  +  i(*- 1) jfi (m  +  2«— 3), 
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10  Beziehung  auf  die  aus  den  CoefBcieuten  von  P,  Q  gebildeten 
zweigliedrigen  Determinanten  vom  Grade  \  mn(mit— 1)  sein  müsste. 
i2  =  0  ist  dann  die  genaue  Bedingung  dafür,  dass  auf  einer 
Cnnre  des  Btlsehels  (a)  zwei  Durchschnittspunkte  (/^  =  0,  K  ==  0 
liegen.  Für  i  =  1  erhält  man  hieraus  die  Bedingung  dafür,  dass 
der  Punkt  P  =  0 ,  Q  =  0  mit  zweien  dieser^Durchschnittspunkte 
in  gerader  Linie  liege.  St. 

A.  Catlet.    Note  on  the  Discriminant  of  a  biiiary  Quar- 

tic.      Quart  J.  X.  23.    1869. 


Die  Discriminante  tf*  von  (a,  6,  c,  d . . .)  (/,  1)"  ist  wie  be- 
kamt von  der  Form  Ma-^-tiV^.  Wenn  jedoch  6  =  0,  so  hat 
Bia  oClfa+JVO,  wenn  6=0,  c  =  0,  a' (Jlf a  +  ATd*)  u.  s.  w. 
bb  Bür  die  beiden  letzten  Coefßcienten  nicht  =  0  gesetzt  sind. 

He. 


^^1  S.  Roberts.     On  the  Degree  of  the  Discriminant  with 
^1     respect  to  a  Parameter  in  certain  cases.      Quart.  J.  x. 

*l      «4-210.     1869. 

o.    i 

Der  Verfasser   bestimmt  den  Grad  der  Discriminante  der 

Xl|  '^'»n»  r+*K  für  den  Fall,  dass  V  oder  K,  oder  beide,  in  Fao- 

^  aufbrechen.    V  und  V  bedeuten  hier  homogene  Functionen 

^  2,  3  oder  4  Veränderlichen  und  vom  Grade  n. 

Brechen  V  und  V  auf  in  den  Formen 

Bod  smd  A^B^  C. . .  die  Ordnungen  von  (f^tp^x-")  ^i>  ^i>  ^i>  •  •  • 
i,  j  ücTon  ^p.,  V'i,  Xij'-^  wo 
p  (1  SaA  =  £a!A^  =  n, 

deff  ^  iuU  man  fttr  zwei  Veränderliche  den  Grad  der  Discriminante 

= -Sil +  2:4,-2, 
/.  I  ftr  drei  Veränderliche 
*l       ^{SA-\'2A,'--2y-(2A-\'){2A,-'\)SAB-2:A,B^. 
ie  I  Binbei  sind  die  vielfachen  Wurzeln  A  =  0  und  k  =  00  ausge- 

Die  Formeln  für  4  Veränderliche  werden  complicirter.    Zum 
^loss  werden  einige  Erweiterungen  angedeutet,  die  sich  theils 


:  de 
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auf  eine  grossere  Anzahl  von  Veränderlichen,  tbeils  auf  die 

beziehen.  B 

G.  Bauer.     Von   der  Zerlegung  der  Discriiiiinant( 
kubischen    Gleichung,    welche    die    Hauptaxen 
Fläche  2"*'  Ordnung  bestimmt,  in  eine  Summe  von 

draten.      Borchardt  J.  LXXI.  40-45.     1870. 

Die  Zerlegungen  dieser  Discriminante ,  welche  von  Ei 
(Crelle  J.  XXX.  p.  46.)  und  von  Borchardt  (Liouville  J 
p.  66)  angegeben  worden  sind,  werden  direct  aus  der  De 
nanten-Form  derselben  abgeleitet  —  Auch  ist  gezeigt,  in  ^ 
Art  die  einzelnen  Quadrate  dieser  Umformungen  fttr  eine  Bofa 
Fläche  verschwinden.  S 

IIenrici.  On  certain  formulae  concerning  the  tl 
of  discriminants ;  with  applications  to  discrimi 
of  discriminants,   and  to  the  theory  of  polar  ci 

Proc.  Lond.  M.  S.  II.  104-116.     1869. 

Wir  bezeichnen   /*(y)  =  amy'"  +  a«,_iy'"-*  4 h«»» 

S  sei  die  Discriminante  von  f\  die  a  sind  Functionen  i 
Ferner  sei 

Wenn  x=^i,  eine  Wurzel  von  £"=0,  und  y  =  j?  die  ei 
chende  Doppel wurzel  von  f(t/)  =  0  ist,  gilt  die  Formel 

Man  kann  -(~  stets  von  0  verschieden  annehmen.    Verse 
oak 

det  also  JT  von  höhcrem,  als  dem  ersten  Grade,  so  ist  ent 
r*  =  0  oder  ^^=0.    Sei  1)Ä  =  0,  ^^  nicht=0. 

schwindet  S  von  der  Ordnung  fc  fllr  o;  ==  $,  so  hat  f  /i 
Doppelwurzeln   17^,  fit"-  ^^t   wobei  das  Zusammenfallei 
2  Paaren  Doppelwurzeln  i^j,  f)^  eine  dreifache  Wurzel  «i 
Hierfür  hat  man  die  Formel 
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V  6o<,       öa„     •V-'*-  -•'•«•••      d^     "'      ö|    • 
l  2)  -^^  =  0,  ^*  nicht  =  0,  so  erhält  man  ähnliche  Resultate 

Bildet  man  die  Discriminante  D  von  S,  so  tritt  diese 
ater   der   Form   auf  D  =^  JB^.  C\   wobei   (yorausgesetzt  dasB 

»  =  ai*^a:"H l-ftC*))  JB  =  0  vonderOrdnung4ii(m— 2)(ot— 3) 

a  den  cr<*^  ist  nnd  die  Bedingung  anzeigt,  dass  fCtf)  für  einen 
leifimmten  Werth  von  a?  2  Doppelwurzeln  hat;  wobei  C  =  0  von 
krOrdnnng  6n(m— 2)  die  Bedingung  ftlr  eine  dreifache  Wurzel ; 
]od^  =  0  von  der  Ordnung  6wn  — 4(m  +  »)  +  4  die  Bedingung 
8t,  dass  für  eine  Doppelwurzel  i?  von  f(y)  der  Differenzialco^F- 

ident    -^?^  verschwindet.     Der  Satz  bleibt  auch  dann  beste- 

lea,  wenn  f  eine  Function  mehrerer  Veränderlichen  ist. 

Ist  für  homogene  Coordinaten  e  =  üajtXftX^  a^a?J,ft  +  i  +  ^  =  r 
^ben,  und  die  a  sind  Functionen  m**' Ordnung  von  y,,  y,,  y„ 
0  möge  der  Punkt  y^  y,  y,  in  erweiterter  Bedeutung  der  Pol  der 
nisprechenden  Curve  f>  heissen.  Die  Pole  (y)  der  Curven  v  mit 
Doppelpunkten  bilden  eine  Curve  J  (Discriminante  von  e)  der 
)rdimng  3m(r--l)*.  Der  Ort  der  Doppelpunkte  von  v  ist  eine 
Jone  k  der  3i»'(r—  1)»^~  Ordnung.  Die  Pole  (y),  für  welche  r 
'Doppelpunkte  oder  eine  Spitze  hat,  sind  Doppelpunkte  bez. 
piteen  von  J.  Es  ist  J  von  der  Classe  3m(r— l)(2iiir— iw— r +  1). 

Betrachtet  man  nun  eine  Curve  u  von  der  Ordnung  n  =  m  -f  r, 
tt  bilden  die  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  Polfer curven  aller  Punkte 
BT  Ebene  Systeme  von  Curven  c.  Die  Curve  /f  für  die  m**" 
olareurven  ist  gleich  der  Curve  k  für  die  («— m— 1)**"  Polar- 
irren  und  umgekehrt.  Steiner  nennt  diese  Curven,  ^conjugirte 
wncurven."  Sie  mögen  s^^^  bezeichent  werden,  wo  X  den  Grad 
er  Polarcurven  angiebt,  ftlr  die  «(*>  die  Curve  J  ist.  S^"*^  und 
^•"■•^*>  entsprechen  sich  also  punktweise.  Die  Tangenten  von 
*■>  sind  die  Linearpolaren  der  Punkte  von  SfC*-»"-»)  in  Bezug 
rf  die  (m— 1)**"  Polaren  der  entsprechenden  Punkte  von  S('"^ 
Äe  (n— m)»*"  Polaren  der  Punkte  von  S(*-'"-'>  berühren  S^'"^  in 
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den  entoprechenden  Punkten.  Die  (m+ty^  Polaren  der  Punkte 
von  S^*")  berühren  S<— "— *>.  No. 

J.  CocKLK.     Third  Chapter   on   Coresolvents.    Qa»rtJ.X. 

35-52  (FortsetzuDg  v.  VL  229).    1869. 

Erläuterungen  und  Zusätze  zu  einer  Reihe  von  Aufsätzen 
des  Verfassers,  welche  theils  im  Cambridge  and  Dublin  J.  (V. 
Vl-Vni)  theils  im  Quart.  J.  V.  VI.  veröffentlicht  sind.  Dieselben 
beziehen  sich  auf  folgende  Probleme: 

1)  ^Integralization'^  einer  gegebenen  rationalen  Function  von 
einer  algebraischen  Function  x  nter  .Ordnung  d.  b.  die  Darstdr 
lung  derselben  als  ganze  Function  (ti— i)*"^"  Grades  von  m  mt 
Coefficienten,  welche  aus  den  Coefßcienten  der  Gleichung  f(«,  «)=< 
rational  zusammengesetzt  sind.    Jnsbesondere  werden  die  Diffie 

rentialquotienten -T-,  -r-,  etc.  in  dieser  Form  gegeben. 

2)  Die  Ermittelung  von  Werthsystemen ,  welche  ein  unbe- 
bestimmtes  Gleichongs  -  System  erftllen  (multilinear  solotios). 
Ausser  einigen  Bemerkungen  über  die  Auflösung  von  solcliei 
cubischen  Gleichungen  ist  folgender  Satz  tlber  ein  System  tob 
n  homogenen  quadratischen  Gleichungen  angefahrt:  Wenn  die 

Zahl  der  darin  auftretenden  Unbekannten  nicht  unter  E  ( — ^) 

herabsinkt,  —  dieses  Symbol  bezeichnet  die  grösste  in  — ^ 

enthaltene  ganze  Zahl  —  so  kann  ein  den  gegebenen  Gleichusfea 
genügendes  Werthsystem  durch  Auflösung  von  nur  quadratischeii 
und  biquadratischen  Gleichungen  gefunden  werden.  —  Den  Be- 
weis dieses  Satzes  hat  Hr.  Gockle  in  Cambr.  D.  J.  VIII.  p.  55 
gegeben. 

3)  Bildung  von  Differential  -  Gleichungen  ftlr  *  eine  gegebeac 
algebraische  Function  «  von  zwei  unabhängigen  VeränderlidMi 
Xj  y,  welche  vom  Verfasser  als  y,partial  differential  resolveoti' 
bezeichnet  werden.  ,,Coresolvents^  heissen  jede  solche  Difforeo 
tialgleichung  und  die  Gleichung  /(»,  x,  y)  =  0,  zusamm«!  wdgt 
fasst.  —  Solche  Differentialgleichungen  ergeben .  sich  aber  nad 
dem  unter  1)  auseinandergesetzten  Principe;  St. 
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S.  Roberts.    Note  on  a  binary  evectant  form.    Quart.  J. 

XL  42-47.  1870. 

Erweiterung  eiDiger  Sätze  der  Invariantentheorie.        ^^ 
C.  Neümann.     Zur  Theorie  der  Functionaldeterminanten, 

Clebsch  Ann.  I.  208-209.   1869. 

«p  «,,  «g  Bind  gegebene  Functionen  von  x^,  x^,  «,;  femer 

.  _  «  ,  dx,  ÖJJ,  dx^ . 

Feine  unbestimmte  Function  dera:,  F  eine  gegebene  Func- 
fion  von  x,,x,,x,;  F,  ^i  -^^  ^i  danni8t(JacobiII.p.40) 

dV        dxi^l"     ioV  du, 

wo  d  bez.  D  sich  auf  die  partielle  Differentiation  nach  den 

dV  8V  ^  dV 

«,  F,  •^,  bez.  den  ii,  F,  ^  bezieht     Setzt  man   F=  £ci  ^, 

10  ergiebt  sich 

^^'         No. 

A.  Clebsch.     Note  zu  dem  Aufsatze :  ,,Ueber  eine  Eigen- 
schaft   von    Functional- Determinanten.**     (Borchardt   J. 

LXIX.  p.  355)  —  Borchardt  J.  LXX.  175-181.    1869. 

Vergleiche  „Fortsch.  d.  M.*^  I.  p.  45.  Der  dort  erwähnte  ge- 
mriasame  Faktor  der  Funktional-Determinanten  wird  hier  —  nach 
oer  Mittheilung  von  Hm.  Oordan  —  in  entwickelter  Form  dar- 
prtellt  Die  Aufstellung  desselben  erfolgt  unter  der  Voraus- 
Nlnng  dass  die  ursprOngliehen  Funktionen  von  zweiter  Ordnung 
säen;  man  hat,  um  das  allgemeine  Resultat  zu  erhalten,  die 
CoefiBdenten  dieser  Functionen  zweiter  Ordnung  durch  die  'par- 
tiellen zweiten  Differentialquotienten  der  allgemeinen  Funktionen 
XU  ersetzen.  '  St 
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R.  Bai/izer.   Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten. 

3.  verb.  Auflage.    Leipzig.  Hirzel.    1870. 

Von  den  Yerbesserungen  dieser  neuen  Auflage  sind  beson- 
ders folgende  hervorzuheben.  §  5  (Producte  von  Determinanten) 
cnthftlt  ein  Lemma  von  Hm.  Kronecker,  welches  ftir  die  allge- 
meine Theorie  der  linearen  Gleichungen  von  Wichtigkeit  ist,  und 
eine  Originalmittheilung  des  Hrn.  Weierstrass  über  successive  lineare 
Substitutionen.  —  Der  Abschnitt  Qber  Funktional -Determinanten 
(§  12)  hat  eine  wesentliche  Umgestaltung  erfahren.  Der  Fun- 
damental-Satz:  ^Wenn  die  Determinante  von  n  Funktionen  von 
n  Veränderlichen  verschwindet^  so  sind  dieselben  nicht  von 
einander  unabhängig' '  ist  nach  der  erweiterten  und  genaueren 
Fassung  des  Hrn.  Eroneker  gegeben.  Man  findet  hier  femer  die 
Ausdrücke,  die  Gauss  als  Krümmungsmaasse  der  Flächen  aufge- 
stellt hat,  entwickelt.  —  §.13  (Homogene  Functionen)  ist  be- 
reichert durch  Sätze  über  quadratische  Formen,  die  von  Hm.  Ero-  | 
necker  Berl.  Monatsber.  1868  (Fortschr.  I.  57)  mitgetheilt  worden  | 
sind.  —  §  1 6  (Producte  von  Strecken  etc.)  liegt  ebenfalls  vielftd 
umgearbeitet  vor.  Namentlich  sind  einige  Fundamental-Formeln  der 
analytischen  Geometrie  auf  (algebraische)  Identitäten  znrttckgefllhrt 
—  §  17  (polygonometrische  Relationen)  bringt  zum  Schlüsse  einen 
von  Hra.  Borchardt  selbst  verfassten  Auszug  einer  Abhandlang 
über  die  Aufgabe  vom  grössten  Tetraeder  bei  gegebenen  Inhal- 
ten der  Seitenflächen.    (Berl.  Abb.  1865,  1866).  St. 

L.  Kronecker.  Bemerkungen  zur  Determinanten-Theorie« 

Borchardt  J.  LXXH.  152-175.     1870. 

Diese  Bemerkungen  zerfallen  in  4  Abschnitte,  deren  erster 
ein  so  eben  erwähntes  Lemma  behandelt.  Im  zweiten  wird  der 
Fundamental-Satz  über  Functional-Determinanten,  dessen  formale 
Erweiterung  bereits  oben  berührt  worden  ist,  in  einer  Form  ent- 
wickelt, die  vollständige  Einsicht  gewährt  in  die  Natur  des  Zu- 
sammenhanges, der  zwischen  n  Functionen  von  n  VeränderlielMn 
im  Falle  des  Verschwindens  ihrer  Determinanten  besteht  Der- 
selbe lässt  sich  dadurch  völlig  characterisireny  dass  er  unver- 
ändert bestehen  bleibt,  wenn  zwischen  den  Veränder- 
lichen eine  beliebige  Gleichung  festgesetzt  wird. 
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Der  Abschnitt  HI  enthält  geometrische  Anwendungen.    Wenn 
die  4  Eckpunkte  eines  Tetraeders  mit  1,  2,  3,  4,  die  gegenüber- 
liegenden Seitenflächen  resp.  mit  I,  II,  III,  IV  bezeichnet  werden 
-  wenn  fenier  (IV),  (2V),  (3V),  (4V)  die  kürzesten  Abstände 
irgend  einer  Ebene  V  von  den  Tetraederecken,  und  (15),  (II5), 
(1115)  (IV  5)  die  kürzesten  Abstände  irgend  eines  Punktes  5  von 
den  Tetraeder-Flächen  bedeuten,  so  lässt  sich  durch  die  Bemer- 
ktmg,  dass  der  kürzeste  Abstand  des  Punktes  5  von  der  Ebene 
^  Y  eine  Uneare   homogene   Function   der    tetraedrischen  Punkt- 

•  Cooidinaten  Wr^V'-Wm^  ^^^^  muss,  die  Relation  ableiten: 
\  Cli)      CIV4) 

(a)      (V5)=  2|  (Vl)  +  ...  +  g^  (V4). 

Werden  die   Verhältnisse  ttt^'-'X^t  A   *^8  Ebenen -Coor- 

CllJ      C1V4J 

Sdinaten  definirt,  so  folgen  aus  (a)  sowohl  die  Gleichung  der 
Eb€ne  (V)  in  Punkt- , . . .  als  die  des  Punktes  5  in  Ebenen- 
Coordinaten ;  femer  die  lineare  nicht  homogene  Relation  zwischen 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  und  die  quadratische 
lieht  homogene  Relation  zwischen  den  Coordinaten  einer  belie- 
Kgen  Ebene.  —  Die  Gleichung  (a)  führt  in  eleganter  Weise 
nun  Ausdrucke  des  Tetraeder- Volums  sowohl  durch  die  Coordinaten 
aäner  Eckpuncte,  als  durch  die  seiner  Seiteuflächen.  —  Die  im 
Vontehenden  erwähnten  Gleichungen:  (a)  und  die  daraus  fol- 
genden lassen  sich  als  Determinanten -Formel  auffassen  und  als 
solche  verallgemeinern.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  ftir  eine 
Mache  Mannigfaltigkeit  die  diesen  Gleichungen  entsprechenden 
Formeln. 

IV.  ^Sowohl  die  Sätze  über  Producte  von  Dreiecks-Flächen 
ond  Tetraeder -Volumen,  als  die  polygonometrischen  Relationen, 
die  in  den  §  16  und  17  Jhres  (d.  i.  des  vorstehenden)  Lehr- 
boekee  aufgestellt  sind,  lassen  sich  grösstentheils  aus  gemein- 
tdwfUieher  Quelle  systematisch  herleiten,  wenn  man  zuvörderst 
allgemeine  Determinanten  nter  Ordnung  behandelt  und  erst  nach- 
Wr  zu  denjenigen  speciellen  Determinanten  übergeht,  welche  die 
nUie  des  Dreiecks  und  das  Volum  des  Tetraeders  ausdrücken.^' 

St. 

FifMr.  4.  Itotlu  D.  1.  Q 
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V.  Zelewski.     Ein   Beitrag    zur   Theorie  der  Deter 

nanten.      Breslau.     Storch.    1870. 

Eine  ziemlich  weitschweifige  Darstellung  der  bekannten  1 
damental-Sätze  dieser  Theorie  bis  zum  Multiplications-Thec 
exclusive.  St. 

J.  Verslüys.      Application    nouvelle    des    d^termini 
k  Talg^bre   et  ä  la  g^om^trie.     Gninert  Arch.  L.  167 

210-213.   1869;  LI.  49-72.    1870. 

Es  wird  zunächst  eine  Discussion  der  Gleichung  zwc 
Grades  in  den  üblichen  homogenen  Punktcoordinaten  (soi 
für  die  Ebene  als  den  Raum)  und  den  homogenen  Liniencoc 
naten  (für  die  Ebene)  gegeben.  Die  verschiedenen  Arten 
Cunren,  resp.  Flächen,  welche  durch  solche  Gleichungen 
gestellt  werden,  sind  vollständig  aufgeführt  und  die  bekan 
analytischen  Kriterien  für  jede  derselben  genau  und  auf  eleg 
Weise  entwickelt.  —  Hierauf  folgt  eine  Untersuchung  der  eb< 
Schnitte  der  Flächen  2"'  Ordnung,  welche  flir  jede  Art  beson 
gefuhrt  wird.  Dies  ist  nicht  gerade  nothwendig,  vielmehr  1 
man  durch  gehörige  Berücksichtigung  einer  Bemerkung,  die 
Verfasser  zwar  angeführt  (a.  a.  0.  p.  16S),  aber  nicht  bei 
wird,  in  ganz  einfacher  Weise  von  den  Invarianten  einer  tem 
quadratischen  Form  zu  den  simultanen  Invarianten  von  zwei  qw 
nären  Formen,  einer  quadratischen  und  einer  linearen,  gelanget 
Am  Schlüsse  werden  einige  bekannte  Sätze  über  Flächen  zweiter, 
ebene  Gurven  dritter  Ordnung  recht  einfach  abgeleitet.        E 


ÜNTERHUBER.     Einleitung  in    die   Theorie  der  Deter 

nanten.      Pr.  Leoben.    1870. 

Der  Zweck  der  Arbeit  ist:  „einen  Schüler  der  4.  Klasse i 
ohne  Nutzen  mit  diesen  ihm  unentgeltlich  verabreichten  Zc 
während  der  Ferien  zu  beschäftigen.^  No. 

Ph.  Gilbert..    Sur  une  propri^t^  des  d^terminants  fo 
tionels    et     son     application    en    d^veloppement 
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fonctioDS   implicites.    Rapport  de  Steichen.     Bull,  de  Belg.  (3) 
XXVIIL  528-529.   1869. 

Die  Akademie  begchloss  den  Druck  der  Arbeit,  so  dass  wir 
auf  den  sehr  gedrängten  Bericht  nicht  einzugehen  brauchen. 

No. 

Y.  EuGENio.     Considerazioni  iiitorno   a  taJuni  determi- 

I        nanti     particolari.      Battaglini  G.  VIII.  285-290.    1870. 

I.  n.  Bezeichnet  Sm  die  Summe  der  m*^"  Potenzen  der  Wur- 
leln  einer  Gleichung  n***"  Grades 

r    N  hat  man  f&r  die  folgenden  Werthe  der  Coeffieienten 

^'^      a-^b     '  ^'-^  1.2. ..r  ' 

1 

Ar  =^,  (r  =  0,  I...n), 

Baeh  den  Newton'schen  Formeln  beziehentlich 

*m  =  —  (a'"+ 6*"),     Sm  =  — c,     Sn,  =  0. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  geht  m  von  1,  2  bis  it,  im  dritten 
foo  2,  3  bis  lt.  Aus  den  letzteren  Formeln  werden  tlber  die  Rea- 
Btit  der  Wurzeln  der  bezüglichen  Gleichungen  Schlüsse  gezogen, 
0»  kaum  berechtigt  sein  durften. 

ni.  Eine  völlig  selbstverständliche  Bemerkung  über  Systeme 
Yoa  linearen  Gleichungen.  St. 

fl.  6.   t)AY,       Theorem   in    Algebra.     Meaeenger  V.  13-14.  1869. 

Gegeben  «i  +  i«?t  +  ^s  H h^-  =  'S, 

e«  wird  verlangt,  das  Product 

x,  x^x^  **'Xft  =  X 
dnrdi  die  S^S^'-Sn  auszudrücken.    Das  Resultat  ist 


a,  a,  A,  •  •  •  ttr 

innudehnen  tlber  alle  Werthe  von  a,  fUr  welche 

JS(ra^  =  n. 

6* 
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Dieser  Aasdruck  =  o  gesetzt,  giebt  die  Besnltante  des  Systeou 

a?:  +  a?J  +  ---  +  a?;_j  =  S„ 
welches  aus  dem  obigen  entsteht,  wenn  man  jTi,  =  0  setzt.     He. 

A.  Cayley.    A  „Smith's  Prize"  paper  1869.    Question  4, 

Messenger  Y.  44-45.    1869. 

Wenn  X:  Y:  Z  =  fiV-  V'C:^-  Ct-'iff  -  &Vf 

wo         r  +  i7'  +  r=o,  r+i/*  +  r=o, 

so  wird  bewiesen ,  dass  ||'  *  VV'  -  W  -  vlü  +  Vf  •  £?  +  ?l  ••  5*5 
+  |'iy  =  y»  +Z' :  Z*+  r  :  r  +  y  :—2YZ :  —2ZX:  —2XT  ua^ 
dass  die  Grössen  der  linken  Seite  dieser  Gleichungen  also  proportio 
nal  den  „quadric"  Functionen  von  X,  F,  Z  sind.         Glr,  (0.) 

Mktzlkr.     Die  symmetrische  Function 

DarmsUdt  1870. 

E.  Hess.  Ueber  die  Darstellung  der  einförmigen  sym- 
metrischen Functionen  der  Simultanwurzeln  zweier  al- 
gebraischen Gleichungen.     Schlomilch  Z.  XV.  326.  1870. 

Sind  x^,y^,-'Xtvfyw  die  Simultanwnrzehi  der  Gleidinngen 

if(x,y)  =  0,  ip(^x,y)  =  0,  so  werden  die  AnsdrQcke  ^^  ^  ^ 

als  Summen  von  Producten  gewisser  Determinanten  dargestellt, 
deren  Elemente  aus  den  Goefficienten  der  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen gebildet  sind;  oder  auch  recurrirend  als  Summen  von 
Producten  solcher  Determinanten  in  gleiche  symmetrische  FuB^ 
tionen  niederer  Ordnung.  No. 


Dritter  Abschnitt 
Zahlentheorie. 

Capitel  L 

Allgemeines.     (Primzahlen,  Complexe  Zahlen, 
Congruenzen ,  Kreistheilung.) 

6.  Cantor.    Ueber  die  einfachen  Zahlensysteme.     Schlö- 

milch  Z.  XJV.  121-128.    1869. 

Sind  2  Systeme  ganzer  Zahlen  gegeben  a,  b,  c,..  und  a,  b,  c,.., 
und  kann  man  jede  ganze  Zahl  n  auf  eine  und  auch  nur  auf  eine 

Art  in  der  Form  aa  +  ßb-{-yc  +  "  =n(a:^li,  ß^b,..^  darstel- 
len, 80  heisst  dies  System  ein  „einfaches  Zahlensystem.^  Für 
rin  solches  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  jede  der 
Zahlen  a,  b,  c,..  in  der  folgenden  ohne  Rest  aufgeht  und  höchstens 
80  oft  Torkommen  kann,  als  der  um  1  verminderte  Quo- 
tient beträgt,  also  a, 1  mal;  b,  -r — 1  mal  u.  s.  w.   Führt  man 

a  o 

iH)eh  die  Brüche  ^^  ttj»  Ka^wT >••  ®^^  ^^^  ^^^^  entsprechend  in 

den  Anzahlen  6—  1 ,  6'—  1,..,  so  ist  auch  jeder  Bruch  auf  eine 

ti  i.      i. 

ond  nur   eine  Weise   in   der  Form  -  =  -4.  =  v- + tt-.  , . .  dar- 

q        °      6  '  66" 

^Ilbar.    Ist  das  System  der  6  so  beschaffen,  dass  jedes  belie- 

1^  q  Theiler  eines  der  Nenner  und  also  auch  jedes  folgenden 

^d,  so  sind  bei  rationalen  Grössen  die  l  entweder  0,  oder  sie 

^^n  die  höchsten  ihnen  zustehenden  Werthe.    Umgekehrt:   Ist 

jede  Zahl  in  einem  Nenner  als  Theiler  enthalten,  so  ist  die  obige 

Bedingung  för  die  Rationalität  von  -^o  =  t  +  tt  » •  •  nothwendig. 
AnweiMlvng  auf  e.    Ist  die  Reihe  der  6  von  6^0  an  periodisch, 
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so  ist  die  Periodicitftt  der  l  notbwendige  und  hiDreichende  Be- 
dingung für  die  Rationalität  der  dargestellten  Grösse.         Ho. 

G.  Cantor.     Zwei   Sätze   über  eine   gewisse   Zerlegung 
der  Zahlen  in  unendliche  Producte.     Schlömilch  z.  XIV. 

152-158.    1869. 

Die  Sätze  lauten: 

1.  Man  kann  eine  jede  Zahlengrösse  A>1  auf  eine  und 

nur   eine   Weise   darstellen   als   Product  ^  =  (^1+^  (*"l"r> 
(i  +  -)",  wo  a,  bj  c,..  ganze  Zahlen  sind,  so  beschaffen,  dasf 

b^a\  c^6',.. 

2.  Ist  Ä  eine  rationale  Zahl  — ,   so  hat  die  unter  I.  nach 
gewiesene  Entwickelung  von  A  nothwendig  die  specielle  Form 

-*=0+;>('+t)('+i)0+f)-('  +  ;^)-- 

Aus  2.  folgt  z.  B.,  dass  (l  +-^)  (l  +^^7)  0  +^1)- 
irrational  ist  No. 

C.  Sardi.     Teoremi    di   aritmetica.     Battagi.  G.  vn.  24-27. 

1869. 

Zwei  Sätze  bezüglich  der  Verwandlung  von  Brttcben  -  ini 

P 
Decimalbrüche ,  wenn  p  eine  Primzahl  ist.  No. 

T.  N.  Thiele.     Lösning  af  Opgave  225.    Tyohsen  Tidsskr. 

(2)  V.  4.    1869. 

Lösung  folgender  Frage:  Wie  viel  Zahlen  giebt  es,  dereo 
Quersumme  kleiner  ist  als  die  Basis  des  Zahlensystems? 

Hn.  (Wn.) 

A.    SteEN.      Losning    af    Opgave    45.      Tychsen.  Tidsskr.  (ß 
V.  12.    1869. 

Lösung  folgenden  Problems :   Die  Primzahlen  x  zu  findea 
die  der  Gleichung 

(x  —  aY—  (x  —  a)  =:  Ä 

gentigen,  wenn  a  und  Ä  positive  ganze  Zahlen  sind? 

Hn.  (Wb.) 
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Meissel,      Ueber   die  Bestimmung    der    Primzahlmenge 
innerhalb  gegebener  Grenzen.  Ciebsch  Ann.  IL  636-642.  1870. 

Es  sei,  wenn  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen,  pi  die 
i'' Primzahl  bedeuten,  <I>  (m,  n)  =  m  (l~)(l— -)-Yl— -); 
ist  femer  q>  (m)  die  Menge  der  Primzahlen  ^  m;  dann  werden 
die  Gleichungen  abgeleitet  fp^Cm)  =  (P  (m,  n)-\-n{fji-\-l)  +  fA  ^ 

-l-lyT-^)  und   0  (m,n)  =  g  (p.-l)(p,-l)- (p»-l) 

+  0  (ir,  n),  wenn  in  =  ^.p, ..p„-f  r.    Mit  Hülfe  einer  Tafel  für 
4>  (r,  n)  kann  also  (f  (m)  leicht  berechnet  werden. 

Die  Resultate  der  vom  Verf.  begonnenen  Berechnungen  der 
Primzahlen  weisen  in  Gauss  II.  S.  436 — 437  neunzehn  Fehler 
nach;  die  Burckhardt'schen  Tafeln  sind  in  der  ersten  Million 
hinsichtlich  der  vorhandenen  Primzahlen  richtig.  No. 

V.  ScHEMMEL.     Ueber    relative  Primzahlen.     Borchardt  J. 

LXX.   191—192.    1869. 

Ist  m=:a''b^cy..y  dann  bezeichnet  (pn(rn)  =  a*'^^(a'-n)b^''^ 
ih-n)..  die  Anzahl  der  aus  äquidistanten  Gliedern  gebildeten 
Gruppen  zu  m  relativer  Primzahlen  <  m.  So  ist  z.  B.  y^  (9)  =  3, 
d.h.  es  giebt  3  Gruppen  1,  2;  4,  5;  7,  8.  —  1,  5;  4,  8;  7,  2.  — 
2,4;  5,  7;  8,  1.  —  <P,  0»)  ist  die  bekannte  Function  (f(m). 
Ueber  <jp»  (m)  werden  einige  Sätze  mitgetheilt,  deren  entsprechende 
ftlr  f^  (m)  =  (f  (m)  bekannt  sind.  No. 

GöTTiNG.    Ueber  die  Vertheilung  der  Reste  und  Nicht- 
reste  einer  Primzahl  von   der  Form  An  +  S  innerhalb 

des  Intervalles  1  bis  ^^.      Borchardt  J.  LXX.   363-364.  1869. 

Ist  p  =  8»  +  3,  so  sind  im  Intervalle  1  bis  ^  gleich  viele  Reste 

ttnd  Nichtreste  von  p  enthalten.    Ist  p  =  8» + 7 ,  so  sind  im  In- 

tenralle  ^  bis  ^  ebenso  von  ^  bis  -?,  ebenso  von  ^  bis  §  gleich 
4  2  2  4  o         ^ 
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viel  Reste  und  Nichtreste  enthalten;   die  Samme  der  von  1  b 
^  vorkommenden  Reste  ist  gleich  deijenigen  der  Nichtreste.   No. 

W.  B.  Davis.     Queries.     Meßsenger  v.  iw-166.  1870. 

2  Fragen,  die  einen  Beweis  fordern,  dass  gewisse  Zahle 
Primzahlen  sind.  61r.  (0.) 

W.  A.  Wh.      Queries.      Messenger  V.   164.   1870. 

4  Fragen  ttber  reine  Primzahlen  in  verschiedenem  Stofei 
gange  der  Bezeichnung.  Glr.  (0.) 

M.  A.  Stern,     üeber  einen  Satz  von  Gauss.     Gott.  Nach 

1869.   330-334. 

Stern  theilt  einen  in  den  nachgelassenen  Papieren  des  Bin 
Reiss  aufgefiindenen  Satz  von  Gauss  mit,  dessen  Beweis  er  nae! 
den  vorhandenen  Andeutungen  vervollständigt.  Der  Satz  lautet 
Es  bezeichne  a  eine  ganze  (pos.  oder  neg.)  Zahl  von  der  Fom 
4A4-1;  n  eine  beliebige  ganze  positive  ungerade  Zahl,  weleh« 
zu  a  relativ  prim  ist;  f  bezeichne  die  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5 

nf 

..  n— 2;  q  den  ganzen  Theil  des  Quotienten  — ;  dann  finden  sid 

n 

unter  allen  q  eben  so  viele  von  der  Form  4k-\-2  als  von  de 

Form  4* +3.  No. 

M.  A.  Stern.     Ueber    quadratische,  trigonale  und  bitri 

gonale   Reste.      Borchardt  J.  XXI.   137—163.   187Ö. 

Die  Arbeit  ist  in  gewissem  Sinne  eine  Fortsetzung  der  an 
dem  Jahre  1868  (Fortschr.  d.  M.  I.  p.  51).  Es  wird  besonders  ds 
gegenseitige  Verhalten  jener  drei  Arten  von  Resten  zu  einand< 
untersucht,  ebenso  die  Yertheilung  derselben  in  gewisse 
Intervallen.  Einige  der  Resultate  mögen  dies  näher  erklärei 
Je  nachdem  p  =  4it  -f- 1  oder  =  4n  4-  3 ,  ist  die  Summe  der  t 
trigonalen  Reste  kleiner  oder  grösser  als  die  Summe  der  qu: 
dratischen  Reste,  und  mithin  die  Summe  der  bitrigonalen  Nich 
reste  grösser  oder  kleiner  als  die  Summe  der  quadratische 
Nichtreste.  —  Die  Anzahl  der  bitrigonalen  Reste  und  Nichtre8> 
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zwischen  0  und  ^  ist  bezüglich  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl 

der  quadratischen  Beste  und  Nichtreste  zwischen  0  und  ~.  — 

4 

Eb  giebt  eben  so  viele  bitrigonale  Reste  zwischen  0  und  ^  als 

4 

zwischen  -j  und  ~,  und  dasselbe  gilt  von  den  bitrigonalen  Nicht- 
testen,  welche  kleiner  als  -^  sind.  No. 

BoüNiAKOwsKY.  Sur  les  congruences  binömes  exponen- 
tielles  ä  base  3  et  sur  plusieurs  nouveaux  th^orfemes 
relatifß  aux  r^sidus  et  aux  racines  primitives.     Bull,  de 

St  P^tersb.  XIV.  356-381.  1869. 

Auf  die  Behandlung  der  Aufgabe  il-S'^^fr  (mod.  P)  folgt  die 
:    Bestimmung  einiger  Werthe  T— \  wie  T— J  =  (— 1)    ^"^^,  ^— J 

=(—1)     ^  6  ^,   sowie   eine  Reihe   von  Sätzen,   deren  Charak- 
ter dem    der    hier    folgenden   durchaus    gleich  ist.     Sind  p  = 

24« -f  5  und  —r-  Primzahlen,  so  ist  3  eine  primitive  Wurzel 

"i 

^OBp.  —  Sind  p=12»-f-ll  ^ad  —^  Primzahlen,  so  ist  p— 3 

p  — 1 
öBe  primitive  Wurzel  von  p.  —  Sind  p  =  8a«  +  2«  —  1  und  ^-— 

Primzahlen  und  a'+l  durch  p  nicht  theilbar,  so  ist  a  eine  pri- 

nutive  Wurzel  von  p.  —  Sind  p  =  %an  +  a  —  2  und  ?— —  Prim- 

4 

uUen,  und  a'-f- 1  durch  p  nicht  theilbar,  so  ist  a  eine  primitive 
Wurzel  von  p.  No. 

BoüNiAKOWSKY.  Sur  quelques  formules,  qui  r^sultent 
de  la  combinaison  des  r^idus  quadratiques  et  non 
quadratiques  des  nombres  premiers.    Bull,  de  st  P^tereb. 

HO.  25-32.  1869. 

Ans  den  einfachsten  Sätzen  über  quadratische  Reste  und 
Nichtreste  werden  mancherlei  Formeln  hergeleitet,  wie  z.  B.  dass 
'k  1%  wo  die  Reste  1,  3,  4,  9,  10,  12,  die  Nichtreste  2,  5,  6, 
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7,  8,  11  sind,  die  Gleichungen  Btatthaben  2'+ 3'=  13;  8'+ 12' 
1  •  _|-  3»  +  4'  ^-  5«  4-  6*  +  1  r.  Allgemeine  Formeln  in  die 
Beziehung  werden  nicht  gegeben.  Dann  folgt  eine  Beibe  ^ 
Formeln,  die  sich  auf  die  Summirung  der  grössten  ganzen  Zahl 

irrationaler  Ausdrücke  beziehen,  z.  B.  JS  E  y^ip  =  ^ — ^ — ' 
"T"  No. 


W.  A.  Wh.      Book    Notices.      MesseDger  V.    176-181.   1870. 

Notizen  über :  „Notes  on  Roulettes  and  Glissettes  by.  W. 
Besant'\  einige  mathematische  Journale  und  Vol.  XII.  der  E( 
cational  Times  Reprint.  Der  Artikel  schliesst  mit  der  Aufgal 
^Den  wahren  Rest  zu  finden,  wenn  der  Divisor  eine  zu8amm< 
gesetzte  Zahl  ist  und  die  Division  durch  die  verschiedenen  Factoi 
nach  einander  erfolgt".  Glr.  (0.) 

Ladrasch.    Von  den  cubischen  Resten  und  Nichtrestc 

Pr.  Dortmund  1870. 

Die  einfachsten  Sätze  über  diesen  Gegenstand  nebst  I 
weisen  zusammengestellt.  No. 

F.  ÜNFERbiNGER.    üeber   die  Kriterien   der  Theilbark 

der  Zahlen.      Wien.    Her.  LIX.  465-466.  1869. 

Bekannte  Sätze  in  bekannter  Weise  abgeleitet.         No. 
P.  Tardy.     Sopra  alcuni  teoremi  aritmetici.    Brioachi  Ai 

(2)  in.  331-338.  1870. 

Eisenstein  hat  (Grelle  XXVII.  S.  281)  f&nf  Theoreme  auf{ 
stellt,  von  denen  H.  T.  in  dieser  Arbeit  einfache  Beweise  giebt 
Da  die  Summe   der  p**""  Potenzen   der  n^^"  Einheitswurzeln 

2!  cos  — ^  ist,  so  folgt,  dass  (1) —  ^  cos  — ^  gleich  1  w 

0  ist,  je  nachdem  p  durch  n  theilbar  ist  oder  nicht    Daher 
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(2)  E  (  — )  =  —  JE"    JE"  cos  — ^,  und  wenn  man  die  Summation 
^ n  /       n   p  =  i»=ü  n 

nach  p  ausführt = -tt  +  jt-  J?  sm cotg (3).  Dies  ist 

das  erste  Eisenstein'sche  Theorem.  —  Setzt  man  in  (1)  hm  an 
Stelle   von   p,   so   erhält  man   i\lr   den   grössten  gemeinsamen 

Theiler  A  von  m  und  n:  A  =  ?r-  J?  m  2Am;i  cotg .  —  Bildet 

man  n  ( —  —  JS  f— ))  gemäss  (3),  so  erhält  man  den  Rest  von 

» (mod  «);  das  2*«  Theorem  Eisensteins.  —  Setzt  man  in  (3) 
bi  flir  m,  und  nimmt  m  und  n  relativ  prim,  so  erhält  man  durch 
Summation  nach  A  das  3'®  Theorem:  qmn 

W  Ji    ^V«/-     8      n  4        2n    ,-|i    ,    2qn  ' 


i 


ig 


n 


Die  letzte  Summe  in  (4)  sei  mit  F(n^rn)  bezeichnet;  dann  ist 
'nF(m,ji)  +  nf(w,m)= --^(m— n)'.  Das  4'*  und  5**  Theorem 
beweist  H.  T.  mit  Hülfe  Gauss'scher  Sätze.  No. 


C.  Sardi.    SuUe  somme  de'  divisori  de'  numeri.    Battagi. 

G.  VIL    112-116.    1869. 

Nach  Euler  ist  ,  , , 

+  OD  3m'  +  m 

9,  =  Cl-a!)Cl -a!')(l-a:')-- =-2:(-l)"'a:~'^~. 

—  OD 

Der  Verf.   findet  log   y  =  -  sj;— ;   wobei 

i  +  /i+8ji  n 


^(--l)^(2p  +  l)  S.^(p-,i)  =  (~l)— T— ^|/l  +  8n, 

2 

^enn  n  eine  Dreieckszahl  ist,  anderenfalls  ist  der  Ausdruck  der 
linken  Seite  =  0.  Es  werden  dann  mehrere  Eigenschaften  einer 
^  den  S  gebildeten  Determinante  abgeleitet.  — 

Darauf  wird  das  Theorem  zum  Beweise  gestellt,  dass  jede 
Ztiil  von  der  Form  40m  +  63  als  Summe  von  7  Quadraten  dar- 
stellbar sei,  die  s&mmtlich  mit  einer  9  endigen. 


KfuUieb  wird  eine  berdts  bekaonte  Ldraiig  der  Congmenz 
i^rnleii  Oradee  gegeben  (riebe  Jordan,  Alg6bre  §  2).       No. 

a.  \^.  Mabi^ano.     Sopra  una  questione  di  posizione 
riumeri.     Otoava  1870.  Jg. 

V,  W.  A.  Heime.  Untersuchungen  besonders  in  Bezi 
liijf  relative  Primzahlen,  primitive  und  secunda 
Wurzehi,  quadratische  Reste  und  Nichtreste,  neb 
|{<)r()(*hnting  der  kleinsten  primitiven  Wurzeln  v( 
allen  Primzahlen  zwischen  1  und  1000.     Berlin,  Thie 

In  gedrängter  Uebersicht  werden  die  grundlegenden  Sftt 
(liir  Ztthlontlioorio  abgeleitet.    Die  Arbeit  ist  zur  EinfUhning 
illi*Na  WlNMcniiohaft,  zumal  wenn  sie  an  der  Hand  eines  Lebrc 
KftunliDhon  null,  wohlgeeignet.    Neues  enthält  sie  —  abgeseb 
voll  ciliilgcin  ICigenthUiulicbkeiten  des  Verfassers  —  nicht 

No. 

M.iIknkins,  Proof  of  an  Arithmetical  Theorem  leadin 
hy  inoaiiH  of  Gausses  Fourth  Demonstration  of  Lege) 
clre'H   Law  of  Reciprocity,   to  the  extension   of  th 

I^aw.      Proc.  of  L.  M.  S.  IL  29-32.  1869. 

Multiplicirt  man  alle  ungeraden  Zahlen  unterhalb  der  ung 
rudon  Zahl  N  mit  einer  zu  N  theilerfremden  Zahl  K,  bildet  dai 
die  Reste  (med.  N\  so  ist  die  Anzahl  der  geraden  Beste  ger» 

oder  ungerade,  je  nachdem  \^-^j  =  -f  1  oder  —  1  ist,  wobei  {j: 

die  von  Jacob!  gegebene  erweiterte  Bedeutung  hat        No. 

BouNiAKOWSKY.  SuT  un  th^orfemc  r^latif  ä  la  th^or 
des  r^sidus  et  son  application  k  la  d^monstratic 
de  la  loi  de  reciprocity   de  deux  nombres  premiei 

BuD.  de  St  P6t  XIV.  432-447.  1869. 

Sind  a  und  r  ungerade  ganze  relative  Primzahlen;  a  beliet 
gegeben,  r  innerhalb  1..2a— 1  eingeschlossen,  p  eine  ongeim 
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Primzahl  =2afi  +  r,  80  igt  (— )=(—!) V"+"';   also   wenn   q 

=  2a«'+r,   so  wird  (—)(—)  =  (- 1)^^""^"'^    Setzt  man  p 

=g  +  2''.a,   wo  2»^  die  höchste   in  p—q  enthaltene  Potenz  von 
2  ist,   80   lässt  sich   die   obige  Gleichung  auch   in   die   Form 

bringen.    Hieraus  wird  dann  ein  Beweis  des  Beciprocitätsgesetzes 
hergeleitet  No. 

BoüNiAKOWSKY.    SuT  le  symbole  de  Legendre  (^  •' ).   Bull. 

de  8t.  P6t.  XIV.   432-447.    1869.  ^ 

Diese  Abhandlung  vervollständigt  die  vorhergehende,  in  so 
fem  sie  den  Werth  der  Zahl 


S'. 


1»  = 


il-.((-^)_.(ö.ü^)] 


liefert  —  Dann  giebt  der  Verf.  noch  den  Satz,  dass  wenn  p  = 
4aji-f  4a— 1  und  ^-5—  Primzahlen  sind,  p-r3  eine  primitive 
Wurzel  von  p  ist.  No. 

M.  A.  Stern,  lieber  einen  einfachen  Beweis  des  quadrati- 
schen Reciprocitätsgesetzes  und  einige  damit  zusammen- 
hängende  Sätze.      Gott.  Nachr.   237-253.   1870. 

Nennt  man  die  Anzahl  der  ungeraden  Zahlen  unter  1,  2,.. 

-g^ :  1«,    das   unter  dem  kleinsten   positiven   Restsystem   — , 

\^a;=lj..cIZ-V.  M^j  ähnlich  bei  1,2,..^^^^  und  ^\t>  und  ©,,  so 

fol«tlMchtff=(-l)--oder(^)(i^)=(-l)"''-'""^"(modp). 
IKeae  Bedingung  des  Becipr.-6es.  Iftsst  sich  nun  umsetzen  in 
folgende  andere:   Ist  die   Anzahl  der  geraden  Reste  in  -^ 
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und^  gleich  ff,  die  der  ungeraden  gleich  Uj  so  ißt  17— C= 

(mod.  2),  wenn  p  und  q  beide  von  der  Form  4n-f  1  oder  4n-\ 
sind,  dagegen^  1  (mod.  2),  wenn  p  und  q  von  verBchieden 
Formen  in-^-lj  4ii-f-3  sind.    Dies  wird  nachgewiesen.    Fen 

wird  gezeigt,  dass  in  —^  eben  so  viel  gerade  als  ungerade  Zahl 

P 
vorkommen,  wenn  p  und  q  gleichförmig,   dass  dagegen  die  c 

ungeraden  um  1  grösser  ist,  als  die  der  geraden,  wenn  p  onc 

ungleichförmig  sind.  No. 

E.  Schering.  Die  Fuiidanientalklassen  der  zusamme: 
«etzbaren  arithmetischen  Formen.  Göttingen,  Dietericb.  iSi 

Gauss  hat  bei  den  Untersuchungen  über  die  Compositi 
der  Klassen  reguläre  Determinanten  von  irregulären  unterach: 
den,  d.  h.  solche,  bei  denen  alle  Klassen  durch  eine  Periode  ui 
fasst  werden  von  solchen,  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist  F 
die  letzteren  mflsste  nun  ein  System  von  Fundamentalklassen  t 
stimmt  werden.  Gauss  hat  dies  (Disq.  ar.  306.  IX.)  nicht  näb 
durchgeführt;  die  vorliegende  Arbeit  ist  bestimmt,  ein  solch 
Fundamentalsystem  naturgemäss  aufzustellen.  Die  Klassen 
Ä,  C,..f,../,  L,  itf  werden  so  gegeben,  dass  jede,  z.  B.  F  sowo 
selbst,  sowiejede  Klasse  in  ihrer  Periode  mit  Ausnahme  derHauj 
klasse  von  den  durch  Zusammensetzung  aus  den  vorangehendi 
Klassen  entstehenden  Klassen  verschieden  ist,  und  dass  sie  zngleii 
unter  den  Klassen  mit  dieser  selben  Eigenschaft  die  grösste  od( 
eine  der  etwa  gleichen  grössten  Periodenzahl  besitzt.  Dann  kau 
keine  Klasse  auf  zwei  verschiedene  Arten  durch  ZusammeDsetznn 
aus  A,  B,  C,..Jy  L,  VI  entstehen.  Es  wird  nun  eine  Reihe  vc 
Sätzen  Über  die  Periodenzahleu  u.  s.  w.  abgeleitet,  deren  Ken 
punkt;  in  der  Arbeit  Kronecker's :  „Ueber  einige  Eigenschaften  d< 
Klassenzahl  idealer  complexer  Zahlen""  aufgedeckt  ist.    No. 

Kummer,  lieber  die  einfachste  Darstellmig  der  ai 
Einheitswuraeln  gebildeten  complexen  Zahlen^  welcl 
durch   Multiplikation    mit  Einheiten    bewirkt    werde 

kann.      Berl.  Monats-Ber.  1870.    409-420. 

Unter  den  complexen  Primfactoren,  welche  Hr.  Reuschle  b 
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rechnet  und  der  Akademie  übergeben  hat,  befindet  sich  ein  ide- 
aler Primfactor,  dessen  neunte  Potenz  wirklich  ist,  und  zwar  ist 
dies  ein  idealer  Primfactor  der  Zahl  2  für  die  aus  31**""  Einheits- 
wurzeln gebildeten  complexen  Zahlen.    Die  neunte  Potenz  stellt 
sich  als  wirklich  complexe  Zahl  dar,  welche  nur  die  fQnfgliedrigen 
Perioden  der  sr**"  Wurzeln  der  Einheit  enthält.    Hr.  Kummer  hat 
nnn  einen  der  idealen  Primfactoren  ausgerechnet,  deren  neunte 
Potenz  wirklich  ist,  welche  aber  nicht  aus  Perioden,  sondern  aus 
den  31*^"  Einheitswurzeln  selbst  gebildet  sind,   welche  also   30 
eonjugirte  ideale  Primfactoren  haben.    Durch  Multiplikation  mit 
pissend  gewählten  Einheiten  wurde  diese  neunte  Potenz  mög- 
Hdist  vereinfacht;  da  jedoch  die  Definition:   diejenige  complexe 
Zibl  sei  die  einfachere,  deren  Goefficienten  kleinere  Zahlen  sind, 
ihrer  Unbestimmtheit  wegen  nicht  ausreicht,   so    wird  definirt: 
«Unter  allen  complexen  Zahlen  /(a),  welche  nur  durch  hinzuge- 
ftflte  Einheiten  sieh  unterscheiden,  ist  diejenige  die  einfachste, 
Erweiche  die  Summe  M  der  mit  /(«)/(«~0  conjugirten  ^  com- 
plexen Zahlen  den  kleinsten  Werth  bekommt/'  \a^  =  \^  __=:^J 

oder  9,diejenige,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Unter- 
idiiede  je  zweier  ihrer  l  Goefficienten  den  kleinsten  Werth  hat''- 
j\  Diese  Snmme  kann  man  nun  direct=:0  setzen,  erhält  dann  aber 
fnilieh  keine  ganzen  Zahlen  für  die  Exponenten  der  Fundamen- 
Ueinheiten;  doch  kann  man  dann  diejenigen  ganzen  Zahlen  an- 
ndunen,  die  den  gefundenen  am  nächsten  liegen.  Mit  Hülfe 
dieser  Methode  wird  die  oben  erwähnte  Poteuz  auf  eine  sehr  ein- 
ftdie  Form  gebracht  No. 

Kümmer,     üeber  die  aus  31'"'  Wurzeln  der  Einheit  ge- 
bildeten  complexen  Zahlen.      Berl.  MonaUber.  1870.  755-766. 

Fttr  die  aus  31**"  Einheitswurzeln  gebildeten  complexen 
Zthlen  ist  der  erste  Factor  der  Klassenzahl  9.  Da  diese  Zahl 
^  Quadrat  ist,  so  könnten  schon  die  dritten  Potenzen  aller 
Uerher  gehörenden  idealen  Zahlen  wirklich  sein.  Die  Frage, 
ob  ^es  der  Fall  sei ,  wird  darauf  reducirt,  ob  drei  Gleicbangen 
^H  6  unbestimmten  Orössen  in  ganzen  Zahlen  lösbar  seien.  Das 
Endresultat  ist,  dass  diese  Lösung  unmöglich  sei;   es  giebt  also 


/ 
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keine   niedere  Potenz   des   idealen  Primfiteton  der  2,  als  dii 
neunte,  welche  wirklieb  ist.  No. 


Kummer,  üeber  eine  Eigenschaft  der  Einheiten  der  am 
den  Wurzeln  der  Gleichung  a^=l  gebildeten  com- 
plexen  Zahlen  und  über  den  zweiten  Factor  der  Erlassen- 

zahl.      Berl.  MoDatsber.  1870.   856-880. 

Die  Einheiten  der  complexen  Zahlen  sind,  wenn  man  yw 
einfachen  Einheitswurzeln  absieht,  welche  als  Factoren  beran» 
treten  können,  stets  reelle  Grössen.  Ist  die  Einheit  das  Qna 
drat  einer  andern,  so  bildet  dieselbe  mit  allen  ihren  conjogirtei 
Werthen  eine  Reibe  positiver  Grössen.  Dieser  Satz  ist  mnkdnr 
bar  fflr  alle  diejenigen  Werthe  der  Primzahl  A,  fbr  welche  dii 
vollständige  über  alle  der  Gleichung  o>m  =  l  genügenden  /e«  Werih< 
des  (a  sich  erstreckende  Norm  N\ff(jo)  einer  gewissen  Functioi 
V;(ai)  nicht  durch  2  theilbar  ist.  Diese  Bedingung  ist  identise 
mit  der,  dass  der  erste  Factor  der  aus  A*^"  Einheitswurzeln  ge 
bildeten  complexen  Zahlen  nicht  durch  2  theilbar  sei.  Es  kafu 
daher  der  zweite  Factor  der  Klassenzahl  nie  durch  2  theilbai 
sein,  wenn  es  nicht  zugleich  auch  der  erste  ist  Ist  der  zweite 
Factor  der  Klassenzahl  durch  2  theilbar,  so  enthält  die  eompleze 
Zahl  v/(a»--')  nothwendig  denselben  complexen  Primfactor  von  2,  den 

V^((») enthält.  Wenn  die  Einheit  E(a)==c(«y«(ay)*'....c(ay^"'*)^^^ 
die  f*"*  Potenz  einer  fundamentaleren  Einheit  ist,  so  dass  die  Ex- 
ponenten a;,  o;, . .  der  Kreistheilungs-Einheit  nicht  alle=0  (modp] 
sind,  sobald  einer  derselben  =  0  angenommen  wird,  so  muss  die 
complexe  Zahl  v;(ai)  einen  complexen  (idealen)  Primfactor  von  ( 
enthalten,  also  muss  die  vollständige  Norm  von  tp  (io)  durch  q  iheil 
bar  sein.  Wenn  ip(^w)  nicht  fttr  die  primitiven  Wurzeln  $^  de 
Gleichung  a)f=],  sondern  für  die  von  ctf"*=l,  wo  ^=:=iii-m'  ist 
einen  idealen  Primfactor  von  q  enthält,  so  kann  die  fundamen 
talere  Einheit,  deren  9*^  Potenz  sich  als  Product  von  Poteniea 
der  KTeistheilungseinheiten  ausdrücken  lässt,  nur  die  m  Periode: 
von  je  2m*  Gliedern  der  Wurzeln  der  Gleichung  a^  =  l  enthaltei 

No. 
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Kronbcker.     Auseinandersetzung  einiger  Eigenschaften 
der  Klassenzahl  idealer  complexer  Zahlen.    Berl.  Monats- 

ber.  1870.  881889. 

Eine  endliche  Zahl  von  Elementen  ©',  ©",  ©"', . .  soll  so  be- 
schaffen sein,  dass  mittels  einer  bestimmten  Operation,  welche 
symbolisch  durch  das  Multiplicationszeichen  angedeutet  werden 
mag,  aus  zweien  ein  drittes  abgeleitet  wird.  Diese  Operation 
wU  folgende  Eigenschaften  haben:  1)  &&'=&'&,  2)  ©'(©"©"0= 
(e»©^©"',  3)  &&'  ist  von  ©'©'"  verschieden,  wenn  ©"  von 
^  verschieden  ist.  Es  gelten  dann  die  Sätze:  Unter  den  ver- 
lehiedenen  Potenzen  von  ©  giebt  es  solche,  die  der  Einheit  äqui- 
Tilent  sind.  Die  Exponenten  dieser  sind  ganze  Vielfache  des 
kleinsten,  zu  dem  das  betreffende  f)  „gehört".  Gehört  ein  ©  zu 
V)  80  gehört  auch  stets  ein  &  zu  jedem  Theiler  von  v.  Ist  n^ 
die  kleinste  Zahl,  welche  sämmtlicbe  v  als  Theiler  enthält,  so 
giebt  es  Elemente  ©,  die  zu  n^  gehören.  —  Eins  derselben  sei 
8,;  ©*  und  ©"  heissen  „relativ  äquivalent*,  wenn  ©'©*<->©^ 
Sondert  man  aus  dem  System  der  ©  ein  solches  ab,  in  dem 
keine  2  einander  äquivalent  sind;  so  gelten  von  ihm  die  obigen 
Sitze;  es  giebt  also  eine  Zahl  n, ,  so  dass  jedes  ©  des  neuen 
Systems  ©*•<->©*«  liefert.  Dieses  n,  ist  ein  Theiler  von  n^;  zu 
iko  gehöre  3,.  Ebenso  bilde  man  ein  neues  System,  in  dem 
ftr  keine  zwei  ©  die  Gleichung  ©i  ©*  ©i  <->  ©^  gilt  u.  s.  w., 
10  kommt  man  zu  einem  Systeme  von  Fundamentalelementen  ©, , 
9,, 6,,..  die  bezüglich  zu  n^,  n,^  113..  gehören,  und  mittels  deren 
sich  jedes  in  der  Form  ©7«  ©j«  ©73 . .  (m,  <  n, ,  m,  <  n, . .)  dar- 
stellen Ifisst  Dieses  System  ist  mit  dem  von  Schering  aufge- 
stellten identisch.  —  Diese  Theorie  wird  auf  beliebige  complexe 
Zahlen  angewendet  Es  sei  <w  Wurzel  einer  irreductibelen  Glei- 
chong  m*^"  Grades,  deren  Coefficienten  ganze  complexe  Zahlen 
7(p)  sind,  wobei  der  Ausdruck  „irreductiber  im  Sinne  eben 
dieser  complexen  Zahlen  zu  verstehen  ist.  Alsdann  ist  die  Klassen- 
udd  ftlr  die  complexen  Zahlen  f((o),  welche  die  Zahlen  qp(^)  mit 
in  sich  begreifen,  ein  Product  zweier  Factoren,  von  denen  der 
^e  die  Klassenzahl  für  die  Zahlen  (f(Q)  bedeutet.  Jeder  in 
lieaem  Factor  enthaltene  Primthciler  von  m  ist  auch  in  dem  an- 

Foruckr.  d.  Math.  Ü.  1.  7 
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•leren  Factor  eniLalren.  Wenn  es  ferner  ideale,  (nicht  wirkliche) 
Zahlen  ff  o\  irielji.  deren  n  Pi-tenz  wirklich  ist,  80  giebt  ei 
auch  unter  ileiijeniiren  idealen  Zahlen  /"w\  welche  keiner  ZiU 
q'u\  ä'-uivalent  sind.  S'-lche.  deren  m'  Potenz  einer  Elaüe  der 
Zahlen  7  V  an^eh>~rt.  Ist  endlieh  d  irgend  ein  DirisoT  tob  Bi, 
fftr  den  eine  ideale  Zahl  yV.  zur  d'"  Potenz  erhobeii|  wiikGek 
wird,  ohne  dass  dies  schon  fbr  eine  niedrigere  gesehiehti  sogiekl 
es  auch  ideale  Zahlen  f'ju\ .  die  so  heschaffen  sind,  dan  die 
cf"  Potenz  deräelben«  aber  keine  niedrigere,  einer  der  ideiki 
Zahlen  q\Q\  äquivalent  wird.  Ko. 

Hill.    Xöte  sur  le>  iiidice?  a  inodiile  compose  et  surune 
table  d'unt'  nöuvelle  espeee  de  logarithmes.    BorebrA 

Es  wird  eine  Tafel  beschrieben,  mittels  der  man,  wenn  fie 
Zahlen  r,  und  r^  als  Reste  einer  unbekannten  Zahl  x,  naeh  dn 
Moduln  p,^  und  p, ,  gegeben  sind,  die  Zahl  x  selbst  oder  we- 
nigstens ihren  Rest  nach  p^  p,  findet.  Nimmt  man  fllr  die  f  Po- 
tenzen von  2  und  5,  so  erhält  man  die  letzten  Ziffern  von  x  ftr 
das  Decimalsystcm.  No. 

W.  A.  Wh.      A   new   synibol.      Meesenger  V.   121.  1869. 

Neue  Symbole  werden  vorgeschlagen  filr  die  n&chste  gan» 

Zahl,  kleiner  als  -7,  die  nächste  grösser  als  -3-,  und  für  die  nächste 

ganze  Zahl  zu  — ,  die  entweder  grösser  oder  kleiner.    Glr.  (0.) 

W.  SiMEKKA.     Die  rationalen  Dreiecke.    Granert  Archiv.  U 

1Ö0-22L  1870. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  der  ßerechnung  schief- 
winkliger Dreiecke  aus  rechtwinkligen,  mit  einigen  Eigenschaften 
der  Seiten  rationaler  Dreiecke,  giebt  Relationen  zwischen  den 
Zählern  und  Nennern  in  dem  Ausdruck  ftlr  die  Tangenten  der 
halben  Winkel,  und  zwischen  diesen  Tangenten  und  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Factoren  („Kürzer")  jener  Zähler  und  Nenner. 
Diese  grössten  gemeinschaftlichen  Factoren  lassen  sich  als  Summen 
von  '2  Quadraten  darfitellcn,  deren  Wurzeln  der  Verf.  ^Vermitller^ 
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nennt    Dann  folgt  die  BestiiniiiiiBg  der  Vermittler  ans  den  Tan- 
genten der  halben  Winkel  und  die  Berechnung  der  Coordinaten 
der  Scheitel  rationaler  Dreiecke.    Theoretisch  enthält  die  Arbeit 
nichts  Neues ;  wir  finden  eine  Reihe  von  praktisohen  Rechnungai- 
Yortheilen,  von  Aufgaben  für  Schüler  und  am  Schluss  ein  Ver- 
leichniflB.  all^  rationalen  Dreiecke,  deren  Seiten  100  nicht  über-, 
steigen,  mit  Angabe  ihrer  Fläche,  der  Tangeuten  halber  Winkel) 
der  Yonnittler  und  der  Coordinaten  der  Seheitel.  M. 

W.  Adam.  Methodische  Anweisung  zum  Ausziehen  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzeln  mit  Anwendung  zu  geome- 
trischen Berechnungen  nebst  zahlreichen  üebungsauf- 

gaben.      Wittstock.  1869. 

I 

Breiteste  Ausnihrung  des  Titels  auf  140  Seiten.    Es  wird 
[  i  B.  der  Reihe  nach  gezeigt,  wie  Quadratwurzeln  aus  drei-,  aus 
Tier-,  aus  fünf-,  aus  sechs-,  aus  sieben-  und  achtstelligen  Zahlen 
gezogen  werden.  No. 


\> 

^^   E.  Meissel.     Notiz  über   die  Anzahl  aller  Zerlegungen 
sehr    grosser    ganzer    positiver    Zahlen    in    Summen 

ganzer  positiver  Zahlen.      Pr.  Iserlohn.    Bädecker.   1870. 

E$;  Bezeichnet  f(n)  die  Anzahl  der  Zerlegungen  der  Zahl  n, 
Wirt  F(a)  =  Ä(l-g^)-*  =  J:/'(n)5r.  Der  Verf.  giebt  mit 
ällfe  der  ©-Functionen  eine  Umwandlung  von  F((q)  und 
entwickelt  daraus  eine  Näherungsformel.  .  No. 


l4c 


L! 


e:- 


W.  H.  Thompson,     On  Magic  Squares.    Quart.  J.  x.  186-302. 

1869.  '  . 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe :  „Gegeben  ein  Zauber- 
^Qtdrat  mit  n^  Zellen;  es  wird  verlangt  daraus  ein  anderes  ab- 
loleiten  mit  p^n*  Zellen".  Er  giebt  verschiedene  Methoden  zur 
Lösung.  He, 

,  HojüWR.    On  the  Algebra  of  magic  Squares,     Quart  J.  XL 

67  and  123.    1870. 

In  diesen  beiden  Abhandlungen  wird  eine  allgemeine  Bildung 
ti^  Bigischer  Quadrate  auseinander  gesetzt.    Wir  geben   für  eine 

7* 


100  III.  Abscbniit    Zahleniheorie. 

Primzahl  n  die  LSsung,  deren  Beweis  uomittelbar  ersichtlich  i 

—  Sei  oa?  -f  6y =?  •  n+Ä,  wo  q  eine  ganze  Zahl  und  -\-—^R> 

-^ist  Setzt  man(dr=:0;  y  =  0,i,..n— 1);(«=1;  y  =  0,l,.-ii— 1 

. . .  und  schreibt  die  A  in  Form  eines  Quadrates  unter  einander, 
wird  dasselbe  ein  magisches  Quadrat  mit  der  Seitensumme 
sein;  die  negativen  Zahlen  —1,-2,..  bezeichnen  wir  durch 
2^..  Bildet  man  in  ähnlicher  Weise  ein  zweites  solches  Qnadi 
und  schiebt  die  beiden  so  in  einander,  dass  in  jeder  Zelle  ei 
2ziffrige  Zahl  steht,  so  ist  dieses  im  System  von  n  Ziffern  eb€ 
falls  ein  magisches,  also  auch  wenn  man  in's  Decimalsysti 
übergeht;  alle  Ziffern  sind  verschieden;  die  Quersumme  ist  Nu 
Dies  letztere  kann  durch  Vermehrung  jeder  Ziffer  um  eine  hi 
reichend  grosse  Zahl  beseitigt  werden.  No. 
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Theorie  der  Formen. 

L.  Calzolari.    Nuova  soluzione  generale  in  numeri  r 
zionali  deir  equazione:    fo^=a+6c  +  c«^^-     Battaglini 

VIL  177-192.  1869. 

L.  Calzolari.    Ricerca  dei  valori  razionali  di  i?  che  rei 
dono  un  quadrato  il  polinomio  a+6c  +  cp'  +  rftJ*+^ 

Battaglini  G.  YH.  317-350.  1869. 

Die  obige  quadratische  Gleichung,  auf  die  Form  gebrachl 

wo  x,y,  ti,  il,  £  ganze  Zahlen  sind,  zerlegt  der  Verfasser  nac 
Einfdhrung  der  neuen  ganzen  Zahlen  X,  F,  \J^  welche  der  B 
diiigung  l/'=i4X'4-BP~ilB 

zu  genügen  haben,  in 

ti=rj.  +  Xy;ilaj  =  rttiüy;By  =  JICttqpKc. 
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Es  ergiebt  sich: 

y      Ä—  /• 

Hat  man  nun  ein  specielles  Werthsystcm  x^,y^,u^,X^j  Y^,U^^  so 
entspricht  die  allgemeine  Lösung  den  Werthen 

X:=X.-^x,i',Y=Y,+y,t;U^U,^u,t  (9) 

ftr  die  willkürliche  Zahl  (. 

Bezeichnet  man  in  der  zweiten  Aufgabe  das  Polynom  vier- 
ten Grades  durch  to*,  so  Iftsst  sich  die  gegebene  Gleichung  in 
folgender,  die  willkttrliche  Zahl  k  enthaltender  Form  darstellen : 

&e(2foy  =  a'&-V'+  (c*©  +  by+  &(2ev*-\-  de  +  *)•, 
wo 

a'=:4ae-k* ;  V=2be-dk ;  c'=4c€-4cfc~d' 
Sesetzt  ist,  und  nimmt  die  Form  an 

u*  =  Ax*'\-By*  +  Cz\ (1) 

nach  deren  Auflösung  c  den  Bedingungen 

X  X 

za  genügen  hat    Setzt  man  jetzt 

und  löst  die  Gleichung  nach  x  auf,  so  kommt: 

X  _Cpq^XY±V 
y  -  Cq^+A--Y' 

oiit  der  Bestimmung,  dass  die  Quadratwurzel  V  rational  sei. 
Hier  bietet  sich  zunftehst  die  specielle  Lösung 

welche  dem  Falle  C=  0  entsprechend  nach  der  Methode  der  vo- 
ngen  Aufgabe  zu  berechnen  ist.  Sind  dann  p^,  q^^  s^  die  speci- 
^Hen  Werthe  von  x^y^u,  und  p,  g,  $  die  mittelst  Gleichung  (9) 
geleiteten  allgemeineren  Besultate,  so  wird  auch  Gleichung  (1) 
Sdöst  durch  die  Formeln 

wo  in  p,  g,  1  die  willkttrliche  Variable  i  steckt  Zu  bemerken 
i«t,  dass  von  den  zwei  Resultaten  entsprechend  dem  Doppel- 
leichen  von  ü  immer  nur  eins  zu  allgemeineren  Ausdrücken,  das 
^ere  auf  das  specielle  Werthsystcm  zurUckfllhrt. 
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An  die  genannten  Lösungen  werden  noch  viete  BetilMbtDi^peii 
geknttpft,  die  jedoch  keine  neue  Aufgabe  in  Angriff  nehmen. 

H. 

L.  Calzolari.     Soluzione  generale  delF  equazione 

y^'^xl  +  xl  +  xl  +  '-'-xl 

Battaglini  G.  VIL    313-316.   1869. 

Die  gegebene  Gleichung  reducirt  sich  durch  die  Substitution 
auf  folgende: 

welche  linear  in  Bezug  auf  alle  einzelnen  ai  ist,  daher  immei 
rational  durch  ein  beliebiges  a»  erfüllt  werden  kann.        H. 

L.    Calzolari.      Nota    suir    equazione    u^  =  Ax'^±Bf^ 

Battaglini  G.  VUl.   28-34.  1870. 

Der   Verfasser   zerlegt    die   Coeflficienten  in   Summen  yoi 

Quadraten 

A  =  a:  +  al  +  '-;B^b]  +  bl  +  -', 

deren  Anzahl  4  nie  zu  übersteigen  braucht,  und  bestimmt  dann 
die  Grössen  Xi  =  aiX,  y^zrzhiy.  Da  er  auf  die  feststehenden  Ver- 
hältnisse der  neuen  Unbekannten  keine  Rttcksicht  nimmt;  so  er- 
giebt  sich  eine  unabsehbare  Menge  von  Lösungen,  unter  denen 
die  richtigen  enthalten  sind.  Mit  Uebergebung  der  Frage  nach 
ihrer  AufBndung  leitet  er  daraus  ein  Kriterium  ftlr  die  Existenz 
von  Lösungen  ab,  welches  jedoch  in  dem  gleichen  Falle  ist,  dass 
es  ein  Ausprobiren  vieler  Systeme  der  a,*,  6/  verlangt,  deren  An- 
zahl bei  grossen  Zahlen  A^  B  sehr  gross  sein  kann.         H. 

P.    Baghmann.     Ueber    ternäre    quadratißche    Formen. 

Barchardt  J.  LXX.  365-371.   1869. 

P.  Bachmann.      Zur    Transformation    ternärer   quadra- 
tischer Formen.      Borchardt  J.  LXXL  296-806.   1870. 

Dem  Problem  y  eine  ganze  Zahl  durch  eine  binäre  quadra- 
tische Form  darzustellen,  entspricht  das  Problem  eine  binftrc 
quadratische  Form  als  tßrnttre  auszudrücken.  Der  Verfasser  be- 
bandelt die  zweite  Aufgabe  nach   fthnlichen  Prinzipien,   nacfc 
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denen  IMrichlet  die  erstere  löste,  und  gelangt  so  zu  den  von 
Hennite  (Grelle  XL VII.)  aufgestellten  Formeln.  —  Im  zweiten 
Aufsatze  wird  unter  Beschränkung  der  allgemeinen  ternären  For- 
men die  Bedingung  angegeben,  wann  die  Formeln  nur  diejenigen 
Transformationen  liefern,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind. 

No. 

A.  Clebsch.  Ueber  die  partiellen  Differentialgleichungen, 
welchen  die  absoluten  Invarianten  binärer  Formen  bei 
höheren    Transformationen    genügen,      Gott   Abh.   XV. 

1870. 

Unter  einer  „höheren"  Transformation  einer  binären  Form 
f(a;,xj  hat  man  das  Folgende  zu  verstehen.  Es  mögen  (p^xp 
binäre  Formen  gleich  hohen  Orades  in  den  x^ ,  x,  sein  und  man 
letze: 

Sodann  eliminire  man  die  Xi^x^  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
ond  der  gleich  Null  gesetzten  gegebenen  binären  Form : 

f(x,x,:)=0. 
Das  Eliminationsresultat  hat  die  Oestalt 

r(y.,y«)=o, 

^f  eine  binäre  Form  in  den  yj,y,  ist,  von  gleichem  Grade, 
wie  f  in  den  x^yX^  war.  Man  bezeichnet  dann  f  als  die  aus 
f  vermöge  der  höheren  Transformation  (1)  hervorgegangene, 
frwgformirte  Form. 

In  dieser  Art  sind  die  höheren  Transformationen  zuerst  von 
Gordan  betrachtet  worden  (Borchardt  J.  LXXI.  164  siehe  p.  69), 
Aber  bereits  früher  hat  man  sich  vielfach  mit  einer  besonderen 
Art  dieser  Transformationen,  der  sogenannten  Tschirnfaausen'- 
schen  Transformation,  beschäftigt.  Dieselbe  kommt  darauf  hinaus, 
&QB  einer  nicht  homogenen  algebraischen  Gleichung: 

^ine  neue,  nicht  homogene: 

abzuleiten,  indem  man  x  aus  f=  0  und  einer  Gleichung  der  Form 

y=:ax-\'bx^-\'Cx*-\"" 


} 
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eliniinirt.  Hermite  hat  zuerst  darauf  aufinerksam  gemacht  (G.  B. 
XLVI.  961),  dass  man  durch  passende  Wahl  der  CoeilGcienten 
in  der  Tschirnhausen'schen  Transformation  der  transformirten 
Gleichung  beliebige  Invarianteneigenschaften  ertheilen  kann. 
Andererseits  hat  Brioschi  (Atti  d.  Ist.  Lomb.  I.  231.  1858)  die- 
jenigen partiellen  Differentialgleichungen  aufgestellt,  denen  die 
CoefBcieuten  der  transformirten  Gleichung  zu  genügen  haben. 
Gordan  hat  sodann  (/.  c.)  in  der  vorstehend  auseinandergesetzten 
Form  den  Begriff  der  höheren  Transformation  entwickelt  und 
gezeigt,  dass  die  Invarianten  der  Form  f  simultane  Invarianten 
der  gegebenen  Form  f  und  der  Transformations -Formen  q>^\p 
sind. 

Aber  nicht  umgekehrt  ist  jede  simultane  Invariante  von  /*, 
qr,  \p  eine  Invariante  von  f.  Sie  muss  zu  dem  Zwecke  noch  ge- 
wissen partiellen  Differentialgleichungen  genügen,  welche  der 
Verfasser  in  der  vorliegenden  Arbeit  aufstellt.  Diese  Differential- 
gleichungen bilden  ein  .vollständiges  System,  in  dem  Sinne,  wie 
dies  von  dem  Verfasser  (Borchardt  J.  LXV.  257)  definirt 
worden  ist.  Für  solche  Systeme  ist  hier  also  ein  neues  Beispiel 
gegeben.  Die  Integration  des  Systems  wird  dann  fftr  den  Fall 
der  quadratischen  Transformationen  durchgeführt 

Es  ergiebt  sich  dabei  noch  allgemein  das  Resultat,  dass  es 
bei  binären  Formen  keine  Ausdrücke  in  den  Coefficienten  giebt, 
die  bei  einer  höheren  Transformation  ungeändert  bleiben,  daas 
also  binäre  Formen,  im  Gegensatze  zu  den  temären,  keine  „ab- 
soluten Invarianten  in  höherem  Sinne'',  oder,  wie  man  sich  bei 
den  temären  Formen  gewöhnlich  ausdrückt,  keine  „Moduln"  be- 
sitzen. Ein. 
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Kettenbrüche. 


V 


lar 


^  .  .  . 

I  Minding.  Loi  de  la  formation  des  d^nominateiirs  et  des 
^1  Dum^rateurs  pour  la  r^ductioii  des  fraetions  continues 
'l     en  fraetions  ordinaires.     Bull,  de  st  Pet.  xiii.  1869. 

^1       Ettler  hat  das  Gesetz  der  Bildung  des  Bruches 

-■  cH [-1 

2£J  Mgegcben.    Sei0  =  ^r — ^,  so  bildet  er  (abc,,i)  =  a*b-c..i. 

6+4+r-  +  -+^+-  +  4— 1+--\  Die  Nenner  der  Brüche 
^     ab     bc  ef         '  abcd       / 

innerhalb  der  Klammer  sind  zuerst  alle  Producte  je  zweier  auf- 

einaaderfolgender  Grössen  a, 6,..t;  dann  alle  möglichen  Producte 

der  angegebenen  Producte,  welche  keinen  gemeinsamen  Factor 

baben  u.  s.  w.    Minding  theilt  ein  anderes  Gesetz  mit.    Um  (ti^  •  t^ 

^rU^"U^»^  2u  bilden,  formt  man  die  Summe  der  Producte  der 

vaje  1,2,3,..  und  multiplicirt  jedes  uxu^,  mit  der  Summe  der 

nruehen  ui  und  ti^  befindlichen  <,  z.  B.  u^  u^  u^  u^  mit  (t^  +  /,)  ^4  (^5  + 

^i+tj).    Ist  die  Zahl  der  Elemente  gerade,  ist  also  (t^u^"Uug') 

üegeben,   so  ist  dies   das  Aggregat  der  mit  u,    multiplicirten 

Glieder  der  vorigen  Summe.  No. 

Thiele.    Bemarkning  om  Kjaedebroker.      Tychaen  Tidsskr. 

(2)  V.  144.  1869. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  jeder  endliche  Kettenbruch  darge- 
stellt werden  kann  als  das  Verhältniss  zweier  Determinanten; 
InnzQgeftlgt  ist  eine  Bemerkung  über  eine  neue  Transformation 

4ftÄ  Kettenbruchs:  a^  -| z 

a,  + p 


+ 


a._i  +  -^.         Hn.  (Wn.) 
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T.  N.  Thiele.  Den  endelige  Kjaedebröks-Funktions  Theori. 

Tychsen  Tidsskr.  (2)  VI.  145.  1870. 

Der  Verfasser  zeigt  zuerst,  dass  jeder  endliche  Kettenbrach 
sich  als  das  Verhältniss  zweier  Determinanten  von  besonderer 
Form  darstellen  lässt  Er  leitet  dann  mehrere  Eigenschaften  der 
erwähnten  Determinanten  ab  und  stellt  einige  Beziehongeo 
zwischen  der  Theorie  endlicher  Kettenbrttche  und  der  Theorie 
der  anharmonischen  Verhältnisse  auf.  Die  Arbeit  enthält  ans- 
ftlhrliche  Entwickelungen  aus  der  Theorie  endlicher  Kettenbrttche. 

Hn.  (Wn.) 

Falk.     Et    konvergents   kriterium    för   kedjebräk    med 
oravexlande  positiva  og  negativa  leder.     1870. 

Bemerkung  tlber  die  Convergenz  einer  gewissen  Klasse  yon. 
Kettenbrüchen.  Hn.  (Wn.) 

Seeling.    Verschiedene  Aufsätze  zur  Zahlenlehre.    Graner* 

Arch.  L.   232-238.    1869. 

I 

Quadratische  Gleichungen,  deren  Wurzeln  sechsstellig-perio- 
dische Kettenbrüche  liefern.  —  )^4n'+  16  in  einen  Kettenbracb 
verwandelt.    Siehe  „Fortschritte  d.  M."  I.  64-65.  No. 

E.  Weyr.    Erweiterung  der  Giltigkeit  der  Entwickeluh^ 
einer  Quadratwurzel  in   einen  Kettenbruch.     Prtg.  Ber. 

1869.   18-22. 

Auf  den  Satz,  dass  „durch  fortgesetzte  Gonstmotion  von  au^ 
einander  folgenden,  sich  der  Reihe  nach  entsprechenden  El^' 
menten  man  sich  einerseits  immer  mehr  dem  einen,  andererBeit^ 
dem  andern  Doppelelemente  nähert*',  —  stützt  H.  W.  den  Beweis» 

dass  die  Formel  y(|.)  +  6  =  ^i_A-.(6>0)  giltig  bleibt,  «o 

lange  y--^J  ^6,  wenn  die  unteren  Zeichen  gelten;  allgemein  iB^^ 
gegen  für  die  oberen  Zeichen.  No. 

V.  EüGENio.     Dimostrazione  di  un  teorema  nella  teori^ 
dei  numeri.     Battagl.  G.  vm.   162-165.  1870. 

Mit  einer  unwesentlichen  Aenderung  weniger  Zeilen  ei«^^ 
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JebersetzuDg  von  Serret's  Cours  d'alg^bre  3'"®  6d.  I.  p.  29-34. 
h  den  Schlussworten  erwähnt  der  Verfasser  nicht  dieses,  sondern 
lineB  früheren  Beweises  von  Serret,  der  mit  dem  seinigen  ^auf 
gleichen  Grundlagen  ruhe".  Es  möge  .  hier  erwähnt  werden, 
Im8  der  Serret'sehe  Beweis  nicht  ganz  scharf  ist;  dass  aber  H.  E. 
la  keine  Verbesserung  angebracht  hat,  wo  sie  nöthig  war. 

No. 

B.  Sang.     On  the  extension   of  Brounckör's  Method  to 
the  Comparison  of  Several  magnitudes.    Trans,  of  Edin- 

birgh.  XXVI.  (I.)   59-67.   1869-1870. 

Die  Arbeit  enthält  ein  kettenbruchähnliches  Verfahren, 
idheningsweise  in  ganzen  Zahlen  das  Verhältniss  von  drei  oder 
■riireren  incommensurablen  Grössen  zu  finden.  So  ergeben  sich 
fie  Werthe  von  log  5,  log  3,  log  2  successive  gleich 

1, 1, 1  ....  9, 28  etc. 
:  0, 1, 1  ....  6, 19 
:  0,  0, 1  ...  *  4, 12  Cly.  (M.) 


Vierter  Abschnitt 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Combinationfl- 

lehre.  } 

H.  Fahland.    Die  Combinationslehre  und  der  binomisefae 

Lehrsatz.      Pr.  Mühlhansen  i.  Th.  1869. 

HerleituDg  des  binomischen  Satzes  fBr  ganze  positive  tsr 
ponenten  mit  Hälfe  der  Combinationslehre,  wie  sich  dieselbe  be- 
reits in  mehreren  Lehrbüchern  findet.  0. 

A.  Dronke.     Binomial-Coefficienten,     Pr.  Cobienz.  1870. 

Die  bekannten  Gesetze  der  Binomial-Coefficienten  elemeirtv 
hergeleitet.  H. 

Th.  Gessner.     Die   Bedeutsamkeit    der    BinomialcoefiS— 
eienten  für  den  mathematischen  Unterricht,    Pr.  QnakMi* 

brück  1870. 

Ernst  Schröder.     4  combinatorische  Probleme.     SoWd-  ^ 

milch  Z.  XV.  361-376.    1870.  i 

Die  beiden  ersten  Probleme  betreffen  die  Frage ,   auf  wi9^ 
viel  Arten  sich  eine  Summe  von  n  Gliedern,  ohne  die  Beihenfellis 
derselben  zu  ändern,  mit  einander  verbinden  lasse,  die  Art  itlum 
z.  B.  bei  B  Gliedern,  abc^  wo  man  zuerst  a+b  mit  c  oderiu 
mit  b  +  c  verbinden  kann.    Das  Problem  zerlegt  sich  in  2  anderti 
je  nachdem  man  fordert,  dass  immer  nur  2  Glieder  gleiehieitig - 
verbunden  werden,  oder  auch  Summen  von  mehreren  Gliedern 
als  selbständige  Elemente  zugelassen  werden. 

In  den  letzten  beiden  Problemen  wird  folgende  Aufjg;abe  b^ 
handelt: 

A.  Es  sind  n  Elemente  gegeben^  von  denselben  werden  iwei 
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beliebige  doroh  Einschliessen  in  einen  Kreis  vereinigt  und  diese 
Verbindung  also  nun  als  neues  den  übrigen  n—2  ursprünglichen 
aequales  Element  betrachtet,  von  diesen  n—l  werden  wieder  2  Ele- 
mente in  derselben  Weise  vereinigt  u.  s.  f.,  bis  schliesslich  ein  2-glie- 
driger  Complez  entsteht  Es  fragt  sich,  wie  viel  Complexionen 
tnf  diese  Weise  erhalten  werden  und  auf  wie  viel  Arten  dies 
geschehen  kann. 

B.  Die  n  Elemente  werden  in  Gruppen,  jede  von  einer  be- 
fiebigen  Anzahl  Elemente  getheilt,  jede  einzelne  Gruppe  dann 
all  selbständiges  Element  betrachtet  und  so  fortgefahren.  Die 
fnge  stellt  sich  dann  wie  oben.  Ni. 

C.  DE  PoLiGNAC.    On  a  problem  in  combinations.    Proc. 

of  L.  M.  S.  II.  69-74.  1869. 

Es  werden  die  Combinationen  behandelt,  welche  gebildet 
[  werden,  wenn  man  je  n  Zeichen  aus  den  m  Zeichen  a,  6,  c, .... 
p  i/,V,&,...hjk,l..  herausgreift,  aber  so,  dass  in  einer  Combi- 
^  Mtion  nicht  2  entsprechende^  wie  a  und  a'  oder  b  und  b' . .  zu- 
iMch  erscheinen.  Nach  einer  Bemerkung  von  Jenkins  ist  die 
inahl  gleich  dem  Coefficienten  von  a;"  in  der  Entwickelung 
FfaProductes  [l  +  (a  +  a'  +  a"+..)a?]  [l  +  (b  +  b'  +  b"-{-..')x].. 
';.  (l+»«)(l+*a?)..  No. 

A.  Cayley.    A  „Smith's  Prize"  paper.  1869,  Question  8. 

Metaenger  V.  51-53.   1869. 

Die  Anzahl  der  Arten,  auf  welche  n  Dinge  so  geordnet 
taden  können,  dass  keins  seine  ursprüngliche  Lage  wieder  ein- 
linttt,  ist  von  der  Form  (n—  1)  4„  wo  il^  =  0,  4,  =  1 ,  il«  =  (n  ~  2) 
^1  + («^3)4—2,  oder 

« 

Glr.  (0.) 

William  W.vlton.  A  Demonstration  of  the  Expression 
for  the  Number  of  Homogeneous  Products  of  n  tbings 
of  r  dimensions.     Quart  J.  x.  219-220.  1869.  He. 
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S.  Hertzsprttng.     Forsög  paa  in  Fremstilling  of  Laren 
om  Permutationen  og  Kombinationen.   Tychseo  TiBikr.  (8) 

V.  97.  1869. 

Eine  elementare  Darstellung  zum  Gebrauch  beim  ünterridit 

Hn.  (Wn.) 

Ad.  Steen.    Bestemmelse  af  et  Kort  efler  Omlagning  i. 
Bunker  und  et  Korts  Bestemmelse  ved  Henforelse  tii 

en    given  Plads.      Tychsen  Tidsskr.  (2)  VI.  M4.  187a 

Zwei  verschiedene  Erweiterungen  eines  in  Crelle'B  Journal 
Band  44.  (1852)  p.  317  aufgestellten  Problems.  In  der;,  ersten 
Arbeit  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  folgender  Frage :  n.p  Karten 
sind  in  n  Päckchen,  jedes  zu  p  Karten  zusammengelegt  Jemand 
wählt  eine  bestimmte  Karte  und  bezeichnet  das  Päckchen,  in 
dem  sie  liegt.  Dann  lege  man  alle  Päckchen  so  zusammen,  dass 
das  Päckchen  mit  der  gewählten  Karte  einen  bestimmten  Platt 
erhält  Dann  vertheile  man  die  Karten  von  Neuem  und  lasse 
sich  wieder  das  Päckchen  bezeichnen,  in  dem  die  gewählte  Karte 
liegt,  lege  dann  wieder  die  Päckchen  zusammen  und  wiederhole 
diese  Operation  eine  bestimmte  Anzahl  von  Malen,  so  kann  mJuCj 
schliesslich  jene  Karte  finden.  —  In  einigen  Fällen  ist  der  Plaiil 
der  Karte  nicht  völlig  bestimmt,  aber  man  hat  höchstens  unter  zwei 
Karten  zu  wählen.  Die  Lösung  beruht  auf  sehr  einfachen  ele-^ 
mentaren  Betrachtungen. 

In  der  zweiten  Erweiterung  zeigt  der  Verfasser,  wie 
verfahren  muss,  um  die  Karte  auf  einen  gegebenen  Platz 
bringen.  Hn.  (Wn.) 

Ad.  Steen,    Öptaelling  af  hvert  andet  Kjort  i  en  Stamm«^ 
i-en  bestemt  Orden.     Tychsen  T;  (2)  VL  181-189.  1870. 

Eine  Aufgabe  über  die  Anordnung  einer  gegebenen  ZaU 
von  Karten  wird  auf  elementarem  Wege  gelöst       Hn.  (Wn.) 

F.  J.  "Wrede.    Om   kombinei*ade  lif  räntors  beräknand^ 

Öfv.  af  Porh.  Stockholm  1869. 

Der  Verfasser  giebt  eine  neue  Näherungsmetiiode.  znr  B^ 
rcchnung  der  combinirten  Renten;  dabei  wird  die  Simpson^sdie 
Formel  angewandt.  Hn.  (Wb;) 
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LDosna.     SuUa  media  aritmetica  nel  calcolo  di  com- 

pensazione.      Attl  di  Torino  IV.    1869.  Jg. 

L  Frqst.     General  Solution  and  extension  of  the  pro- 
Uem  of  the  15  school  girls.     Quart.  J.  XL  26-37.  1870. 

Kne  Aufgabe  aus  der  combinatorisohen  Analysis.    Mz. 

0.  Seid^lin.    Beviser  for  A   Par  Saetninger  i  Permu- 
tationer   Kombinationer.     Tychaen  Tidsskr.  (2)  vi.  20-22.  1870. 

Hn. 

MülSiOK.    Sui'  le  problfeme  des  partis.    M6m.  cour.  de  Beig. 

%\  XXL  1870. 

Nach  Ableitung  einiger  Formeln  über  Combinationen  beweist 
dv  Verfasser  folgende  von  Laplace  herrUbrende  Formel: 
iP(ii-f  l,0)  +  ti.<ip(ifi,  l)  +  ti*.qp(m— l,2)+....+i«»-9(m-fl— »,«) 

[u  11" 

(a  b^^     1.2.3.... Ca  +  6)      . 

^'benutzt  die  Formeln,  um  nachzuweisen,  dass  die  von  Poisson 
^babilitö  des  jugements  §  15  und  16)  und  Laplace  (Theorie 
^imL  des  probabilit<is  livr.  II.  §  7)  aufgestellten  Lösungen  zu 
bnelben  Werthe  der  gesuchten  Wahrscheinlichkeit  führen. 

0. 

9*  Zbun£R.      Abhandlungen    aus    der    mathematischen 

^Statistik.      Leipzig.  Felix.  1869. 

Die  erste  Abhandlung :  „Mathematische  Untersuchungen  über 
farblichkeit*'  behandelt   die  Frage:   Wie  gross  ist   die  Wahr- 
ichkeit  f&r   einen  Menschen   Tom   Älter    x  nach   einem 
noch  zu  leben.    Die  Art  der  Behandlung  ist  auf  geome- 
Darstellung  gestützt.  In  einem  Raum-Coordinaten-Systeme 
die  X  auf  der  X-Axe,  die  Zeiten  (  (von  Chr.  Geb.  ab  ge- 
let)  auf  der  F- Achse  dargestellt    Die  zum  Punkte  (x,  0  S^ 
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liorige  Z-Goordinate  drücke  „die  verhältnissmäBsige  Dichtigkeif 
der  zur  Zeit  t  vom  Alter  x  Lebenden  aus.    Die  Eenntnigs  der 
Fläche  z=f(x,()  liefert  die  Lösung  aller  hierher  gehörigen  Auf- 
gaben.   Sie  schneidet  1)  die  FZ- Ebene  in  einer  Cunre  /"(«»O^ 
welche  die  verhältnissmässige  Dichtigkeit  der  Geburten  anzeigt; 
2)  die  X  y- Ebene  in  f  (a:,  t)  =  o,  welche  die  Zeit  des  Abstarbeos 
angiebt;  eine  Ebene  /  =  ^o  in  einer  Curve,  welche  das  Absterboi 
der  zur  Zeit  t^  Geborenen  darstellt;  3)  eine  der  Z-Axe  parallele 
und  die  X-  und  F- Achse  unter  4ö^  schneidende  Ebene  in  dser 
Curve,  deren  Projection  auf  die  FZ-Ebene  die  Gesammtheit  der , 
zur  Zählungszeit  r  lebenden  Personen  repräsentirt.  Wir  ttbergeben 
die  Einzelheiten,  die  expliciten  Formeln,  die  verschiedenen  „Ge- 
sammtheiten  der  Lebenden  oder  Gestorbenen''  u.  s.  w.    Wird  an 
Stelle   von  f(Xyf)  eine  Tangentenebene  betrachtet,   8o   ergiebt 
sich   eine  Reihe  von  Näherungsformeln.    Verwandelt  man  dea 
Theil  des  von  der  Fläche  begrenzten  Volums,  der  zwischen  «^» 
rr, ;  t^J  t^  liegt,  in  einen  Cylinder  über  der  Begrenzungsebene  ak 
Basis,  welche  näher  der  XZ -Ebene  und  paralell  ddr  Z-Aehw 
liegt,   so  drückt  die  Höhe  desselben   die  mittlere  Lebensdauer 
eines  ar^- Jährigen  für  die  Zeit  t^  aus.    Dieser  Begriff  könnte  ni^ 
grösserer  Berechtigung  als  die  Geburtenmenge  zum  Masse  der 
Lebenskraft  einer  Generation  dienen. 

Die  folgenden  Untersuchungen  behandeln  die  Fragen  tbor 
Invalidität  bei  Gesellschaften  mit  ein-  und  austretenden  llü^^ 
gliedern.    Hierüber  galten  bisher  folgende  Hypothesen: 

Erstens  die  von  Heym,   welche  auf  eintretende  PeraoseHL 
keine  Rücksicht   nimmt   und   die  austretenden  und  sterbendü 
gleichmässig  über  das  ganze  Jahr  vertheilt;   zweitens   die  tm 
Wittstein,  nach  der  die  Ein-  und  Austretrenden  sich  gleiohmünil' 
über  die  Zeit  vertheilen.    Zeuner  stellt  folgende  neue  Hypotheie 
auf:  da  die  Vertheilung  der  Lebenden  nach  ihrem  Alter  in  einer 
Gesellschaft  ungefähr  dieselbe  sein  wird,  wie  ausserhalb  itf^- 
selben,  so  kann  man  die  Ordinaten  der  den  Eintritt  und  Ai!l|||-' 
tritt  bezeichnenden  Curven  der  Mortalitätscurve  proportional  ai^,: 

nehmen.    Hieraus  ergiebt  sich  a,=plaH — ^     ^1;   a  kamM^ 

der  anfangs  vorhandenen  i/i -jährigen^  b  der  Ein-,  c  der  Ansbdr^ 
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Bden;  a^  Anzahl  der  nach  der  Zeit  (  in  der  Gesellschaft  be- 
idlichen,  p  Wahrscheinlichkeit  eines  m-jährigen  nach  t  Jahren 

1  leben.    Ist  die  Gesellschaft  geschlossen  (6=0),  so  erfolgt  das 

/» 

usBcheiden  durch  Invalidität  oder  durch  Tod.    Sei  —  =  flf  die 

a      ^ 

rabrscheinlichkeit  im  nächsten  Jahre  invalid  zu  werden,  ~  =  «? 

a 

lie  Wahrscheinlichkeit  im  nächsten  Jahre  zu  leben  und  nicht 
nfalid  zu  sein  (<=1),  so  ist  eine  Invaliditätstabelle  mit  8  Ein- 
igen für  das  Alter  m  aufgestellt :  1)  Wahrscheinlichkeit  am  Ende 
des  Jahres  zu  leben  p,  2)  invalid  zu  werden  q,  3)  zu  leben  und 

nckt  invalid  zu  sein  w=p—r^i  4)  zu  leben  und  invalid  zu 

1+p 

nitt  p— tr;   5)  im  Laufe  des  nächsten  Jahres  zu  sterben  1— p, 

6)  invalid  zu  werden   und  zu  sterben  fr  +  9— p,    7)  zu  sterben 

okne  vorher  invalid  gewesen  zu  sein  l—w—q;   8)  tlberhaupt  in 

Zokunft  noch  invalid  zu  werden.  —  Genau  in  ähnlicher  Weise 

VSimen  Heirathstabellen  entworfen  werden,   indem  der  Austritt 

•IS  der  Zahl  der  Unverheiratheten  entweder  durch  Heirath  oder 

isreh  Tod  geschieht. 

Die  dritte  Abhandlung  „Mathematische  Grundlagen  der  Un- 

Ubversicherung''  bietet  hauptsächlich  eine  Kritik  der  bestehenden 

(rinopien  sowie  neue  Vorschläge.     Besonders  würde  der  Ab- 

lekiitt  tlber  Versicherung  gegen  Eisenbahnunfälle  und  Kriegs- 

jefihr  eingehende  Betrachtung  verdienen.  No. 

ILEakner.     Allgemeine  Probleme  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und  ihre  Anwendung   auf  Fragen   der 

Statistik.      Annalen  des   gesammten  VersicheraDgaweseDS.    1870.   I. 
No.  20-24. 

Die  eben  besprochene  Arbeit  hatte  einen  unerquicklichen 
Sheit  hervorgerufen,  auf  dessen  Boden  der  Aufsatz  von  Kanner 
Mt  Wir  können  hier  natürlich  nur  die  wissenschaftliche 
fcite  desselben  berücksichtigen.  —  In  der  2.  Abhandlung  hatte 
boner  fär  das  Eintreten  und  filr  das  Austreten  in  Gesellschaften 
t  terschiedene  Functionen  eingeführt.  Kanner  vereinfacht  und 
lenllgemeinert  die  Untersuchung  in  folgender  Weise :  F(t)  gebe 
dei  Bestand  der  Gesellschaft  zur  Zeit  t  an,  wobei  aber  die  Ge- 

Ftmcbr.  d.  Matb.  II.   1.  ^  g 
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storbenen  mitzuzählen  sind,  so  dass  man  also  F(0  erhält,  w( 
man  zu  F(0)  die  Hinzugekommenen  zu-  und  die  Abgegangei 
abrechnet;  f(f)  die  Wahrscheinlichkeit  einer  zur  Zeit  ^  =  0  ^ 
handenen  Person,  den  Zeitpunkt  (  zu  erleben;  ^(0  den  Besti 
an  Lebenden  zur  Zeit  (t),  dann  ist 

,(0=ra(j'W+/-^^<i'); 

Wir  übergehen  noch  ein  anderes,  ähnlich  behandeltes  Probte 
welches  ebenso  wie  das  besprochene  ein  Specialfall  des  folg( 
den  ist,  in  dem  die  gegenseitigen  Störungen  unabhängiger  Ste; 
lichkeitsursachen  behandelt  werden.  Man  denke  sich  n  Ton  e 
ander  unabhängige  Ereignisse  fnft^^-fm  und  die  resp.  Wa 
scheinlichkeiten  ihres  Eintreffens  im  Laufe  der  Zeit  t  dui 
A(Oj  ••  /»(O  ausgedrückt.  Seien  ferner  F,  (0, . .  ^«(0  die  Fui 
tionen,  welche  die  resp.  Wahrscheinlichkeiten  ausdrücken,  d 
das  Ereigniss  /i , . .  /i.  vor  allen  übrigen  innerhalb  der  Zeit  i  i 
treffen  werde  und  es  bedeute  F(i)  die  Wahrscheinlichkeit,  d 
keins  von  allen  Ereignissen  während  der  Zeit  t  eintreffen  wei 
sodass  F(0  =  (1-AC'^)--(1— /-CO)»  so  ist  auch  F(0  =  1--(F, 

+  ..  +  F.(0).  Man  hat  ferner  jf^^  =  ^^,  (i=l,2,.. 
welches  System  von  Differentialgleichungen  die  Lösung  des  F 
blems  enthält:  aus  dem  beobachteten  Zusammenwirken  von  1 
Sachen  auf  die  unabhängigen  Ursachen  zu  schliessen.  Schliß 
lieh  wird  noch  die  Wahrscheiulichkeit  des  Eintreffens  einer! 
stimmten  Reihenfolge  von  Ereignissen  untersucht.  Ko. 

M.  Kanner.     Grundlage  zu  einer  Theorie  des  mittler 
Risiko    bei    Lebensversicherungen.      J.  d.  Coli.  f.  Leb« 

versicherungswiss.    1870. 

Die   vorliegende   Arbeit  ist   eine   Erweiterung   der  in 
deutschen  Yersicherungs-Zeitung  vom  Jahre  18()7  von  demsel 
Verfasser  veröffentlichten  Arbeit  über  das  mittlere  Risiko.    L 


IV.  Abschnitt    WahrscheiDlichkeitarechnang.  115 

ere  war  dem  Referenten  leider  nicht  zugänglich,  daher  er  des 
Iffihern  den  Fortschritt  in  der  neuen  Arbeit  nicht  zu  beurtheilen 
iragt  0. 

D.  Regis.    Tavole  grafiche  atte  a  risolvere  ogni  quesito 
relativo  agF  interessi  composti  ed  alle  annuitä.    Torino. 

Joa.  1869. 

Diese  graphischen  Tafeln  geben  die  Werthe  von  (1  -{-ry-lOO^ 
(l+r)»-~i  ^  J^<^+ßL ,  iQQ  ftij.  die  Werthe  von  r  zwischen 

0  und  105  ^^^  <Ji€  Werthe  von  n  zwischen  0  und  100. 

Jg.  (0.) 

M.  W.  Crofton.     On  the  proof  of  the  law  of  errors  of 

Observation.      Trans,  of  London  CLIX.  175-187.  1869. 

Zweck  der  Arbeit  ist,  einen  mathematischen  Beweis  in  all- 
{emeinster  Form  flir  das  Gesetz  der  einzelnen  Beobachtungs- 
fehler zu  geben,  unter  der  Voraussetzung,  dass  gewöhnlich  ein 
Fehler  durch  das  Zusammenwirken  einer  grossen  Beihe  unab- 
lingiger  Fehlerquellen  entsteht,  die,  wenn  sie  nur  vereinzelt 
wirkten )  Fehler  von  ausserordentlicher  Kleinheit  verursachen 
wWen  im  Vergleich  zu  denen ,  welche  durch  das  Mitwirken 
liier  übrigen  Quellen  entstehen.  Cly.  (M.) 

IsAAC  ToDHUNTER.     On    the   raethod    of   least   Squares. 

TriDS.  of  Cambridge.  XL  (IL)  219-230.  1869. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  für  eine  beliebige 
Aazahl  von  Elementen  einen  Satz  zu  beweisen,  der  von  Laplace 
(Ibiorie  des  Probabilites ,  p.  324  der  ersten  Ausgabe,  p.  355 
der  Edition  du  gouvemement)  aufgestellt,  aber  nur  für  resp. 
i  Element  und  2  Elemente  bewiesen  ist.  Es  handelt  sich  da- 
bd  um  folgendes  Problem :  „Ist  eine  Reihe  von  5  Beobachtungen 
gemacht  und  jede  mit  einem  unbekannten  Fehler  behaftet,  nennen 
wir  der  Reihe  nach  diese  Fehler  e^,e^,6^,,.,  e^  und  bilden,  nach- 
iaa  wir  sie  resp.  mit  den  bestimmten  Constanten  p^Pa^Psi  ""Ps 
Mitiplicirt  haben,  die  Summe 

Ep=Pi  *i  +Pt  *t  +Pi  '« +  •••  +P»  *5» 

8* 
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und  ebenso  eine  andere  Summe 

JB»  =  9i  «t  +9t  «t  +  9s  «s+  •••  +  95  *» 
u.  8.  w.,  Überhaupt  eine  bestimmte  Anzahl  solcher  Summei 

soll    die  Wahrscheinlichkeit  gesucht   werden,   dass  Epj  E, 

gleichzeitig  vorgeschriebene  Werthe  annehmen".     Cly.  (M. 

M.  W.  Crofton.     On  the  theory  of  local   probat 

Proc.  of  Lond.  M.  S.  IL  54-57.  1869. 

Ein  Auszug  aus  der  in  den  Trans,  of  London  GL VIII 
bis  199  enthaltenen  Arbeit.    Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  75-71 

M 

J.  LüKOTH.    Bemerkung  über  die  Bestimmung  des  ^ 
scheinlichen  Fehlers.     Astr.  Nachr.  LXXin.  187-189.  18 

Siehe  Abschnitt  XII.  Gap.  2. 

P.  TcHEBYCHEP.    Formule  d'interpolation  par  la  m^t 
des  mqindres  carr^s.     M^m.  cour.  de  Belg.  8*.  XXI.  18' 

Appendice  au:  „N.  Majewski,  Mäm.  sur  les  expäriences 
k  r^tablisseraent  de  M.  Krupp  k  Essen  au  mois  de  nov( 
i867,  pour  däterminer  les  pressions  des  gaz  de  la  poudre 
Tarne  des  bouches  k  feu".  Die  Note  enthält  die  Formeln 
der  Verfasser  angewandt  hat,  um  die  Glieder  der  Reihe 

u  =  F(a:) [K, xp,(x)  +  K,  ^, (^x)  + ...] 
zu  berechnen,  als  es  sich  darum  handelte^  die  Coefficient 

6,c...  von  u  =  F(x)[a-f  6x-f  cj;'4-*'*]  aus  den  Werthen  u^^u^ 
für  jTp  JT,,  *  •  •  •  rr»  zu  bestimmen.  0 

William   Walton.      On    the    expression    of  a    ce 
function   in   the  form   of  a  series.    jQuart.  J.  X. 

1869. 

Der  durch  die  Gleichung 

I)  0 

bestimmte  Werth   von  P,   welcher  in   der  Wahrscheinlicli 
rechnung  eine  Bolle  spielt,  wird  in  eine  Reihe  entwickelt 

Hc 
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6.  Santini.  Compendiato  esposizione  del  modo  piü 
vantaggiosa  di  risolvere  una  serie  di  equazioni  lineari, 
risultenti  da  operazioni  tutti  ugualmente  probabili, 
per  la  determinazione  degli  elementi  di  una  proposta 

teorica.      Mem.  d.  ist.  Tenet.  XIV.  1870.  Jg. 

F.  Minding,  üeber  eine  bei  Beobachtung  der  Stern- 
schnuppen vorkommende  Aufgabe  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung.     Bull,  de  St.  P6t.  XIII.  203-208.   1869. 

Lösung  der  Aufgabe:  Wie  viele  von  sämtntlicben  in  einer 
gewissen  Zeit  zur  Erde  gefallenen  Sternschnuppen  werden  im 
Gencbtsfelde  eines  beliebig  aufgestellten  Fernrohrs  erscheinen? 
Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  alle  Anfangspunkte  und  Rich- 
tungen, sowie  alle  zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  liegenden 
Ungen  der  Flugbahnen  gleiche  Wahrscheinlichkeit  besitzen. 

B. 

V.  Neovius.       Särobok    i     minsta    quadrat  -  methoden. 

Abo  1870 


I 


Fünfter  Abschnitt. 

E  e  i  h  e  n. 

Capitel  L 
Allgemeines, 

Fr.  W.  Babfuss.  Lehrbuch  der  mathematischen  AnsJLym 
besonders  in  Hinsicht  ihrer  EntwickelungsmethodeD. 
Zweite  unveränderte  Ausgabe.     Berlin  1869. 

Ein  unveränderter  Abdruck  der  im  Jahre  1852  erschienenrar 
ersten  Auflage.  H. 

K.  Koppe.     Anfangsgründe   der   algebraischen  Analysis. 

Essen.    Bädecker.    1870.  i 

Das  Buch  ist  fUr  den  Schulunterricht  bestimmt,  und  bei  dem 
täglich  wachsenden  Umfange  der  mathematischen  Wissenschafteft  j| 
ist  der  Zweck  sicher  anerkennenswerth,  in  den  Schulen  bereiti 
die  Grundzüge  der  sogenannten  höheren  Mathematik  zu  geben. 
—  Der  erste  Abschnitt  des  Buches  enthält  Ergänzungen  lor 
Arithmetik  und  giebt  eine  elementare  Methode  zur  Berechnung 
der  Maximal-  und  Minimalwerthe.  —  Im  zweiten  Abschnitte,  der 
eine  Einführung  in  die  Theorie  der  Gleichungen  giebt,  wäre  eine 
genauere  Behandlung  der  complexen  Grössen  —  leider  nock 
immer  die  Achillesferse  der  Schüler !  —  vielleicht  am  Orte  ge- 
wesen. No. 

A.  WiNCKLER.     Ueber  einige   Gegenstände  der  elemen — 

taren  Analysis.      Wien.  Ber.  LXII.  356-394.  1870. 

Siebe  Abschnitt  VII.  Gap.  1. 
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\  Sardi.    Su  talune  serie,  ed  applicazione  all'  aritmetica. 

Battaglini.  G.  VIL  257-812.  1869. 

Die  Arbeit  lässt  sieb  kurz  kennzeichnen  als  Ausnutzung 
nehrerer  sehr  geschmeidiger  Zeichen,  behufs  Vereinfachung  von 
Jummcn-  und  Product-Formeln.  Die  139  Formeln  —  ungerech- 
ict  mannigfache  Theoreme  —  wagen  wir  nicht  aufzuzählen, 
EQfflal  man  häufig  trotz  der  hübschen  Beziehungen  sich  fragen 
möchte:  wozu  das?  —  Um  aber  wenigstens  einen  BegriflF  von 
der  Abhandlung  zu  geben,  Folgendes: 

Die  Divisoren  von  n,  welche  in  der  Reihe  (a)  a,,a„a3,.. 
enJhalten  sind,  seien  a^^J  «,,,..;  On  sei  =  a,,-|-ö,,+ ..;  oP  =  aP^^ 

+fl?t  +  *S  ^  »ei  die  Anzahl  der  a,y;  —  der  Complementarfactor 

M  öi;  Oi^'i^n  sei  die  Differenz  der  Summe  aller  ai^y  mit  unge- 
ndem,  und  der  Summe  aller  ai,  y  mit  geradem  Complementarfactor; 
h,2,.  die  Differenz  der  entsprechenden  Anzahlen.  Man  erhält  dann 

^j =^vi,2,«a?\  —  Es  seien  dann  Pi«>  die  Zahl  der  Zu- 

BUDmensetzungen  von  n  aus  verschiedenen  Gliedern  der 
Rdke  (a) ;  I^l  die  Anzahl  der  Zusammensetzungen,  welche  eine 
ugerade,  Pf^°l  der,  welche  eine  gerade  Anzahl  von  Gliedern 
allhalten;  Pi''}  =?.<"> —  PJ"^;  ähnlich  pC''),  pC">u.  s.  w.,  wenn 
ioch  gleiche  Glieder  gestattet  werden.  Daraus  folgt  z.  B. 
%l—afi')=2!P^''}n^  u.  s.  w.,  eine  Reihe  von  Sätzen  betreffend 
fie Zerlegung  von  Zahlen;  Darstellungen  der  P,o,v..  als  Deter- 
iioaQten.  —  Dann  werden   die  Functionen  pF(x»)  =  j:"  4-2^0;''* 

■|-3?x*«+--  undVC^)  =  ^"— 2''«'''  +  3^x^" in  ähnlicher  Weise 

Bgewendet.    Man  findet  z.  B. 

vnd  entsprechend 

-^c-1)'    l-J    \t+^. 

/  No. 
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A.  Cayley.     On   the   binomial   theorem,    factorials  and 

derivations.       Messenger  V.   102-114.  1§70. 

Die  Arbeit  enthält  einen  Beweis  des  Binonaialtheorems,  der 
von  den  Einwänden,  die  Eulers  Beweis  anhaften,  fr^i  ist  Das 
Gesetz  der  Coefficienten  wird  zuerst  durch  wiederholte  Multipli- 
cation  bewiesen,  und  daraus  dann  der  Binomialsatz  selbst  her- 
geleitet. Die  Methode  der  wiederholten  Multiplication  wird  auch 
gebraucht,  um  ein  Product  wie  (ä— o)(ä— 6)(ä— c)(A— d)(Ä— e), 
nach  einer  Reihe  von  Producten  (ä— a)CÄ— /?)(*— y)(A—J)(Ä—«), 

(Ä-a)(Ä-/?)(Ä_y)(Ä-ä),     (h-a')(h-ß)(h-r'),    (*-«)(*-/?), 

(h—a\  1  zu  entwickeln;  2  specielle  Fälle  des  Satzes  werden  be- 
zeichnet. Die  Coefficienten  in  dieser  Entwickelung  werden  durch 
ein  Verfahren  erhalten,  das  sich  in  Arbogasfs  „Caloulus  of  De- 
rivations" findet  und  welches  man  als  den  Inductionschluss  von  n  auf 
n-f  1  (rule  of  the  last  and  last  but  one)  bezeichnen  kann.  Das  Var- 
fahren  und  sein  Zusammenhang  mit  Argobast's  Derivationen  wird 
erklärt.  Ein  Theil  der  Arbeit  ist  der  Erläuterung  gewidmet,  wes- 
halb die  Gleichung  [in]'^+'  =  [iii]'^fm— rj%  wo  [m]'*  =  »1(111— !)•••' 
(m— r  +  l),  nicht  in  bestimmter  Weise  zu  einer  Ausdehnung  der 
facto riellen  Bezeichnung  auf  Bruchwerthe  des  Index  dienen  kuii. 

Glr.  (0.) 

Tröger.     Ueber  Suminirung    unendlicher    Reihen.     Pr. 

Danzig  1870. 

Die  Arbeit  reproducirt  Stirling's  und  Euler's  Summinmgfl- 
methoden.  Ni. 

R.  Most.     Ueber   die   Summirung   gesetzmässig  ausge- 
wählter Reihenglieder.      Grunert  Arch.  L.  239-240-  1869. 

N.  Jadanza.    Sülle  progressioni  a  due  e  a  tre  differenze. 

Battagliüi  G.  VII.   17-23.   1869. 

N.  Jadanza.   Sülle  progressioni.   Battagiini  G.  vii.  117-130. 18Ö. 

Ist  8k  die  Differenz  des  ä'^"  und  Ä-f  1^^"  Gliedes  einer  Reibe, 
so  nennt  Jadanza  dieselbe  „eine  Beihe  mit  n  Differenzen'*^  weni^ 
^*«+i  =  ^(jt-i-i)n-j-;i  (bei  beliebig  gegebenen  S^^8^^,,8n)  ist.    Lös* 
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in  diese  Reihe  in  n  arithmetische  Reihen' erster  Ordnung  auf, 
ergeben  sieh  unmittelbar  die  in  der  ersten  und  dem  Anfange 
r  zweiten  Arbeit  hergeleiteten  Sätze.  Zu  Ende  der  zweiten 
•beit  werden  die  Reihen  höherer  Ordnung  behandelt,  ebenso 
ie  die  figurirten  und  die  Polygonalzahlen.  No. 

.  Vecchio.    Sülle  proporzioni  e  progressioni.     Battaglini 

Q.  Vn.  43-49.  1869. 

Der  Verfasser  untersucht,  unter  welchen  Bedingungen  man 
ie  einzelnen  Glieder  einer  arithmetischen  Proportion  mit  einer 
lanzen  Zahl  durch  Addition,  Subtraction,  Multiplication,  Division, 
pQlenzirung,  Radicirung  und  Logarithmirung  verbinden  kann, 
und  wann  zwei  arithmetische  Proportionen  durch  die  4  ersten 
Operationen  vereinigt  werden  können.  Dasselbe  wird  für  ge- 
)metri8che  Proportionen  gemacht.  Ferner  wird  untersucht,  wann 
jine  arithmetische  Progression  eine  solche  bleibt,  nachdem  ihre 
jlieder  durch  die  sieben  genannten  Operationen  mit  einer  Zahl 
verbunden  sind,  und  wann  zwei  solche  Progressionen,  addirt, 
mbtrahirt,  multiplicirt  oder  dividirt,  wieder  eine  arithmetische 
Progression  geben.  Dieselbe  Untersuchung  wird  für  geometrische 
Progressionen  durchgeführt  M. 
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W.  Walton.     On    an    equation   of   mixed    differences. 

Quart.  J.  X.  248-253.  1869. 

Formale  Ableitung  der  Reihen  von  Lagrange  und  Bürmann. 
Ans  der  letzteren  wird  noch  eine  Formel  gewonnen,  die  mehrere 
Bdationen  zwischen  den  Binomialcoefficienten  derselben  Potenz 
liefert  St. 

A-WiNCKLER.    Auszug  aus  der  Abhandlung:  „Der  Rest 
der  Taylor'schen  Reihe".     Wien.  Her  Lix.  533-548.  1869. 

Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  84-85. 
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J.  Thomae.      üeber    die    höheren    hypergeometrischen 
Reihen,  insbesondere  über  die  Reihe: 

Clebsch  Ann.  IL  427-444.  1870. 

Nach  einigen  einleitenden  Betrachtungen  über  die  hype^ 
geometrischen  Functionen  h^*"'  Ordnung  und  deren  Differential- 
gleichung geht  der  Verfasser  auf  die  Functionen  dritter  Ordnung 
über  und  entwickelt  Relationen  zwischen  den  letzteren. 

Wy. 

L.  ScHLÄFLi.     üeber  die  Gauss'sche  hypergeometrische 

Reihe.      Clebsch  Ann.  111.   286-295.  1870. 

Ableitung  der  Fundamentalrelationen  aus  dem  Integral 
J.  Thomae.     Die  Recursionsformel 

Sohlomilch  Z.  XIV.  349-367.  1869. 

Die  Differenzengleichung  wird  einmal  integrirt,  wodurch  daff 
wichtige  Resultat  hervorgeht,  dass  die  Lösungen  durch  Integrale 
ausdrückbar  sind,  die  zur  Darstellung  der  hypergeometrischen 
Reihe  benutzt  zu  werden  pflegen.  Wy. 

J.  Thomae.    Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Heine'- 
sche  Reihe 

^1—9     l-q"    ^1-q    1-q*       l-<f  l—q'+^      ^ 

darstellbaren  Functionen.     Borchardt  j,  LXX.  258-281.  1869. 

Wy. 

F.  ÜNFERDIN6ER.     Die  verschiedenen  Darstellungen  des 
Products 

als  Summe  von  vier  Quadraten.    Wien.  Ber.  LIX.  455-464. 

1869. 

Ein  Product  von  n  Factoren,  von  welchen  jeder  die  Summe 
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t)n  vier  Quadraten  ist,  kann  im  Allgemeinen  anf  48"^*  ver- 
chiedene  Arten  in  eine  Summe  you  vier  Quadraten  transformirt 
rerden. 

Das  ist  das  durch  rein  algebraische  (nicht  zahlentheoretische) 
Betrachtungen  geförderte  Resultat. 

Zu  dem  Fermat'schen  Satze,  dass  jede  ganze  Zahl  als  Summe 
Ton  vier  Quadraten  dargestellt  werden  kann  (die  Null  als  ganze 
Zahl  eingerechnet),  fehlt  mithin  der  Beweis,  dass  jede  Primzahl 
riner  solchen  Zusammensetzung  fähig  ist. 

Literatur  ftlr  den  letzteren: 
fennat:  in  den  Anmerkungen  zu  Bachet's  Ausgabe  des  Diophan- 

tus  (Toulouse,  1670), 
Eoler:  Nov.  Comm.  Petrop.  T.  V., 
Ugrange;  M6m.  de  Berlin  1770, 
Euler:  Act.  Petrop.  T.  I.  1777, 

Jacobi:  Fundamenta  nova  theoriae  funct.  ellipt.,  §.  40. 
LeBesgue:  Exercices  d'analyse  numörique.    Paris  1859  p.  104. 

Wy. 

F,  ünferdingeb;    lieber   das  Dirichlet'sche  Paradoxon 
bei  unendlichen  Reihen.     Wien.  Ber.  LX.  591-604  1869. 

Im  Wesentlichen  eine  Fortsetzung  der  Arbeit,  über  welche 
im  Yorigen  Jahrgang  p.  90  berichtet  ist,  indem  die  Resultate 
dergelben  combinirt  werden.  Wy. 

0.  ScHLöMiLCH.     Ueber    das    Dirichlet'sche    Paradoxon 
bei  unendlichen  Reihen.     Schiömiich  z.  xv.  134.  1870. 

Bericht  über  die  letztgenannte  Arbeit  Unferdinger's  unter 
Hinweis  auf  die  folgende.  Wy. 

0.  ScHLöMiLCH.    Ueber  die  harmonische  Reihe.    Schiömiich 

Z.  XIV.   250-253.    1869. 

In  diesem  Aufsatze  wird  mit  Hülfe  der  Identität 
folgender  Satz  bewiesen; 
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^Wenn  man  aus  der  Reihe 

eine  neue  bildet,  in  welcher  immer  p  positive  und  q  negative 
Glieder  auf  einander  folgen,  so  ist  der  Unterschied  zwischen 
beiden  Reihen  gleich  dem  Grenzwerth  von 

fttr  ein  unendlich  grosses  n",  Wy. 

A.  Enneper.     Relationen  zwischen   einigen   unendlichen 

Reihen.      Schlömilch  Z.  XV.  47-55.   1870 

Eine  grössere  Anzahl  von  Relationen,  die  aus  den  Gleiohuogen 

ßunz    \    g—anz  A=ao   t  ) 

n-  Z_l —  jT    y     J  ß-(2n-l-r)o7r    I    g-(2f-M-«)an  J 

durch  Substitution  verschiedener  Werthe  und  durch  Integration 
hervorgehen.  Wy. 

Ch.  Lindmann.     De    seriebus    quibusdam    annotationes. 

GruDert  Arch.  L.  219-222.  1869.  Wy. 

B.  Imchenietzky.  Sur  les  fonctions  de  J.  Bernoulli  et 
Texpression  de  la  diflF^rence  entre  Tint^grale  aux  dif 
f^rences  finies  et  l'int^grale  ordinaire  dont  les  liniites 

SOnt  les   mömes.      M6m.  de  Kasan.  1870. 

Der  Verfasser  giebt  einen  elementaren  Beweis  der  bekannten 
Euler'schen  Reihe,  indem  er  den  Rest  durch  ein  bestimmtes  In- 
tegral ausdrückt.  Es  folgen  einige  Entwickelungen  ttber  die 
Summen  ganzer  Functionen.  Ke.  (0.) 

J.  Chiö.     Nota  suUa    formola  sommatoria    applicata  al 

calcolo   di  S  —  —  1  +  — +  . . .  + Attl  di  Torino  V.  1870. 

X  2  X 

1 
Nach  Ableitung  des  Ausdrucks  von  S —  aus  der  Summen- 
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formel  von  Malmsttn  (Grelle  J.  XXXV.   1847)   zeigt  der  Ver- 
fasser,   dass   diese  Reihe   divergent  ist,   dass   sie   aber  nichts 

destoweniger    zur   Berechnung   der   Summe  S —  dienen  kann, 

CD 

wenn  man  nicht  eine  sehr  grosse  Näherung  haben  will.    Nach- 
dem darauf  die  Grenze  des  kleinsten  Fehlers  bestimmt  ist,  den 

man  begeht,  wenn  man  die  Reihe  zur  Berechnung  von  S —  be- 

CD 

nutzt,  wird  die  Anzahl  der  Glieder  bestimmt,  welche  man  neh- 
men muss,   um   die   verlangte   Summe   bis   auf  einen   Fehler, 

Udner  als  rrr-  zu  berechnen,  eine  Zahl,  die  um  so  kleiner  ist, 
IQ* 

je  grösser  x  ist.    Es    wird  bemerkt,   dass  die  Formel  für  die 

Anwendung  nur  bequem  ist,  wenn  x  sehr  gross  ist,  in  welchem 

1 

Falle  die  3  ersten  Glieder  schon  einen  Näherungswerth  von  S  — 

1  ^ 

i  bis  auf  einen  Fehler  von  -r-^— 5  geben.    Der  Verfasser  schliesst 

leine  kurze  Note  mit  der  Bemerkung,  dass  einige  Fragen,  die 
den  von  ihm  aufgestellten  analog  sind,  1860  von  Henri  Limbourg 
j  behandelt  sind  in  der  Note :  „Sur  un  point  de  la  thöorie  de  la  formule 
{  ieStirling''  (T.  XXX.  des  M^m.  des  savants  ötrangers  de  TAca- 
iteie  Belgique.).  Während  er  jedoch  eine  elementare  Methode 
ugewandt  hat,  hat  der  Belgische  Mathematiker  seine  Betrach- 
tengen auf  bestimmte  Integrale  gegründet.  Jg.  (0.) 

E.  Heine.     Aus  brieflichen  Mittheilungen.    Clebsch  Ann.  11. 

187-191.  1870. 

Die  erste  Mittheilung  betrifft  die  Entwickelung  von  cos  nq> 
fllr  ein  ganzes  positives  n  nach  Potenzen  von  cos  (f.  Dieselbe 
geschieht  durch  Entwickelung  der  Identität:  log  (1— ae*>)-f 
log  (1— ae~*v)=log(l— 2a  cos  <p  +  a').  Der  Coefficient  von 
-«"  hnks  ist  gleich  2  cos  ntf^  und  rechts  erhält  man  dafür  die 
Teriangte  Reihe.  Ni. 

E.  Heine.     Ueber  trigonometrische  Reihen.     Borchardt  J. 

LXXL  303-865.  1870. 

Siehe  Abschn.  VII.,  Cap.  1. 


Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integral-Rechnung. 

Capital  L 
Allgemeines.     (Lehrbücher  etc.) 

Stern.     J.  Bertrand:  Trait^  de  calcul  difF^rentiel  et  • 
calcul  integral.      Calcul  integral.     Integrales   d^fini 

et  indöfinies.      Paris  1870.    Gott.  Adz.  1870.    1663-1676. 

Diese  Kritik  des  zweiten  Theiles  des  Bertrand'schen  Werl 
spricht  zuerst  über  die  Ungleichheit  in  der  Behandlung  der  ( 
genstände  und  rügt  die  mangelhafte  Anftlhrung  der  Quellt 
Hierauf  folgt  eine  Angabe  des  Inhalts  nach  seinen  Hauptzflg 
mit  eingestreuten  kritisirenden  Bemerkungen  (siehe  die  frani 
sische  Literatur).  M. 

Fr.  W.  Barfüss.     Lehrbuch    der   Differentialrechnun 

Zweite  nnveränderte  Ausgabe.    Berlin  1869. 

Die  erste  Auflage  dieses  zweiten  Theils  des  Lehrbuchs  d 
^mathematischen  Analysis''  erschien  bereits  im  Jahre  1854,  iu 
ist  in  der  neuen  Auflage  nichts  geändert.  M. 

A.  V.  Tegetthoff.     Compendium  der  Differential-  ui 
Integralrechnung.     Triest  1869. 

Das  Buch  ist  für  die  Bedürfnisse  der  österreichischen  M 
rine- Akademie  berechnet,  und  enthält  als  Einleitung  die  a1( 
braische  Analysis,  dann  die  Elemente  der  höheren  Antlyfl 
Das  Werk  ist  lediglich  als  Schulbuch  zu  betrachten;  einigen  £ 
weisen  z.  B.  dem  der  Taylor'schen  Reihe  wäre  doch  etwas  me 
Schärfe  zu  wünschen.  Ni. 
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S.  Spitz.    Erster  Cursus  der  Differential-  und  Integral- 
Rechnung.     Lief.  I.    Leipzig,  Winter  1870. 

Das  Referat  erfolgt  nach  yollständigem  Erscheinen. 

Red. 

Price.      Treatise     on     infinitesimal    calculus      2.  editioo. 

LondoD,  Macmillan.  1869. 

Björling.     Elementei'na    af  algebraisken  Analysen    och 
Differentialkalkylen.     Upeaia.  1868. 

Kritik  siehe  Grunert  Arch.  L.  Lit  CLXXXXIX.  2-4.  1869. 

Mänilius.     Note   sur  Tinterpr^tation    de    la  conception 
f      infinitesimale   de  Poisson.     Rapport  par  £.  Catalan. 

Bull,  de  Beig.  (2)  XXVIL  9-11.  1869. 

Herr  Mänilius  hatte  der  Belgischen  Akademie  eine  Note 
ZQgehen  lassen,  die  eine  Yertheidigung  der  Poisson'schen  Defi- 
nition des  unendlich  Kleinen  (siehe  M^canique,  2.  €d.  p.  11)  ent- 
hielt Herr  Catalan  erwähnt  in  seinem  Bericht  über  diese  Note 
fie  verschiedenen  Definitionen,  die  im  Laufe  der  Zeit  aufgestellt 
lind,  und  macht  zum  Schluss  auf  die  nach  Herrn  Catalan's  An- 
hebt unberechtigte  Unterscheidung  von  Grössen  aufmerksam,  die 
Ben*  Mänilius  in  seinem  Werke  „Methode  infinitesimale,  sans 
Atephysique  et  indöpendante  de  la  m^thode  des  limites''  auf- 
gestellt hatte.  0. 

A.  DE  Morgan  (the  late).    On  the  root  of  any  function 

and   on   neutral  series.   No.  IL    Trans,  of  Cambridge  XI.  (II.) 
239-266.  1869. 

Der  erste  Theil  der  Arbeit  brachte  folgendes  Resultat :  „Sind 
'  and  Q  Funktionen  von  x  und  y,  Vielehe  beide  kein  Maximum 
ind  Minimum  zulassen^  und  nur  in  vereinzelten  Punkten  nicht 
gMtatten,  dx  und  dy  als  Functionen  erster  Ordnung  von  dP 
isd  dO  auszudrücken:  so  kann  man  P=zay  Q  =  b  durch  reelle, 
eiidUebe  oder  unendliche  Werthe  von  x  und  y  auflösen;  und  P 
*»d  Q  sind  solche  Functionen,  wenn  (p^x+y  f^^)  =  P+Q  ^^i'\ 

Der  zweite  Theil  der  Arbeit  bezieht  sich  auf  neutrale  Reihen 
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ZU  anderen  mehrfach  ausgedehnten  Manniehfaltigkeiten  kenn- 
zeichnen, deren  Ausführung  yon  Biemann  aber  nicht  gegeben  iii 

NL 

B.  LiPSCHiTz.    Entwickelung  einiger  Eigenschaften  der 
quadratischen  Formen  von  n  Differentialen.     Borchaidt 

J.  LXXI.  274-287.  288-295.  1870. 

In  der  ersten  Abhandlung  werden  invariante  6r5s8en?(M>^ 
bindungen  der  Form  f(ßa:)  und  des  Systems  von  Gleichnngei 
y^  =  coDsi  abgeleitet,  wenn 

f(jix)  =  —Z  öa^  dxa  dXf, 

£t  ab 

eine  quadratische  Form  der  Differentiale  dx^,  bedeutet,  dereA 
Coefficienten  in  irgend  einer  Weise  von  den  x^  abhängen,  noA 
y«  beliebige  von  einander  unabhängige  Functionen  der  Variabelo 
x^  sind.  —  In  der  zweiten  Abhandlung  wird  der  innere  Za- 
sammenhang  zwischen  dem  Verfahren,  durch  welches  man  za 
jenen  gelangt,  und  der  quadrilinearen  Form  %p  aufgedeckt 
welche  in  demselben  J.  LXX.  83  definirt  ist  und  eine  Covarianti 
von  fidoi)  darstellt.  Wy. 

A.  Genocchi.     Intomo  ad  tin  teorema  di  caloolo  difib* 

renziale.      Atti  di  Torino.  IV.  1869. 

Das  Theorem,  um  das  es  sich  handelt,  drückt  der  Verfasser 
folgendermassen  aus:  „Es  sei  <p(xya)  eine  Funktion  zweier  uih 
abhängiger  Variablen  x  und  a;   setzt  man  voraus,  dass  fttr  dte 
Werthe   von  x  innerhalb   eines  gegebenen  Intervalles   und  fto 
die  Werthe  von  a  in  der  Nähe  eines  speciellen  Werthes  ir=a, 
die  partielle  Derivirte  der  Funktion  nach  x  bestimmt  und  eiir 
lieh  bleibe;  setzt  man  femer  voraus,  dass  flQr  o  =  ff0  diese  Foib 
lion  eine  Grenze  xi>(x')  habe  und  dass  auch  diese  Funktion  t^(i^ 
in  dem  Intervalle  eine  endliche  und  bestimmte  Deriviite  ^/(Ji^ 
habe,  so  wird  die  partielle  Derivirte  ^^(o;,  er)  fbr  a^sa^  dieBe* 
virte  t/;'(j;)  zur  Grenze  haben".    Dies  Theorem  ist  bereits  aw 
gesprochen  von  Blanchet  (J.  de  Liouville  VL  1841),  DuktMt 
(Elements  de  calcul  infinitteimal,  1856),  Bertrand  (Trait6  de  0Üt 
eul  diff.  1864)  und  Serret  (Cours  de  calcul  diff.  et  intägr.  18(i8)* 
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Au   den  dortigen  Beweisen,   welche  aus  der  bekannten  Re- 

hergeleitet  sind,  begreift  man  weder,  wie  die  Bedingungen  er- 
ftllt  sind,  die  für  die  Existenz  dieser  Relation  nöthig,  noch  wie 
die  Betrachtungen  angewandt  werden  können,  die  zum  Beweise 
angestellt  sind.  Der  Verfasser  nimmt  sich  deshalb  vor,  einen 
Ton  den  früheren  verschiedenen  Beweis  dieses  Theorems  zu 
ififem,    was    ihm    auch    mit   genügender  Einfachheit    gelingt. 

Ausserdem  beweist  der  Verfasser,   dass  „die  Grenze  von  -r:^ 

^eh  ^  ist".  Jg.  (0.) 

• 

&6öTTiK6.  Differentiation  des  Ausdrucks  oj*,  wenn  x 
eine  Function  irgend  einer  unabhängig  Veränderlichen 

';      bedeutet.      Glebsch  Ann.  HI.  276-285.  1870. 

Der  Verfasser  gelangt  zu  dem  Resultat: 

Jwo  die  Summe  so  zu  nehmen  ist,  dass  für  jeden  Werth  von 
^  i=0, 1,2, ....«— 1  alle  zugehörigen  Ai,A„....  zu  nehmen  sind, 
^  ireWie  die  Gleichungen  X  +  Ä,  +  Ä,4-  ••  =ä,  und  A4  +  2^,+3^»  '•'• 

'   -«  erftlllen,  und  wo  chx^Tn -r^  zu  setzen  ist.      Ni. 

^  l*2-««ii  oy* 

F.  Unfebdinger«  Die  allgemeinen  Differentialquotienten 
der  Funktionen  c**' cos  (a + /Sa?),  e"""  sin{a+ßx)j  a?"  cos 
[b  log  (a + ßx)] ,    0?*  sin  [6  log  (et  +  ßx)]    etc.      Wien.  Ber. 

LX.  605-630.  1869. 

Das  Princip,  welches  der  Verfasser  zur  Darstellung  neuer 
Ufferentialquotienten  anwendet,  besteht  in  Folgendem: 

Es  sei  X  eine  Funktion  von  x  mit  dem  Parameter  c,  deren 
i^  Dtferentialquotient  nach  or,  X^*)  bekannt  ist;  setzt  man  nun 
tsta+bi  und  bringt  X  auf  die  Form  F+Zt,  wo  Fund  Z  reell 
■id,  dann  wird  ^")  =  F»)4-fZ^");  und  man  erhält  also  durch 
C*  Trennung  des  Beeilen  und  Imaginären  in  X^")  den  n^^"  Diffe- 

9* 
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rentialquotienten  der  neuen  Funktionen  Y  und  Z.  So  werden 
aus  D»c'*^=c"c^^  die  Ausdrücke  D^Ce'»^  cos  6a;)  und  ©"(e^sinte) 
und  durch  die  Substitution  x=p'{'qz,aq  =  mjbp  =  a^bq=:ß  ^t 
Ausdrücke:  D"[c'"^cos  (a  +  /Är)J  und  D"[c'"' sin  (a  + /&)]  ohne 
Schwierigkeit  entwickelt.  Die  Gleichung  D"a;*"  =  m(m —  1)  ••• 
(m— n+l)a?'"-»  liefert  ferner  für  m=a+bi  die  Werthe  der  Diffe- 
rentialquotienten D"[a;«  cos  (6  log  a;)]  und  D"[ir*' sin(61ogaj)J,  in- 

dem  das  Product  11  (a  — r+6f)  durch  die  Substitution  a-^r^^ 

r=() 

QrC09&rj  b=QrBin&r  auf  dic  Normalform: 
e,ft...e..,[cos(*,  +  i*,  +  -+*n-0+«8m(*,  +  i*,  +  ...  +  *^,)] 
gebracht  wird. 

Die  Anwendung  der  Leibniz'schen  Formel  für  die  Differen- 
tiation der  Producte  auf  die  Funktion  a:^(a+a;)*'  und  nachherigo 
Einführung  von  ßx  statt  x  ftlhrt  auf  die  Formeln  flir 

D*[x''  cos  (6  log  (a  +  ßx))]  und  D-[j;«  sin  (6  log  (a  +- /ftc))J. 
Unter  den  folgenden  Formeln  heben  wir  den  allgemeinen  Ana- 
druck   für  Z>"logF(a;)   hervor,   wo  FQx^   eine   ganze  Funktion 
m'*""  Grades  ist.    Mit  Hülfe  der  Gleichung 

^  ,      .    .  .  N     C-iy-'(«-l)I6" 

und  der  Waring'sehen  Formel  zur  Darstellung  der  Potenzsummen 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  ihre  CoefBcienten  wird  ge- 
funden : 

D"  log  F(x)  = 

wo  die  Summation  sich  auf  alle  ganzen  positiven  Werthe  ein* 
schliesslich  Null    von    *,,*„•••*«   bezieht,    die   der   Gleichung 

«1  +  2«,  +  3ä,  -j 1-  ms„,  =  n  genügen. 

In  einer  der  Abhandlung  beigefügten  Note  wird  ein  neuer 
Beweis  flir  die  Waring'sche  Formel  mitgetheilt,  der  darauf  be* 
ruht,  den  Ausdruck  i'  log  (1— a^a?),  wo  a,, «,,  •••  a^  die  Wurzebi 

einer  Gleichung  n'^"  Grades  bedeuten,  auf  zwiefache  Art  nadt 
steigenden  Potenzen  von  x  zu  entwickeln,  so  dass  die  Goefli' 
oienten  in  der  einen  Entwickelung  die  verschiedenen  Potensr 
summen  der  Wurzeln  bis  auf  Zahlenfactoren  dar;stellen,  in  de^ 
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mdem  ans  den  GoefScienten  der  Gleichung  zusammengesetzt 
sind.  Fflr  die  Lösung  des  umgekehrten  Problems,  die  Coeffi- 
äenten  einer  Gleichung  durch  die  Potenzsummen  ihrer  Wurzeln 
darzustellen,  wird  die  nämliche  Methode  der  doppelten  Entwicke- 

lang  auf  den  Ausdruck  e*  angewandt. 

Ref.  muss  bemerken,  dass  fttr  das  letztere  Problem  H.  Kro- 
necker in  einer  vor  Jahren  an  der  Berliner  Universität  gehalte- 
nen Vorlesung  über  algebraische  Gleichungen  dieselbe  Lösung 
gegeben  hat,  während  er  sich  zur  Darstellung  der  Waring'schen 

Formel  des  Ausdruckes  j-  2!  log  0  — «iKc)  als  erzeugender  Funk- 
tion bediente.  ^  *  Hr. 

Wn^LiAM  Walton.    On  a  theorem  on  maxima  and  mi- 
nima.     Quart,  J.  X.  253-262.  1869. 

I 

;   A.  Cayley.     Addition  to  Walton's  theorem.     Quart.  J.  x. 

262-263.  1869. 

Bedeutet  f(^x)  eine  ganze  Function  von  x  mit  reellen  Coeffi- 
denten  und  erhält  man 

wenn  man  x  =  u-{-it  setzt,  so  gilt  der  Satz: 

Auf  der  Fläche  m?=P,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  u,  v,  w^  beschreibe  man  eine  Bahn,  deren  Pro- 
jection  auf  die  Ebene  der  m,  c  die  Curve  0=0  ist.  Dann  ist 
die  Höhe  der  Bahn  ein  Maximum  oder  Minimum  f&r  solche 
Punkte  der  Projection  0  =  0,  und  nur  fttr  solche,  fttr  welche 
diese  Curve  einen  vielfachen  Punkt  gerader  Ordnung  besitzt. 

Der  Satz  wird  durch  eine  lange  Analysis  bewiesen. 

Herr  Cayley  macht  hierzu  folgende  Bemerkung: 

Die  Fläche  <tf=P,  besitzt  keine  Punkte,  fttr  welche  w  ein 
eigentliches  Maximum  oder  Minimum  ist,  die  Fläche  hat  keine 
höchsten  oder  tiefsten  Punkte^  sondern  nur  Pässe,  d.  h.  Punkte 
IQ  denen  die  Tangentenebene  horizontal  ist^  während  die  Fläche 
änen  Sattel  bildet.  Die  betrachtete  Bahn,  fttr  die  0=0,  hat 
dann  zwei  Zweige  durch  diesen  Punkt,  von  denen  der  eine  nach 
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beiden  Seiten  steigt^   während  der  andere  nach  beiden  Beita 
fällt    Beide  schneiden  sich  rechtwinklig. 

Hierfilr  wird  ein  sehr  einfacher  Beweis  geliefert,  ansgeheui 
von  den  fundamentalen  Oleiohnngen 

dP_dQ    dQ_dP 

dy "~      dx'  dy^dx  He, 

R.  W.  G.  On  geometrical  methods  in  maxima  and  mi- 
nima.    MessoDger  Y.  122-124.  1870. 

5  Probleme  werden  durch  Infinitesimalrechnung  gelöst,  nlm 
lieh  1)  PA+PB^PC  und  2)  PA'-f  PB'+PC  zu  einem  Hiniman 
zu  machen  (P  variabel),  3)  das  einer  Ellipse  eingeschriebeii 
grösste  Dreieck,  4)  das  einer  Ellipse  umschriebene  kleinst! 
Dreieck  und  5)  die  kürzeste  Tangente  zwischen  den  Aza 
zu  finden.  61r.  (0). 

G.  B.  Marsano.  Sulla  legge  delle  derivate  generali  dell( 
funzioni  di  funzioni  di  piü  variabili  indipendenti,  < 
suUa  teoria  delle  forme  di  partizione  dei  numeii  interi. 

Genova  1870.  Jg. 
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A.  Andreieffsky.    Sur  Tintdgration  des  expressions  difK- 
rentielles  homogenes  avec  quelques  applications.    W«- 

schau  1869. 

Die  Diflferentialausdrücke,  welche  in  der  vorliegenden  Arbeit 
behandelt  werden,  sind  ganze  homogene  Functionen  in  Bezog 
auf  die  Differentiale  der  unabhängigen  Yariabeln.  Sie  sind  b& 
reits  von  H.  Baabe  in  seiner  Differentialrechnung  behandelt 
Nach  Ableitung  der  Besultate  des  H.  Baabe  fOgt  H.  Andröieffidq 
einige  specielle  Entwickelungen  hinzu  und  giebt  Anwendungei 
derselben  auf  die  Bestimmung  der  Form  gewisser  unbestimmte] 
Integrale^  Ke.  (0.) 
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A.  Genocchi.     DimostrazioTie  di   una   formola  di  Leib- 
niz  e  Lagrange  e  di  altre  formole  affini.   Atti  di  ToHdo. 

IV.  1869. 

Die  betreflPende  Abhandlung  selbst  ist  in  den  Publikationen 
der  Akademie  noch  nicht  erschienen.  Der  Inhalt  wird  durch  fol- 
gende Stelle  der  Note  charakterisirt: 

Die  bekannte  Reihe  für  die  successive  Integration  eines 
Produktes  wird  bewiesen,  indem  von  der  Formel 

yi5?)(te-=^;jj-^^  (m-t)!  =1.2.3 (in~l) 

Gebrauch  gemacht  wird,  welche  die  Möglichkeit  giebt,  die  Con- 
leigenz  der  Reihe  zu  beurtheilen  und  einen  Restausdruck  zu 
UMen.  Durch  Ausdehnung  dieser  Formel  auf  gebrochene  (po- 
BtiTe)  Werthe  von  tn  wird  der  Beweis  auf  Integrale  mit  ge- 
brochenem Index  ausgedehnt.  In  derselben  Abhandlung  werden 
einige  andere  Formeln  bewiesen,  von  welchen  der  Verfasser 
glaubt,  dass  sie  noch  nicht  bekannt  sind.    Es  sind  die  folgenden : 

pd'^q==2:  W-( — ^)  V-"  (qd"-^  M»  dp) 

/*"!,  w,r       1/^      IV  /•"'+•' d'-'(M" dp)  .      _^ 

pygda;'"=2;[-m].(--)y     q —^—Eldx-^^ 

wo  pyqjU  3  Funktionen  von  x  anzeigen  und  [m]«  allgemein  den 
CoefBcienten  von  o?»  in  der  Entwickelung  von  (i  -f-^)*"  bedeutet 

Jg.  (0.) 
0.  ScHLöMiLCH.     Ueber    die    mehrfache    Differentiation 
unter  dem  Integralzeichen,  nach  einer  brieflichen  Mit- 
theilung von  P.  H.  Schonte.    Schlömilch  Z.  XV.  207-208.  1870. 
0.  Werner  giebt  im  18*"'  Theile  des  Grunert'schen  Archives 
fllr  den  Werth  des  Ausdruckes: 

d^  ff> 

folgende  Formel:  " 

nd-f(x,r),^  .  dr{hf{h,r)^af{a.r)) 

\       dr^  dr^     i 
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Diese  Formel,  welche  auch  in  das  Expose  de  la  Üiterie  des 
integrales  d^finies  von  H.  Bierens  de  Haan  und  in  Schlömilch's  Gom- 
pendium  aufgenommen  ist,  entbehrt  jedoch,  wie  der  Verfasser 
dieser  Notiz  nachweist,  der  Richtigkeit;  es  ist  nSmlich  z.  B.  tta 
den  Fall,  wo  n=2  ist,  noch  hinzuzuftigen: 

__  df{b,  r)  fdb\'     df(a,  r)  /daV 
db     \dry  "^     da     Mr/ ' 
Für  höhere  Differentialquotienten  wird  die  Entwickelung  sogar 
ziemlich  complicirt. 

Die  Wemer*sche  Formel  ist,  wie  der  Verfasser  nachweist, 
durch  Verwechselung  der  partiellen  Differentialquotienten: 

df(^  dß^^j:)  ^^  ^^^  ^^^j^^  dj(^  djM  ^^^^^ 

dr    ^       dr  dr  dr 

NL 

F.  Unferdinger.    Transfonnation  und  Bestimmung  des 
dreifachen  Integrals 

Wien.  Ber.  LXI.  105-119.  1870. 

F.  Unferdinger,     Transformation  und  Bestimmung  des 
dreifachen  Integrals 

Wien.  Ber.  LXI.  417-440.  1870. 

Beide  nach  Aufgabe  und  Behandlungsweise  im  engsten  Zu* 
sammenhange  stehenden  Arbeiten  beschäftigen  sich  mit  der  Be- 
duction  der  in  den  Titeln  genannten  dreifachen  Integrale  auf 
ein  Doppelintegral,  wenn  der  Integrationsraum  in  ihnen  von  zwei 
concentrischen  Ellipsoiden,  resp.  ein-  oder  zweischaligen  Hyper- 
boloiden, von  zwei  parallelen  Ebenen  und  von  zwei  sich  schnei- 
denden Ebenen  begrenzt  wird ,  deren  Durchschnittslinie  der  si 
der  Richtung  der  parallelen  Grenzebenen  in  Beziehung  auf  die 
Flächen  zweiten  Grades  coi\jugirte  Durchmesser  ist,  wobei  die 
parallelen  Grenzebenen  so  gewählt  sind,  dass  sie  elliptisehe 
Schnitte  geben. 
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Eb  wird  in  beiden  Fällen  beziehentlieh  von  den  einfacheren 
ktegralen 

(1)  u^JjyFQD'+y^+^\  ax  +  ßy^r^^dxdydz 

(2)  u^rffFix^—y^—i^,  ax  +  ßy  +  yz)dxdyd9 
ausgegangen  und  f&r  das  erstere  durch  die  Gleichungen: 

ilr  dag  letztere  durch  die  Gleichungen : 
f  /^     apr  Bin  »ya^-^-g* 

•.(2a)     y  =  -^--p=L=jrcoß*  +  ^8in4(ß=V«-/^^^^ 

^   «0  neues  Coordinatensystem  eingeführt,  dessen  Elemente  p,  9,  r 

j    liiii    Man  erkennt  leicht,  dass  dies  letztere  System  von  Glei- 

-   e&QiigeD  aus  dem  ersteren  erhalten  wird,  wenn  man  für  y,s,  A 

^r  resp.  yi,  »i,  —/SS,  — yt,  ri  einsetzt    Da  diese  Substitutionen  hin- 

reiehen,  um  &st  alle  Resultate  der  zweiten  Arbeit  aus  den  ent- 

i   iprechenden  der  ersten  abzuleiten,  so  beschränken  wir  uns  hier 

l    darauf,  den  Entwickelungen  der  ersten  zu  folgen. 

Aus  (la)  folgen  die  Gleichungen: 

^+ßy+r^=pe    ß(j^y—ßx)  +  y (gg-ya?)  _    n. 

^    Die  Substitutionsdeterminante  von   (la)  ergiebt  sich  =:r,  und 
iomit  geht  das  Integral  (1)  tiber  in 

.    wdehefl  sich  nach  der  Ausführung  der  Integration  nach  &  in 
^  Doppelintegral  verwandelt.    Erstreckt  man  nun  die  Integra- 
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fionen  auf  alle  Werthe  von  p,  r,  &j  welche  die  Bedüiguigen  er- 
fUIen: 

*'<p'  +  r*<l;  ±go<P<gt\  *o<*<*n 
so  erhält  man  dadurch  das  Integral  (1)  über  einen  Raum  amh 
gedehnt,  welcher  von  den  beiden  concentrischen  Kugelflächen: 

von  den  beiden  parallelen  Ebenen 

und  von  den  beiden  auf  diese  senkrechten  und  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugelflächen  gehenden  Ebenen 

begrenzt  ist. 

/g»  »M  M 

Setzt  man  in  dem  Integrale  (i)  — ,  -f-»  —  statt  a?,  y,«  und 

a     0      c 

aa^bßjCy  statt  a,  ß,  y  und  multiplicirt  mit  ahc^  so  erfaßt  man 

ahcffrF(jp^+r\Qp)dp'rdr'd»,  wo  p=|/a*a«+6'/?'+cV, 

und  indem  man  das  dreifache  Integral  rechts  in  Beziehung  «if 
p,  r,  1^  zwischen  denselben  Grenzen  wie  oben  nimmt,  erhftlt  miH 
das  Integral  links  auf  alle  Punkte  x^  y,  «  ausgedehnt,  weldiA 
enthalten  sind  zwischen  den  Ellipsoiden : 

zwischen  den  parallelen  Ebenen: 

und  zwischen  den  beiden  Ebenen: 

hc  (ß*—  a^a^)  x-^ac  (cygt^  —  abaß)  y—ab(bßQt^  +  acay)  »  =  0, 

6c(e'— a'a")a?4-  ac(cyß<o— ö6a/?)y— a6(6/Sip<jj4-  flMJ«y)»=0, 
deren  Durchschnitt  der  zur  Richtung  der  parallelen  Grenzebeoep 
in  Beziehung  auf  die  concentrischen  ähnlichen  und  ähnliofa  ge- 
legenen EUipsoide  conjugirte  Durchmesser  ist 

Da  ctx-^-  ßy'\-y%  =  ±^Q  eine  2u  den  parallelen  GreniebeneüL 
parallele  Tangentialebene    des    ersten  EUipsoids    darstellt,   so 


// 


!£ 
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mflssen  g^  und  g^^  1  sein,  damit  eines  der  Ellipsoide  wenigstens 
Ton  den  parallelen  Grinzebenen  geschnitten  wird.  Je  nachdem 
nun  die  Parallelebenen  beide  Ellipsoide  oder  nur  die  zweite 
fieser  Ebenen  beide  Ellipsoide  oder  endlich  beide  Ebenen  nur 
das  erste  Ellipsoid  schneiden,  d.h.  je  nachdem  g^  und  g^<£, 
oder  g^<Zs,  y,>f  oder  g^  und  flf,>^,  erhält  man  das  betrachtete 
dreifache  Integral  durch  folgende  Doppelintegrale  ausgedrückt: 

abc(&,-'&,)fy^   '"'''Vcp'+r',  fp)  dprdr 

F(p*+r\gp)dp'rdr 

t     ü  

Setzt  man  F=l,  so  erhält  man  das  Volumen  eines  Körpers, 
du  zwischen  den  obigen  Grenzen  enthalten  ist,  und  in  diesem 
lille  sind  die  Integrationen  ausfllhrbar.  Aus  den  betreffenden 
Ameh  heben  wir  nur  den  Fall  *,— *o=2w»  ^i='>  ^<9o=9<^ 
heniis,  welcher  als  den  Inhalt  des  von  der  Ebene  aa;-f  ßy+y»=^ 

+JIP  aus  dem  Ellipsoid  -j4--|5.-|--^=l  abgeschnittenen  Seg- 

0  V  C 

ments  giebt:  -^ dbc (^^%g +g*)  Tunabhängig  von  a,  /?,  y,  also 

j.«        1/«        ;5«  N 

\  ^eich  ftr  alle  Ebenen,  die  das  Ellipsoid  -r+ frH — r=S''  berühren  J, 
Die  Reduction  des  Integrals: 

welche  den  Gegenstand  der  zweiten  Abhandlung  bildet,   erhält 
man,  wie  schon  erwähnt,   am  einfachsten,   wenn  man  in  dem 

Obigen  überall  yt,  »t,  — /?t,  —  yi,  ri  statt  y, »,  /?,  y,  r  resp.  einsetzt. 

In  den  Grenzbedingungen  treten  hier  statt  der  Ellipsoide  die 

tveisehaligen  Hyperboloide: 

a^      y*      *'  _  «    ^*     y*      **  -_  » 
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oder  die  einschaligen  Hyperboloide: 

a«  +  6«  +  c«"*'  a'^b'^e'"^' 
die  parallelen  Grenzebenen  sind  dureh  die  nämlichen  Gleiehnng 
wie  oben  gegeben,  nur  ist  hier  ß  =  ya*a*— fc'/J*— <^V*)  w^^d 
Bedingung,  dass  q  reell  sei,  erfordert  zugleich,  dass  die  Sehn 
der  Parallelebenen  mit  den  Hyperboloiden  elliptische  sind.  '. 
Gleichungen  fbr  die  sich  schneidenden  Grenzebenen  endlich 
geben  sich  aus  den  entsprechenden  ftlr  das  obige  Integral  du 
die  angegebenen  Substitutionen.  Sie  gehen  ebenfalls  durch  < 
Mittelpunkt  der  concentrischen  Hyperboloide  und  schneiden  c 
in  dem  zur  Richtung  der  Parallelebenen  conjugirten  Durchmesi 
Der  transformirte  Integralausdruck  in  p,  r,  &  lautet 

und  was  die  Grenzen  betrifil,  so  tritt  auch  hier  eine  Untersd 
düng  von  3  Fällen  nach  der  Lage  der  parallelen  Grenzebei 
oder  der  Beschaffenheit  von  g^  und  g^  ein,  wenn  die  Gre 
flächen  2 schalige  Hyperboloide  sind;  werden  diese  dagegen  i 
einschaligen  Hyperboloiden  gebildet,  mit  welchen,  wie  ersichtli 
die  Parallelebenen  fbr  jeden  Werth  von  g^  und  ;,  reelle  Sehn 
geben,  dann  bedarf  es  keiner  solchen  Unterscheidung  und  o 
erhält:  

Indem  durch  £^=0  und  * = 0  der  Asymptotenkegel  als  Zwisch 
grenzfläche  eingefllhrt  wird,  erhält  man  durch  Addition  ai 
einen  Ausdruck  f&r  das  Integral  u,  wenn  der  Integrationsra 
von  dem  zweischaligen  Hyperboloid: 

and  dem  einschaligen  Hyperboloid: 

begrenzt  wird;  während  die  vier  Ebenen  dieselben  bleibeä* 

Die  Annahme  F=l  führt   auch  hier  auf  eine  Reihe  ^ 
Ausdrücken   für  das  Volumen   eines  zwischen   obigen  Grcn: 
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esibalteneii  Körpers,  welche  hier  wiederzugeben  zu  weit  fuhren 

würde.    Unter  Anderem  findet  sich  als  Analogen  zu  dem  oben 

erwähnten  ftar  das  EUipsoid  geltenden  Satze  das  Resultat,  dass 

aUe  das  zweischalige  Hyperboloid: 

«•«      ««      «« 

5 y ±.—/i« 

a«      6«      c*  "^  ^ 
lienihrenden  Ebenen  aus  dem  Hyperboloid: 

a«      6«      c'  ~ 

das  gleiche  Volumen  ausschneiden,  und  dass  alle  Schichten, 
A  irdche  durch  diese  Tangentialebenen  mit  je  einer  ihr  parallelen 
fj  durch  ^en   Mittelpunkt    gehenden  Ebene  in  dem   einschaligen 

Hyperboloid 

a'  ^  5*  ^  c*      ^ 
gebildet  werden,  ebenfalls  gleiche  Grösse  haben. 

Zum  Schluss  erwähnen  wir  noch  die  in  der  ersten  Arbeit 
enthaltene  Bemerkung,  dass  das  allgemeinere  Integral 

l    doreh  die  Substitutionen  (ia)  in  das  Integral 

jyy^Of>'+r\  ep,  tg&:)  dprdrd& 

tangformirt  wird,   in  .welchem  jedoch  die  Integration  nach  i* 
Dicht  mehr  allgemein  vollzogen  werden  kann.  Hr. 

>    F.  ÜNFERDiNGER.     lieber    die  beiden  allgemeinen   Inte- 
I      grale 

/x*cos[mIog(a  +  6a?)](te,   /x*sixx[m\og(a-\'bx)]dx 

und  einige  verwandte  Formen.     Wien.  Ber.  Lix.  437-454. 

1869. 

Aus  den  bekannten  Formeln  fbr 

/e°*^  cos  6a?  da?  und  /e^^'fnnbxdx 
werden  zunächst  die  Integrale 

/(e^—ky- c°*  cos  bx dx  und  /(««*—*)• . e«'  sin  6a?  (te 
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unter  der  Voraugsetzung,  dasB  n  eine  ghvae  pomtive  Zahl|  diirek 
Entwiekelung  der  binomischen  Potenz  in  geschlossener  Form  d«p- 
gestellt,  und  aus  diesen  durch  Anwendung  der  aufeinandarfolgei- 
den  Substitutionen  e"''^k=z,  %==bx  die  im  Titel  genanntan  bt 
tegrale  hergeleitet.  Durch  Einführung  von  6 1  an  die  Stelle  toi 
b  und  Gleichsetzung  des  Reellen  und  Imaginären  ergiebt  sidi 
sodann  als  Resultat  sehr  umfangreicher  EntwickelungeO'  Mflh 
die  Darstellung  der  Integrale: 


ß 


X 

2m  arctg  — 


a^e  -cos  [m  log  (o'+ä*)]  dx 

n       3m  arctg  — 

a?"  e  "  •  sin  [tn  log  (a*+®')]  ^'  ^' 


A»  WiNCKLER.     Ueber  einige  vielfache  Integrale.      Wi«n. 

Ber.  LX.  379-388.  1869. 

Die  Abhandlung   enthält  die  Herstellung  von   allgemeiiieii 

Relationen  zwischen  mehrfachen  bestimmten  Integralen  mit  Hlllft 

bekannter  Formeln  flli*  bestimmte  einfache  Integrale,  und  zwtf 

beschäftigt  sie  sich  mit  einigen  Fällen  dieser  Art,  die  sich  arf 

Exponentialfunktionen  beziehen.    Es  kommen  hierbei,  was  dtf 

Verfahren  betrifft,  lediglich  verschiedene  Anordnungen  der  li* 

tegration  desselben  Ausdrucks  zur  Anwendung. 

1.  Es  sei 

X=:cosa^x^^cosa^x^  •••cosam^m 

F=  cos b^ y^ -cos 6, y,  •••cos bmVm 
u=^  2!  2!  (^u.y^ftyy)  worin  cb,ü=0. 

Der  Ausdruck  XFe-"  wird  nach  a?,a?,«-«a?«,,  y,  y,'-ym  zwischea 
den  Grenzen  0  und  oo  integrirt. 
Mit  Hülfe  der  Formel: 

c-*'  COS  b  cb  = 


/ 


lassen  sich  die  n  Integrationen  nach  y  und  ebenso  die  m  Inte- 
grationen nach  x^  jede  für  sich,  unmittelbar  ausftLhreUi  und  60 
ergiebt  sich  auf  diese  Weise  eine  Relation  zwischen  einem 
m fachen  und  einem  n fachen  Integrale;  für  n=l  erhält  man  ein 
mfaches  bestimmtes  Integral  durch  ein  einfaches  bestimmtes  Jj^" 
tegral  ausgedrückt. 
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2.  X  und  Y  bebalten  ihre  vorige  Bedentang: 

Die  Integration  von  XYer^  nach  allen  x  und  y  zwischen  den 
Cbenzen  0  und  oo  wird,  wie  im  vorigen  Falle,  auf  zwei  ver- 
lehiedene  Arten  aasgef&hrt  und  die  Resultate  einander  gleich- 
gesetzt  Hier  gelingen  die  n  Integrationen  nach  allen  y  mittelst 

der  Formel  /»»  ^    i —  _Ü. 

ye-*'"cosfedÄ  =  -i-y-!Le   ^, 

w&hrend  die  m  Integrationen  nach  allen  x,  wie  im  vorigen  Falle, 
gefimden  werden. 

3.  X=«,«i""'«aj,<'«""' •••««,"•"* 

U=z2   2Cf,yXf,yy. 

Die  m-fn fache  Integration  von  XYe^^  nach  allen  x  und  y 
lisst  sich  wiederum  auf  zwei  verschiedene  Arten  anordnen,  in- 
dem einmal  die  Integration  nach  allen  x^  dann  die  nach  allen 
I  unmittelbar  vollzogen  werden  kann.  Die  hierbei  anzuwen- 
dendo  Formel  igt:        n.,^^^^  r^ 

Beide  Resultate  werden  dann  einander  gleich  gesetzt. 

Aus  der  so  hervorgehenden  Relation  wird  durch  Multipli- 
kiion  beider  Seiten  mit  a?oA+A+-.+^»+^-*.da?<j  und  Integration 
OAch  x^  zwischen  0  und  oo  noch  ein  zweites  Resultat  abgeleitet 
In  den  entwickelten  Formeln  sind  viele  hierher  gehörige  Rela- 
tionen, die  bereits  frtther  gefunden  sind  (Cauchy,  Journal  de 
IWe  polytechn.  T.  XVII.  p.  154;  Abel,  Oeuvres  compl.  T.  I. 
p.96;  Moigno,  Calcul  int^al  p.  260),  unter  anderen  auch  die 
bekannte  Relation  zwischen  den  Euler'schen  Integralen  erster 
und  zweiter  Gattung  als  besondere  Fälle  enthalten.         Hr. 

A.  Eknsper.      Reduction    eines    vielfachen    Integrals. 

[         Sohlömnch  Z.  XY.  121124.  1870. 

r         Das  betrachtete  Integral  ist: 

i  p^ff da?,  da?, -*'Ctfi» 

•A/(1  -|-il-f22:a^)(l  +  J5-22;fta?)' 
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WO  ii  =  aJ+Ä;+-a:,  Ä=6J+6J  +  -.62 

2;aa?  =  a,a?,  +  a,iC,H (-«»«» 

Zbx  =  b^x^  +  b^x^'\ l-bnXn 

x\+xl  +  '"  +xi^l 
für  n=2  ist  dasBelbe  bereits  von  H.  Hennite  (Annal.  goientif.  de 
Töcole  normale  supirienre  T.  II.  p.  49)  gefunden. 

Darob  orthogonale  Substitution  und  Einfllhrung   von  trigo- 
nometrischen Functionen  findet  der  Verfasser : 

«--2 

wo  o=y  y jfjf , 

•         0 

Jf  =  1 4-  A—2(a  cos  ti  +  a'  sin  u  cos  ©), 
iV=  1  +  J?— 2(6  cos  u  +  b'  sin  u  cos  o)  ist 
Das  Doppelintegral  Q  lässt  sich  berechnen,  wenn  man  setzt: 

^     1.2-n— l\dv-V«=ü' 

J   J     (I— »  sin  u  sin  f?)  Jlf iV' 
wo  sich  A  leicht  in  geschlossener  Form  entwickeln  lässt 

Ni. 

A.  Steen.  Om  Ondrengen  af  Integraler  af  irrationale 
Differentialer  til  Normalformen  for  det  elliptiske  In- 
tegral af  fb'rrte  Art.      Skrlfter,  v.  Kopenh.  IV.  1869. 

Der  Verfasser  stellt  sich  folgende  Aufgabe:  das  Integral 

auf  die  Form  ^  /*       dy 

«^yi-Ä'sinV 
zu  reduciren.  Die  hier  gegebene  Lösung  unterscheidet  sieh  von 
den  bekannten  Lösungen  dadurch,  dass  man  hier  onmittellMr 
durch  sehr  einfache  Substitutionen  von  der  algebraischen  Foma 
auf  die  trigonometrische  gelangt,  ohne  eine  Substitution  eiom^ 
ftlhren,  die  die  geraden  Potenzen  aus  dem  Poljmom  K  fortsobafik* 

Hn.  (Wn.) 
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l  Most.     Ueber  drei  Integrationen   innerhalb  des  Ge- 
bildes 

(T)+(i)'+(T)+-  =  >- 

Schlömilch  Z.  XIV.  422-426.  1869. 

Erweiterung  zweier  Sätze  von  Dirichlet  und  Schlömilch, 
wenn  die  Integration  über  alle  Werthe  von  x,  y, »,  u, ...  erstreckt 
wird,  welche  die  linke  Seite  obiger  Gleichung  <  I  belassen. 

Wy. 

0.  Schlömilch.    Ueber  rectificable  Curven,     Schlömilch  z. 

XV.  124-126.  1870. 
Aus  der  Identität: 

wird  eine  Rectificationsmethode  abgeleitet. 

Der  Verfasser  setzt  die  rechtwinkligen  Coordinaten: 

y  =  5  +  1^(0  +/V2y'(0«^'(0  dt, 

^0  (f,  \ff  willkürliche  Functionen,  t  eine  Hülfsvariable  ist;  es 
ergiebt  sich  mittels  der  obigen  Identität  dann  für  den  Bogen: 

Ibn  kann  dann  (p  und  \p  leicht  so  wählen,  dass  das  in  den 
3  Formeln  vorkommende  einzige  Integral  in  endlicher  Form  ge- 
wonnen werden  kann.  Ni. 

0.  Schlömilch.    Notiz  über  die  Rectification  von  Curven. 

Schlömilch  Z.  XV.  215-216.  1870. 

Ist  für  die  Curve  y=(f.(jx)  der  Bogen  *  =  ^(a?),  so  ist  auch 
dne  rectificable  Curve.  Wn. 


roruchr.  d.  Math.  II.    1.  JQ 
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Capitel  4. 
Bestimmte  Integrale. 

A.  WiNCKLER.    Ueber  einige  zur  Theorie  der  bestimm 
Integrale  gehöpge  Formeln  und  Methoden.     Wien. : 

LX.  857-917.  1869. 

Diese  sehr  reichhaltige  Abhandlung  beschäftigt  sich  vorza 
weise  mit  der  Aufstellung  allgemeiner  Relationen,  vermitt 
welcher  die  Werthe  der  meisten  schon  bekannten  und  ei 
grossen  Anzahl  von  neuen  bestimmten  Integralen  mit  Leicht 
keit  gewonnen  werden. 

I.  Aus  der  identischen  Formel: 

dF(ü)dudF(u)  du 
dy     dx'~~    dx    ' dy 
wo  u  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  y,  F(u)  eine  fllr  ; 
hier  in  Betracht  kommenden  *Werthe  von  u  endlich   und  st 
bleibende  Funktion  von  u  ist,  erhält  man,  wenn  für  u  einer 
Ausdrücke:  a?+y,  a?y,a?y  genommen,  und  die  Gleichung  so  un 

formt  wird,   dass  der  Faktor  von      }^  ■   eine  Funktion  voi 

dF(u)  ^ 

allein  und  der  Faktor  von    ^      eine  Funktion  von  y  allein  w 

durch  doppelte  Integration  auf  beiden  Seiten  nach  y  und  x  n 
zwischen  den  Grenzen  a,b  und  », /9,  folgende  Relationen: 

(1)   f^dx[F(^x+b)-FQx  +  a)]  =  /'^dx\Fix  +  ß)--F(x  +  a) 


a 


(.^')/^^[F(.bx-)-FCax)]  =/*^[n/?x)-F(«x)] 


n 


wobei  rechts  tiberall  fttr  y,x  gesetzt  ist    Ans  (1)  wird  nur 

einziges  Resultat  gezogen  und  zwar  durch  Anwendung  der  £ 

stitution: 

F(tt)  =  log /!'«>  «  =  0,  /ff=l 
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und  hieraus  wird  mit  Benutzung  der  Eigenschaften  der  Gamma- 
fanktioa  die  bekannte  Formel  gewonnen: 

y  log  r(a:  +  6)(iar=-^log2^  +  61og6-6, 

0 

Tücksichtlich  deren  bemerkt  wird,  dass  bei  ihrer  Herleitung,  ent- 
gegen der  üblichen,  weder  Reihenentwickelungen  noch  ein  Ueber- 
gang  Yom  Endlichen  in's  Unendliche  vorkommt 

Die  Substitutionen:  /?=oo,  «  =  0  in  (2)  und  /9=1,  a  =  0  in 
(3)  liefern  die  Gleichungen : 

y*^|jr(6^)_F(aa:)}=|F(+oo)-FCO)}.log-A 

— {F(x*)-F(ar'')l  =  {F(+  l)_F(0)|-log  -^. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  werden  durch  Speciitlisirung 
der  Funktion  F(u)   eine  Reihe  bestimmter  Integrale  berechnet, 
r-  auf  deren  Wiedergabe  wir  hier  verzichten  müssen. 
rr        Neue  Relationen  zwischen  Quadraturen   gehen  ferner  aus 
.   der  identischen  Gleichung: 

dx  dy 

Wor,  indem  auf  beiden  Seiten  die  doppelte  Integration  nach 
^  und  ü  ausgeführt  wird.  Die  Substitution  u=^xu.  die  allein 
angewandt  wird,  führt  zu  der  Gleichung: 

f  dx\hF(bx)-^aF{ax)\=z/  dx\/SF(/Sx')-aF(ax)l 

l  a  a 

woraus  man  ableitet: 

/   dx\bF(bx)-aFCax)\  =  [tFO)f\og—, 

falls  ßxF(ßx)  für  ß=(x>  und  axF(ax)  für  a=0  endliche  von  x 
unabhängige  Werthe  erhalten. 

Aus  dieser,  wie  aus   der  folgenden,   ebenfalls   aus  obiger 
Belation  abgeleiteten  Gleichung: 

•  9 

i    «erden  die  Wertbe  einer  neuen  Reihe  bestimmter  Integrale  er- 
mittelt. 

10* 

■ 
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werden  die  Gleichungen  abgeleitet: 

J    ^  008  fcxy/^y)  sin  a:ydy  =  ~.y/(y)rfy 

U  0  b 

—  sin  bxjfdy)  cos  xydy  =  —Jf(y')dy, 

ii  0  0 

aus  welchen  die  Gleichungen  der  Fourier'schen  Doppelintegra 
durch  Differentiation  nach  6  erhalten  werden. 

3)  Der  erwähnte  Ausdruck  für  den  Rest  der  n  ersten  6Ii( 
der  der  Maclaurin'schen  Reihe  lautet: 

t)  u  'o  (J 

Daraus  werden  die  folgenden  2  Gleichungen  abgeleitet: 

fx  [fix)  -  [m+^no) + - + (^)!/"^"~*^(o)!]rf^= 

a 

= / dxnj  x^^idx^ij  xl^2dx^^2  •  •  •  y  a?7~'rfa?, /a;»JC/t»)(a?-a?, •«,•  -x,)* 

0  0  ü  'ü  'a 

und 

U  0  U  a 

WO  X  eine  endlich  bleibende  Funktion  von  x  bezeichnet 
Insbesondere  wird  die  Gleichung: 

Jx[f(ix)-f(iO)]dx==JlixJ*Xf'Cxx,)dx, 

a  (Ja 

welche  aus  der  ersteren  für  n  =  1  folgt ,  zur  Werthbestimmon 
einer  Anzahl  neuer  bestimmter  Integrale  angewandt.       Hr. 

H.  Hankel.     Beweis  eines   Hilfssatzes   in   der   Theori 
der  bestimmten  Integrale.     Schlomilch  z.  XIV.  436.  1869. 

Der  von  H.  du  Bois-Reymond,  Borchardt  J.  LXIX.  (siel 
Fortschr.  d.Math.  I.  p.  101-105)  angegebene  Mittelwertbsats 

/fx'q)X'dx=^fa/(pxdx-\-fb/qX'dx;   6>|>a 

a  ^  ^ 

wird  auf  neue  und  einfache  Weise  bewiesen.   Zur  Gflltigkeit  d 
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Satees  sind  folgende  Bedmgnogen  zu   erfHUen:    fx  muss  von 
x=a  bis  a;  =  b  entweder  nicht  wachsen  oder  nicht  abnehmen; 

f(>xdx  bleibt  stetig,  wenn  u  von  a  bis  6  rariirt.  Kr. 


/< 


J.  W.  L.  Glaisher.  On  a  theorem  in  definite  Integration. 

Qaart  J.  X.  347-356.  1870.     Hierza  eine  Anmerkung  von  Cayley. 

Der  Boole*sche  Satz,  von  dessen  Anwendungen  der  Aufsatz 
bandelt,  ist  in  der  Formel  dargestellt: 

Px       Pt  Pm  P 

und  zwar  bedeuten  y  und  tp  rationale  Functionen  von  x;  p,, 
?v'"Pn  und  gj,^,,**-?»  sind  die  Wurzeln  Yonxffx=p  und  xpx=zq^ 
and  6  ist  das  Operationszeichen,  welches  das  um  den  Coeffi- 

cienten  von  —  in  der  Entwickelung  von  -^  nach  absteigen- 
den Potenzen  von  x  verminderte  Cauchy*sche  Residuum  derselben 
Grösse  ausdrückt.    Boole  wendet  die  Formel  auf  den  Fall  an: 


wo  die  a  positiv,  und  die  l  reell  sind. 

Es  wird  zuerst  gezeigt,  dass  hier,  wenn  zur  Rechten  der 
Fonnel  v  alle  reellen  Grössen  durchläuft,  zur  Linken  x  ein 
gleiches  thut,  dass  also 

ßK^:idx=.fKv:^eff^, 

insbesondere  fUr  9)=! 

f(\p)  da?  =  (o,  +  o,  +  ••  r  a,yf(y)  -^. 


—90  — 90 


Als  Beispiele  der  Anwendung  werden  Summen  unendlicher 
Reihen  für  \p  eingeführt,  zuerst 

_  cot  a?  .    1 1_ 

eine  Function,  deren  bekannte  Entwickelung  die  verlangte  Form 
hat;  desgleichen  V'  =  cota;.    Im  dritten  Beispiel  wird 

a'a? 

ifX 
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gesetzt,  wo  qx  eine  ganze  Fnnctioii  n*«"  Grades  ist    Es  eq 
sieh: 

—00  '  — ao 

und  insbesondere 

e  V*^  dx=n^ft. 

— ao 

Fernere  Beispiele  sind  f&r  die  einfachsten  Formen  vo] 
aufgestellt.    Als  allgemeines  Resultat  wird  noch  erwähnt,  dt 

J(pxf(}px')  dx  =J^  t*  f\Ty' 


— • 


wo  qx^  0u  Brüche  gleichen  Grades  in  Zähler  und  Nenner, 
die  Coefficienten  des  letzteren  Bruchs  Funktionen  der  Coef&ciei 
des  erstem  sind. 
Setzt  man 

so  ist  bemerkenswerth,  dass  für  jedes  a>0 


— ao 


wird,  während  fttr  a=0  die  ganz  yerschiedene,  oben  genai 
Form  daftlr  eintritt. 

Schliesslich  wird  gezeigt,  wie  Boole  sein  Theorem  aus  eil 
noch  allgemeineren  ableitet. 

In  einer  Anmerkung  fügt  Cayley  einen  besonderen  Be^ 
fttr  den  Fall  <jp=l  hinzu.  H. 

J.  J.  Nejedli.    Note  über  die  mehrfachen  und  wilü 
liehen  Werthe  einiger  bestimmter  Integrale.     Pr. 

bach  1870. 

Die  Arbeit  behandelt  einige  einfache  Fälle  von  bestimi 
Integralen,  wo  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  dui 
Unendliche  geht,  welche  in  Coumot's  und  Moigno's  Lehrbtte 
vorkommen.  Die  Principien,  dass  z.  B.  ein  Integral  statt 
algebraischen  auch  die  numerische  Summe  der  Elemente 
stellen  kOnnCi  sind  wohl  nicht  ganz  gerechtfertigt,  der  fng\ 
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Gegenstand  aber  durch  oenere  Forschungen  als  erledigt  zu  be- 
trachten. Ni. 

ZücCHETTi.     Integrali  simmetrici.     Atti  di  Torino  IV.  1869. 
Kurze  Note,  in  der,  nach  Aufstellung  der  Formel 

F(jc)  dx  =J  [F(x)—(f(x)\  dx, 

fc  U  tp{c) 

1 1    durch  die  Gleichung  zweier  endlichen  Flächen,  welche  respective 
Jt  alle  Elemente  gleich  haben,  die  in  gleicher  Entfernung  von  der 
Axe  der  x  liegen,  einige  Anwendungen  derselben  auf  die  Aus- 
i   werthung  bestimmter  Integrale  gemacht  werden.       Jg.  (0). 

H  P.     Note  on  a  formula  of  Cauchy.     Mesaenger  V.  30-33. 

1869. 

Die  Cauch/sche  Formel  (Exercices  de  Math.  I.)  ist 
p.A(a:^^y]dx=/flx^dx  +  ^-^ 

.0  ü  Ü 

I 

aus  dieser  wird  folgende  Reduction  eines  bestimmten  Integrals 
abgeleitet: 

wo  (p  eine  gerade  Function  sein  muss. 

3  Formeln  auf  p.  32  sind  incorrect.    Auf  der  linken  Seite 

der  Gleichung  Zeile  9,  13,  14  ist  y(a?)  geschrieben  statt  (f(x ). 

X  X  ^ 

l  \  Glr.  (0.) 


"Sf 


G.  F.  Meyer.     Notiz    über   zwei  in   der  Wärmetheorie 
auftretende  bestimmte  Integrale.  ClebschAnn.lll.  157-160.1870. 

Die  betreffenden  Integrale  sind  die  bekannten: 
u  ==/^''  cos  (%)dx  =  Y]/ii  e-«»^^cos  a^ 

u 

0 

Der  Verfasser  bestimmt  sie  durch  Integration  einer  linearen 
I^erentialgleichung.  Ni. 
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D.  Besso.     Suir  integrale  J  f!^-_? — ,     BattagUni  G.  \ 

210-212.  1870.  "  ^ 

Durch  Zerlegen  von  sin^'+'a;  [wo  n  eiae  gaDse  Zahl  i 
in  eine  Reihe,  die  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fo 
schreitet,  wird  bewiesen: 

r * jin>+*£. dte  __      12  3' 2n        n^ 

woraus  sich  dann  leicht  folgende  andere  Formel  ergiebt: 

d«  1 


/-»OD 


j;  (a'+  l)(a*+3')-[a'+(2n+l)«]~2^-.(l-2-3..Jiy(2ii+l) 
Ferner  wird 

^sin2*«.«te 


J  X 


ausgedrttckt  durch  eine  Reihe^  deren  einzelne  Qlieder  die  For 
haben: 

cos 6a? — ,  [6  =  0,2,4..,2n],        Wn. 

X 
a 

H.  MyLORD.      Lösning  af  Opgave   270.     Tychsen  Tidsakr.  { 
VI.  47.  1870. 

Berechnung  des  bestimmten  Integrals 

/^2a  +  (l+a')cosö,  ^.,   ,  ^   «^.^i  -t^^Ä 
y    (l  +  2acTsg  +  ay^^g'^^  +  ^^^^*^  +  ^^^' 

Man  setze  zunächst 

und  dann 

(1— a)a?  =  (l+a)y,  wenn  a*<l, 
oder 

(a-l)a?  =  (a+l)y,  fall«  «•>1. 
Nach  diesen  Substitutionen  findet  man  den  gesuchten  Wer 
durch  Differentiation  nach  a.  Hn.  (Wn.) 

G.  Dillner.    Definite  integraler  af  synektiska  funktionc 

Dillner  Tidskr.  XXL  257.  1870. 

Enthält  nur  Bekanntes.  Hn.  (W%) 
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L  Catalan.     Sur  les  nombres  de  Bemoulli  et  d'Euler 
et  sur  quelques  integrales  d^finies.    M6in.  de  Beig.  xxxvii. 

M9.  1869. 

Aus  der  Entwickelung 

leitet  der  Verfasser  Relationen  her,  aus  denen  sich  die  durch 
die  Gleichung  ^ l_^9-1_ 

mit  den  Bemoulli'schen  Zahlen  zusammenhängenden  P  einfacher 
berechnen  lassen,  als  aus  einer  von  ihm  früher  (C.  R.  LVII.  1106) 
gegebenen  Formel.  Ferner  findet  der  Verfasser  mit  Hülfe  der 
Oieichung 

aas  bestimmte  Integral 


0 


weiches  für  specielle  x  sehr  viele  bekannte  bestimmte  Integrale 

n  1 

öitliält     Durch   die   Substitution  a?= —  und  c''=-7=  werden 

n  y«^ 

neue  bestimmte  Integrale  ausgewerthet. 

Einen  zweiten  Gegenstand  der  Arbeit  bilden  die  von  Syl- 
vester (C.  R.  Ln.  161)  so  genannten  Euler'schen  Zahlen  £, 
Welche  durch  die  Gleichung 


cos«      ü  A2«+0 
definirt  sind.     Sie  lassen  sich  ebenfalls  durch  ein  bestimmtes 
Integral  darstellen,  nämlich 


0  * 


ttalog  der  Plana'schen  Formel  für  S}».!.  Im  Folgenden  werden 
itm  Relationen  zwischen  den  BernouUi'schen  und  den  Euler'sohen 
Zahlen  hergeleitet ,  aus  denen  wiederum  andere  Darstellungen 
ieiBelben  durch  bestimmte  Integrale  folgen. 
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In  einem  „Zusatz"  stellt  der  Verfasser  ans  der  Entwiddimi 

worin  JL 

ist,  eine  einzige  Kecursionsformel  dar,  welche  zugleich  die  Ber- 
noulli'schen  und  die  Euler'schen  Zahlen  enth&lt  Fttr  die  Gi  er- 
giebt  sich  das  bestimmte  Integral: 


u 


W,  Roberts.    Sur  une  int^ale  double  d^finie.    BnoicM 

Ann.  (2)  IIL  327-330.  1869. 

Das  Doppelintegral 


TT       n 
2        ~ 


/2    /*2 
/log  [cos  't^+cos  'a.sin't^'Cos  V  + 

«    "  cos  •/?  sin  ^&  sin  >]  sin  ^  d^  rf^ 

lässt  sich  durch  die  Substitution  cost^=x  zurttckftthren  auf 

n 

wr____     .  p/'^arctgfdy     ,_  sin  *a  cos  V  -\-  sin  *ßBm  *y 
—     n-T  J  I       )     ""  COS  *a  COS  V  +  <^8 '/^sin  V 

Um  dieses  Integral  zu  finden,  betrachtet  der  Verfasser  dii 
allgemeinere  ZL 

dV  " 

-j-  lässt  sich  sofort  integriren  und  man  erhUt  V  durch  ellipti 

sehe  Functionen  erster  und  dritter  Gattung  und  LogarifluBeii 
oder  mit  Hülfe  einer  Legendre'schen  Reductionsformel  durch  eii 
Integral  dritter  Gattung  und  einen  Logarithmus  ajosgedrficki 
Der  logarithmische  Theil  verschwindet  fttr  m  =  1 ,  und  wir  er 
halten: 

sinacos/9    ^  »  »   -^  l^^ 

Mit  Hülfe  von  geometrischen  Betrachtungen  und  anter  is 
Wendung  elliptischer  Coordinaten  l&sst  sich  das  Torgeleg(> 
Doppelintegral  auf  ein  Product  einfacher  Integrale  redndren. 

IL 
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/*+*     dx 

HeRMITE.      Sur  rintegraley- /  ,.      Brioschi  Ann.  (2) 

m.  83.  1869.  "■*  [a-'X)yi'-X 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  ^i—x*  positiv  ist,  hat  man 

y^+*     dx ^_ 

und  ftor  ein   reelles  a  haben  j/a*— i  und   a  gleiches  Zeichen. 

, 1  ^ 

Utaber  a=A-\'By  —  \  und  setzt  man  ^tzTa  =^  +  /^y— *>   so 

(   nttsaen  a  und  A  gleiches,  ß  und  B  entgegengesetztes  Zeichen 
*    kben.  M. 

J.  W.  Strütt.    On  the  values  of  the  integral  f  Q^  Q^.  duj 

*• 
Qn}  Qm»  being  Laplaces  coefBcients   of  the  Orders  it,  n\ 

with  an  application  to  the  theory  of  radiatiou.    Trana. 

of  London.  CLIX.  579-590.  1869. 


\ 


Fflr  eine  Halbkugel  sind  die  Grenzen  1,0.    Der  allgemeine 

Ausdruck  wird  erhalten  als  der  Coefficient  von  c**«*"'  in  einer 

bestimmten  logarithmischen  Function  von  (c,  O-    Seite  584  wird 

öne  Tabelle  gegeben   für  die  dem  Werthe  1,1  von  n,  n'   ent- 

1^    «prechenden  Werthe  des  Integrals.  Cly.  (M.) 

TcHEBYCflEFF.     Des    fonctions    semblables    k    Celles    de 

Legendre.      J.  de  l.  Soc.  phil.  de  Moscoa  IV. 

Bekanntlich  kann  man  aus  dem  Werth  des  Integrals 

die  wichtige    Eigenschaft    der   Legendr e'schen   Functionen  X^^ 
^itX,,... ableiten,  die  darin  besteht,  dass 

JXnXn,dx=Oj 

—I 

^0  n  und  m  verschiedene  Indices   sind.    H.  Tch^byscheff  be- 


158  VI.  Abschnitt    DifiereDtial-  und  iDtogral-Bedmiiiiff. 


/ 


trachtet  in  seiner  Note  das  allgemeinere  Integral 

'+^  Fit,x)F(t,x)dx 

wo  

Fr,  -r^     (.i  +  *  +  }fi-Z'x  +  t'Y-ii-t-\-}'i-2tx+i'y' 

ist.    Nach  Fortschaffung  der  Wurzeln  reducirt  sich  das  Integnl 

Dies  lässt  sich  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  des  ProdoUi 
9i  entwickeln.  Daraus  leitet  der  Herr  Verfasser  folgttite 
Satz  ab:  ^Sind 

die  Entwickelungen  der  Functionen  F(*,a;),  f (/,«)•  wo  T,,!,,... 
ganze  Functionen  der  Variabein  x  sind,  so  genügen  die  Functionea 
Tjj,  Tj,...  der  Gleichung 

wo  m  und  n  verschiedene  Indices  sind".  Z«  (0.) 


Capitel  5. 
Gewöhnliche  DifFerentialgleichungeiL 

Aloys  Mayr.  Construktioii  der  DifFerentialgleichnngen 
aus  partikularen  Integralen.  Fortsetzung  der  Prole- 
gomena  zur  Theorie  der  Integration.     Wursbnrg,  Keibir. 

1870. 

Auf  seine  frühere  Schrift  (^Prologomena  z.Th.d.Integr."8.Fo* 
sehr.  d.M.1. 118)  Bezugnehmend,  in  welcher  der  Beweis  geliefert  böä 
soll,  dass  die  Differentialgleichungen  nicht  durch  direkte Operationeo 
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^rirt  werden  können,  glanbt  der  Verfasser  die  einzig  wissen- 
liaftUehe  und  natnrgemässe  Methode  ftlr  die  Integration  von 
fferentialgleiehungen  in  der  Construktion  derselben  ans  par- 
Lülaren  Integralen  gefanden  zu  haben.  Es  wird  darunter  die 
erstellung  von  speciellen  Differentialgleichungen  verstanden, 
snen  ein  zum  Voraus  gewähltes  partikulares  Integral  Genüge 
istet  Da  es  dem  Verfasser  nur  auf  die  Darlegung  seiner  Me- 
lode  ankommt,  so  beschränkt  er  sich  auf  die  Construktion  line- 
rer  homogener  Differentialgleichungen  von  möglichst  einfachem 
tan,  sowie  auch  für  die  3  Arten  von  Integralfunctionen,  die 
m  Substitution  dienen,  —  Exponentialfunctionen,  bestimmte  In- 
egale und  bestimmte  Differentiale  —  die  denkbar  einfachsten 
Ponnen  gewählt  werden.  Hierbei  begegnet  es  allerdings  oft  go- 
ing, dass  die  ausser  dem  gewählten  noch  vorhandenen  n— 1 
»rtikulären  Integrale  der  aus  dem  ersteren  construirten  Diffe- 
entialgleichung  n*^**  Ordnung,  wenn  n  die  Zahl  2  übersteigt, 
licht  angegeben  werden  können.  Einer  Berichtigung  bedarf  der 
bsspruch,  zu  welchem  sich  der  Verfasser  durch  den  Umstand  ver- 
üolasstsieht,  dass  bei  einer  linearenhomogenen  Differentialgleichung 
'^'''Ordnung  mehr  als  2  partikuläre  Integrale  gefunden  werden. 
Derselbe  lautet  (p.  149):  „Besteht  die  Lehre,  dass  eine  (lineare 
homogene)  Differentialgleichung  nur  n  partikuläre  Integrale  haben 
^^nne,  so  müssen  die  übrigen  als  singulär  genommen  werden.... 
)aiiD  müssen  aber  auch  die  Unterschiede  festgestellt  werden, 
lie  zwischen  partikulären  und  singulären  Integralen  stattfinden''. 
i'oD,  der  in  Zweifel  gezogene  Satz  ist  erstlich  falsch  citirt;  nicht 
ie  Zahl  der  partikulären  Integrale  überhaupt,  sondern  die  Zahl 
er  von  einander  linear-unabhängigen  Integrale  beträgt  ge- 
ade  n  und  in  dieser  Form  besteht  der  Satz  allerdings;  daraus 
^ftrde  dann  zweitens  folgen,  dass  etwaige  noch  hinzukommende 
ntegrale  entweder  singulare  sind,  oder  mit  den  n  ersteren  in 
nearer  Relation  stehen  müssen.  Von  diesen  beiden  Alternativen 
ndlicb  findet  aber  nur  die  letztere  statt,  da  es  bekanntlich  voü 
inearen  Differentialgleichungen  überhaupt  keine  singulären  Inte- 
Enle  giebt. 

Wenn  von  nennenswerthen  Eesultaten  nicht  zu  berichten  ist, 
to  ist  zu  bemerken,  dass  es  dem  Verfasser,  wie  er  wiederholt 
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hervorhebt,  um  ^materielle  Resultate"  nicht  zu  thun  ist  Wu 
indesfl  Beine  dargelegte  Methode  der  Gonstruktion  betrifft^  so  iit 
er  darüber  nicht  in  Zweifel,  „dass  sie  schon  bei  diesem  Uuem 
ersten  Beginne  eine  reiche,  unversiegbare,  allen  Zeiten  ira^ 
schopfliche  Quelle  der  Erkenntniss  öffnet,  einen  lebendigen  Born 
der  Wissenschaft,  von  dem  das  Wort  gelten  kann:  multi  per- 
transibunt  et  augebitur  scientia*\  Hr. 

F.  Grelle.  Die  Integration  der  gewöhnlichen  und  par- 
tiellen DiflFerentialgleichungen  durch  die  Methode  der 
Trennung   der  operativen   Symbole.     Schiömilch  z.  IT; 

297-810.  1870.  ^ 

Der  Verfasser  sucht  die  Aufmerksamkeit  der  deutschen  Mi-  % 
thematiker  auf  die  Vortheile  zu  lenken,  welche  die  vomehmfieh  $ 
von  französischen  und  englischen  Mathematikern  gepflegte  M^ 
thode  der  Trennung  der  Operationszeichen  bei  der  Behandlung 
der  Differentialgleichungen  rücksichtlich  der  Einfachheit  und 
Uebersichtlichkeit  der  Resultate  gewährt.  Es  wird  nun  zu  diesem 
Behufe  zunächst  an  gewöhnlichen  und  partiellen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  Constanten  Coefficienten  die  Methode  selbst 
sowie  der  Nachweis  ihrer  Zulässigkeit  dargelegt. 

1)  Ist  die  Differentialgleichung  gegeben:  I>''y  +  a«-|I>^'y-f^ 

'"-\-a,Dy-\-a^y=f{x)y  wo  D^y—j^  und  a„a,..a,^i  ConstanÜ  i| 
sind,  so  setze  man,  indem  man  die  Symbole  D  von  y  abtrennt; 

Dividirt  man  nun  die  Gleichung  Ny  =  f(x)  durch  D— *,  usi 

JVv 
denkt  sich  in    y^  ^,    die  Potenzen  von  D  wieder  einzeln  mit  | 

verbunden,   ^^4-  aber  durch  e*«'/«-*«^/^«)^»  definirt,  dai| 

repräsentirt       \  =n    i   ^^^^  Gleichung  n—l»"  Ordnung,  «rf 

welche   die  vorgelegte   reducirt  ist    Da  sie  die  nämliche  JkhW 
schaffenheit,    wie  diese  hat,   so  kann  die  Reduction  durch  d0 
Divisionsverfahren  ebenso  weiter  fortgesetzt  werden,  bis  auf  der 
linken  Seite  nur  noch  y  tibrig  bleibt.    Die  allgemeine   Lösntf 
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f&r  y  ergiebt  sich  auf  diesem  Wege  schliesslich  iu  einer  Form, 
welche,  was  bemerkenswerth  ist,  den  Fall  vielfacher  Wurzeln 
zugleich  mit  enthält,  und  die  wir  der  Kürze  wegen  in  folgender 
Weise  schreiben: 

umzusetzen  ist,         \       das  allgemeine  Glied  bedeutet,  welches 

1 

man  erhält,  wenn  man  -^  in  Partialbrliche  zerlegt.    Ist  die  An- 

lahl  der  verschiedenen  Wurzeln  =r  und  sind  «^  Wurzeln  =ft^, 
80  durchläuft  (x  die  ganzen  Zahlen  von  1  bis  r,  $  die  ganzen 
Zahlen  von  1  bis  «^. 

Im  Falle  lauter  ungleicher  Wurzeln  erhält  man  die  bekannte 

y-^^Jr\Je-^'''fi-)d.  +  C,\,  wo  ^.=\-iX^,^' 
2)  FUr  die  partielle  Differentialgleichung: 

wo  dP  D?  a  flir  -ry-f-^  steht,  gelingt  ebenfalls  die  Reduktion  auf 

eine  ähnliche  Gleichung  n— 1*"  Ordnung,  indem  man  nach  Ab- 
trennung der  Symbole  D  und  D^  setzt: 

ff^D^+an^iD--'D,  +  '-+a,D-  =  (iD-k,DXD-k,D,y'iD''knDJ 
ond  die  vorgelegte  Gleichung  durch  D—knD^  dividirt.    Die  Deu- 

*öD6  von  ^2.1  n  is*  5swar  verschieden  von  der  bei  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  angewandten,  doch  wird  auch  hier 
^e  Uebereinstimmung  erzielt,  indem  aus  der  Taylor'schen  Reihe 
nach  demselben  Frincip  die  symbolische  Gleichung  abgeleitet 
wd:  ^(a?  +  Ä)  =  e*^/(a;).  Die  weitere  Entwickelung,  so  wie  das 
Endresultat,  welches  übrigens  nur  für  ungleiche  Wurzeln  ange- 
sehen ist,  müssen  wir  hier  übergehen. 

Zum  Schluss  wird  noch  an  einigen  Beispielen,  die  aus  Rie- 
ouuin's  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleichungen  (p.  111, 
107,  124)  entnommen  sind,  gezeigt,  wie  die  Probleme,  in  welchen 
^e  Funktion,  die  einer  partiellen  Differentialgleichung  genügt, 
noch  gewisse  vorgeschriebene  Grenzbedingungen  zu  erfüllen  hat, 

Forndir.  d.  Malh.  U.  1.  11 
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häufig  einfacher  aus  dem  allgemeinen  Integral  gewönne 
als  wenn  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  partikuläre  I 
zum  Ausgang  nimmt. 

J.  CocKLE.     On  convertent  functions.     Proc.  of  Mj 

VIII.  2-3.  1869. 

Die  Theorie  der  Conversion  der  Integrale,  welche  < 
genstand  der  vorliegenden  Arbeit  bildet,  soll  ein  weitere 
zur  Lösung  von  Differentialgleichungen  auf  endliche  Weise 
Die  Anwendung  ist  nicht  nothwendig  auf  den  Fall  einzi 
ken,  in  welchem  das  zu  convertirende  Integral  ein  singuli 
tegral  ist.    Ein  Umriss  dieser  Theorie  findet  sich  Bd.  VII 

Csy.  ( 

J.  CocKLE.     On   convertent  functions.     Proc  of  Ms 

IX.  86-87.  1870. 

Die  Arbeit  ist  ein  Supplement  zu  einer  grösseren 
ttber  denselben  Gegenstand.  Csy.  (< 

P.  DU  Bois-Reymond.  lieber  die  Integration  li 
totaler  Differentialgleichungen,  denen  durch  eir 
gral  Genüge  geschieht     Borchardt  J.  LXX.  299-314. 

Es  werden  fttr  die  totalen  linearen,  die  Integrabilitäl 
gung  erfüllenden  Differentialgleichungen  zwei  Auflösungsm< 
entwickelt,  welche  die  Integration  nur  einer  gewöhnliche 
rentialgleichung  erster  Ordnung  erfordern. 

Die  erste  kann  ihrer  Weitläufigkeit  wegen  hier  nich 
geben  werden,  die  zweite  besteht  in  Folgendem: 

Sei  IlXdx=0  die  zu  integrirende  totale  Differentialgh 
mit  n  Yariabeln,  so  fbhre  man  die  Substitutionen  ein: 

p  =  l,2,...n, 
so  dass  alle  x  in  Constante  übergehen^  wenn  a^  =  a*^ 
gesetzt  wird,  und  die  übrigen  a  beliebig  bleiben.    t9'ip  u 
stellen  beliebige  Funktionen  vor,   die  aber  für  a,  =  oJ, 
nicht  unendlich  werden  dürfen.    Es  gehe  nun  durch  dies 
stitutionen  I!Xdx=0  über  in: 

ilj  da^  +  il,  da,+ ...  +  il^don  =  0; 
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dann  integrire  man  die  gewöhnliche  Differentialgleichung: 

indem  a,a^..a«,  als  constant  behandelt  werden,  mit  der  Be- 
Btimmnng,  dass  für  a^  =  a^^,  a^=zal  sei;  das  Integral  schreibe 
man  in  der  Form: 

F(^a^  a^a^...  a»)  =  F(a  J  a  J,  a, . . .  a«) 
imd  fbhre  vermittelst   obiger  Substitutionen   die  ursprünglichen 
Yariabeln  x  wieder  ein,  dann  erhält  man  in 

(p(x^  a?, ..  .a:«)  =  9)(a?Ja?J . ..  rri)  =  C 
das  gesuchte  Integral.  Hr. 

Grünwald.  Ueber  eine  bemerkenswerthe  Gattung  si- 
multaner linearer  Differentialgleichungen  mit  variabeln 

Coefficienten.      Prag.  Ber.  1869.  63-69. 

Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  4. 

N.  Trudi.  Sulla  determinazione  delle  costanti  arbitrarie 
negl'  integrali  delle  equazioni  lineari  cosi'  differenziali 
che  a  diflFerenze  finite.     BattagUni  G.  vir.  76-97.  1870. 

Der  Verfasser  giebt  fttr  eine  lineare  Differentialgleichung 
»*''  Ordnung  mit  constanten  CoefBcienten  die  Bestimmung  der 
willkürlichen  Constanten  für  den  Fall,  dass  die  entsprechende 
Gleichung  n**^'  Ordnung,  von  deren  Wurzeln  die  allgemeine  Lö- 
iQog  abhängt,  mehrere  Systeme  gleicher  Wurzeln  hat.  Die  hier 
AQfgestellte  Lösung  durch  Partialbruchzerlegung  des  Quotienten 
zweier  gewissen  Functionen  ist,  was  dem  Verfasser  unbekannt 
geblieben  zu  sein  scheint,  bereits  von  Cauchy  gegeben,  so  dass 
die  vorliegende  Arbeit  nichts  Neues  enthält.  Zum  Schluss  wird 
noch  die  Lösung  der  endlichen  Differenzengleichung  mit  con- 
stanten Coefficienten  behandelt.  Wn. 

G.  G.  Stokes.  Supplement  to  a  paper  on  the  discon- 
tinuity  of  arbitrary  constanta  which  appear  in  diver- 
gent developments.      Trans,  of  Cambridge.  XI.  (JI.)  412-425.  1869. 

Der  Verfasser  nimmt  Bezug  auf  2  frühere  Arbeiten:  „On 
^e  Qumerical  calculation  of  a  class  of  definite  integrals  and  in- 
fiiiile  Beries"  (Trans,  of  Cambridge  IX.)  und  „On  the  discontinuity 
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of  arbitrary  constants  etc."  (Ibid.  X.).  In  diesen  Arbeiten  bandelt 
es  sich  um  folgende  Frage:  Sind  y  =  P  und  y  =  0  particuläre 
Lösungen  einer  DiflFerentialgleichung  2^^'  Ordnung,  und  y  =  l7und 
y  =  F  particuläre  Lösungen  derselben  Gleichung,  so  sollen  die 
Constanten  A,  Bj  C,  D  in  den  Gleichungen 

U=AP+BQ,  V=CP  +  DQ 
bestimmt   werden.    In   den  betrachteten  Fällen   sind  U  und   V 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen,  die  aber 
ftlr  grosse  Werthe  von  x  schwer  zu  berechnen  sind;   P  und  Q 
sind  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen,  die 
stets  divergiren   aber  für  grosse   x  anfänglich   convergent  sind 
und  deren   numerischer  Werth   ziemlich    gienau   und   leicht  er- 
halten werden  kann,  wenn  man  die  Summation  nur  so  weit  fort- 
setzt, als  die  Reihen  convergiren.    In  der  Arbeit  Band  X.  wurde 
gezeigt,  dass  die  constanten  Goefficienten  der  absteigenden  Reihen 
in  Wirklichkeit  discontinuirlich  sind,  dass  sie  denselben  Werth 
zwischen  gewissen  Werthen  der  Amplitude  der  imaginären  Va- 
riabein annehmen,  und  dann  plötzlich  verschiedene  Werthe  er- 
halten.   In  der  vorliegenden  Ergänzung  ist  die  Frage  der  Be- 
stimmung dieser  Constanten  weiter  entwickelt,  und  die  allgemeine 
Methode  angewendet  auf  die  Gleichung 


d*y       \jiy  __  »^    __ 

In  dem  besonderen  Falle  n  =  0,  der  betrachtet  wird,  ist  eine 
der  nach  steigenden  Potenzen  fortschreitenden  Lösungen  die  fol- 
gende: .      x^       x^  x^ 

d.  h.  BesseVs  Integral   mit  einem  rein  imaginären  Werth  der 
Variabein,  nämlich  J-^.  Cly.  (M.) 

ZoRER.    Integration  der  Gleichungen  des  ersten  Graded 
mit  Constanten  Goefficienten.     Pr.  G.  Ellwangen.  1869. 

Fortsetzung  einer  Arbeit,  welche  dem  Referenten  nicht  za* 
gänglich  war.  Sie  führt  —  als  Beispiel  für  ein  im  Früheren  ent- 
wickeltes Gesetz  —  die  Integration  der  Gleichung 

''dx'^^dx'^''dx'^'^dx'  +  Ux^'^-'^ 
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aus,  für  die  verschiedenen  Fälle,  die  bei  der  Betrachtung  der 
Wurzeln  der  Gleichung  ap^'\-  6p*-f  cp'+  dp*+  ep  +  f=0  zu  unter- 
scheiden sind.  M. 

Chr,  Hansen.     Om  partikulare  Oplösninger  svarende  til 
Differentialligninger  af  forst  Orden.     Tychsen  Tidsskr.  (2) 

V.  119.  1869. 

Eine  Kritik  der  gewöhnlich  angewandten  Methode,  um  die 
partikulären  Lösungen  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zu  finden.  Herr  Zeuthen  hat  im  fünften  Theil  der  obigen  Zeit- 
schrift p.  154  und  im  sechsten  Theil  p.  33  einige  Bemerkungen 
m  dieser  Kritik  veröffentlicht,  worin  er  die  gewöhnliche  Methode 
aufrecht  erhält.  Hn.  (Wn.) 

Stüdnicka.     Beiträge  zur  Theorie   der  Integration   von 
completen   linearen  Differentialgleichungen.     Prag.  Ber. 

1870.  76-82. 

Das  Ergänzungsglied,  welches  zu  dem  allgemeinen  Integrale 
der  reducii-ten  Gleichung: 

in  der  Lösung  der  completen  Differentialgleichung: 

Wnzutritt,  soll  selbstständig  gefunden  werden,  mit  Umgehung  der 
Auflösung  der  reducirten  Gleichung.  Eine  allgemeine  Methode 
Werftlr  wird  nicht  angegeben  und  die  Fälle,  in  denen  diese  Auf- 
gabe gelöst  wird,  betreffen  solche  complete  Differentialgleichungen, 
bei  denen  die  Form  des  Ergänzungsgliedes  im  Voraus  zu  er- 
kennen ist.    Sie  lassen  sich  auf  folgende  zurttckftihren. 

1.  Die  Coefficienten  X*  sind  constant,  X=ae^^  oder  = 
0  sin  yx  + /?  cos  ya?,  dann  ist  das  Ergänzungsglied  von  derselben 
Form  wie  X,  nämlich  =Ae^^  oder  =A  sin  yx  +  B  cos  yx. 
Durch  Einführung  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  für  y  wird 
dann  A  resp.  jä  und  B  bestimmt.    Der  Fall,  dass  ß  eine  Wurzel 

der  Gleichung  j:Xkß^=0  oder  y  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

Xo-X,y'-f  X^y* =0,  erfordert  eine  leichte  Modifikation. 
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2)  Xk  =  ak  +  bkX  +  CkX*-\ hm*a5* 

dann  hat  das  Ergänzungsglied,  wie  X,  die  Form: 

A  +  Bx  +  Cx*-\ \-Mar] 

und  indem  man  wiederum  diesen  Ausdruck  statt  y  in  die  61 
chung  einführt,  werden  die  Coefficienten  il,  S,  C.JRf  bestimi 
In  diesem  Falle  wttrde  das  Ergänzungsglied  auf  dem  gewöli 
liehen  Wege  nicht  herzustellen  sein,  da  die  partikulären  In 
grale  der  reducirten  Gleichung  im  Allgemeinen  nicht  bekai 
sind.  Hr. 

N.  BouGAiEFF.    Sur  les  formes  intdgrables  des  ^uatdo 
diffi^rentielles  du  premier  ordre.     J.  Phiiom.  de  Moscoo. 

Der  Zweck  der  Abhandlung  ist,  ein  System  von  Form 
von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zu  betrachten,  c 
sich  mit  Hülfe  einer  Trjmsformation  der  Variabein  integrir 
lassen. 

Zur  Integration  der  Gleichung 

wendet  der  Verfasser  folgende  Transformationen  an: 

1)  Die  neuen  Variabein  u  und  v  werden  mit  den  ursprÜDj 
liehen  x^y  durch  die  beiden  Gleichungen 

verbunden. 

Der  Verfasser  leitet  dann  die  Bedingung  ab,  der  die  Fon 
tion  f  genügen  muss,  damit  die  transformirte  Gleichung  die  For 

habe,  wo  %p(u)  und  ;f(r)  zwei  willkürliche  Funetionen  sind. 

2)  Zur  Integration  derselben  Gleichung  benutzt  Herr  Bo 
gaicff  auch  die  Transformation 

wo  ^ dw 

dp' 
Die  so  transformirte  Gleichung  wird  in  Bezug  auf  w  vo 
1  *^"  Grade  sein,  wenn  z.  B. 

X  =  V/(«?'),  y  =  6(u>—pw*)  +  r(tt?') 
ist,  wo  ipj0,T  willkürliche  Functionen  sind. 
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Hierauf  stellt  der  Verfasser  die  allgemeine  Form  der  Diffe- 
rentialgleichungen auf,  die  sich  mit  Hülfe  dieser  Substitution 
integren  lassen. 

3)   Nach  Betrachtung   der  Substitution   y=.hdx  stellt   der 

Verfasser  zum  Schluss  einige  integrirbare  Formen  auf,  die  man 
bei  Ycrschiedenen  Hypothesen  über  die  Form  des  Multiplikators 
erhält  Z.  (0.) 

J.  J.  Sylvester,    The  story  of  an  equation  of  difFeren- 
ces  of  the  second  order.  Phil.  Mag.  (4)  xxxvn.  225-227.  1869. 

Der  Verfasser  beweist,  dass  die  Bestimmung  des  Grades 
mt  Gleichung,  die  aus  einer  Elimination  resultirt,  benutzt 
werden  kann  zur  Folgerung  eines  neuen  und  keineswegs  klaren 
Factums  in  der  Differenzenrechnung.  Csy.  (0.) 

J.  CocKLE.     On  a  certain  Boolian  Trinomial.     Meseenger 

V.  33-39.  1869. 

Es  handelt  sich  um  die  Integration  der  ftlr  n=\  von  Boole 
(Differential  Equations  p.  449)  betrachteten  Differentialgleichung: 
(D'+  aD-\-b)u-\-  (cD  +  e)6^^u  +  f,  e^^^u  =  0, 

I  worin  D  die  symbolische  Bedeutung  ^  =  ^  hat. 

Mittelst  einer  Methode,  die  der  von  Laplace  nachgebildet 
QQd  eine  Verallgemeinerung  derselben  ist,  wird  das  Integral 
in  Form  eines  bestimmten  Integrales  aufgestellt. 

Zum  Schluss  macht  der  Verfasser  darauf  aufmerksam,  wie 
vermittelst  eines  Verfahrens,  welches  er  in  seiner  Arbeit:  „On 
certain  Rational  Fractions"  (Messenger  IV.  p.  168)  ausein- 
andergesetzt hat,  in  manchen  Fällen  ein  bestimmtes  Integral 
inrch  ein  unbestimmtes  ersetzt  werden  kann.  He. 

1)...  G.    Bidrag  tili  in  elementar  framställning  af  läran 
om  integrerande  faktorn.     Dillner  Tidskr.  IL  127.  1869. 

Beweis  des  folgenden  Satzes:  Wenn  man  eine  Function  <p 
von  X  und  y  der  Art  bestimmen  kann,  dass  der  Ausdruck 

dx       dy 


»  = 


ay         ax 
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eine  Function  von  9>ist,  so  ist 

fzdip 

ein  Factor;  der  die  Differentialgleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0 
integrabel  macht.  —  Zum  Schluss^  wird  noch  ein  anderes,  etwi 
allgemeineres  Theorem  bewiesen.  Hn.  (Wn.) 

D. . .  G.    Om  integrering  medelst  Substitution.    Dillner  Tidei 

n.  253.    1869. 

Ein  Versuch,  die  Methoden  zur  Integration  der  Differentii 
gleichungen  durch  Substitution  rationeller  zu  machen. 

Hn.  (Wn.) 

Adolph  Steen.    Om  lineare  Differentialligningers  Int 
gration  ved  besternte  In tegi'aler.  Forh.  afChristianiaises.ii 

Der  Verfasser  giebt  einige  neue  Entwickelungen  in  Bezi 
auf  die  Integration  der  Differentialgleichung 

+  (a«.,a?  +  6„-,)  ^  +  a^  +  6,  =  0 

mittelst  bestimmter  Integrale.  Er  zeigt  zuerst,  dass,  wenn  b^= 
b^=zna^^J  6,  =  («— l)a,,...6r  =  («— r  +  l)ar-i,  bn=a^i  ist,  fo 
gendes  Integral  der  Gleichung  genügt: 


=/ 


wo  «  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist: 

a,tt*  +  a^M— >  +  a,tt— 2  -\ [-  a^^iu  +  o,  =  0. 

Weiter  sucht  dann  der  Verfasser,  ob  es  nicht  möglich  i 
der  allgemeinen  Gleichung  (1)  durch  ein  partikuläres  Integi 
von  folgender  Form  zu  genügen: 

wenn  man  die  Grenzen  a  und  /?,  sowie  die  Form  der  Fnncti 
/(m)  auf  geeignete  Weise  bestimmt.  Es  giebt  Fälle,  wo  m 
diese  Bestimmungen  ausfuhren  kann.  —  Die  Arbeit  enthält  fen 
zahlreiche  Anwendungen.  Hn.  (Wn.) 
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HoLMGRBN.     Snr  l'int^gralion  de  T^uation  diffi^reiitielle 

Handl.  Stockh.  YII.  1869. 

In  der  Einleitung  erwähnt^  der  VerfasBer  die  auf  dieselbe 
Aufgabe  bezüglichen  Arbeiten  von  Euler,  Liouville  und  Spitzer 
und  bemerkt  dann:  „Eine  allgemeine  Integrationsmethode,  die 
TOD  jedem  Einwurf  frei  ist,  blieb  bisher  immer  noch  zu  wtln- 
Bcben.  Der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist  es,  aus- 
pibend  von  den  Läouville^schen  Arbeiten,  eine  solche  aufzustellen, 
Qod  mit  ihrer  HtUfe  vollständige  Integrale  zu  finden,  die  keiner 
Beschränkung  in  Bezug  auf  den  Werth  der  unabhängigen  Ya- 
riabeln  unterworfen  sind".  Hn.  (Wn.) 

EMyLORD.   Lösning  af  Opgave  267.   Tychsen  TidßBkr.  (2)  VI. 
lU.  1870. 

Integration  der  Differentialgleichung: 
Man  setze  zuerst  — y=rc'+a,  dann  z  =  — ,  so  erhält  man 

ffier  setze  man  u=u^  sin  a;  -f-  u^  cos  x, 

M  ergiebt  sich  durch  Bestimmung  von  u^  und  u^ : 

y = »•+ -^  [aj  sin  (a? + *,)  4- cos  C«  +  *,)]. 

Hn.  (Wn.) 

A.  Steen.     Ogtan  en  Methode  til  Integration  af 

dx* 
.     =  fCx*  +  y').     Dillner  Tidekr.  III.  24.  1870- 

6.  Mittag  Leffler.    Integration  af  difFerentialequationer 


,ft 


(1+y'T 

Dillner  Tidgskr.  III.  24  nnd  28.  1870. 

Beide  Arbeiten  sind  durch  eine  Arbeit  von  Malmsten  in  dcm- 
^Iben  Journal   (II.  69)   veranlasst.     Herr  Steen   integrirt  die 
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Differentulgleiefaiuig  dorth  Trmnsfaniiatioii  nnd  giebt  ab  An- 
wendong  folgenden  Satz. 

Es  sei  eine  Botation^äche  s  =  ^^x*4-jf*).  Die  Linien  von 
eonstanter  Neigung  (kj  in  Bezug  anf  eine  Ebene  senkreeht  zur  Axe 
haben  zu  Projeetionen  anf  diese  Ebene  Cutoü,  deren  orfliogonale 
Trajectorien  einen  Krfimmnngsradins  (g)  haben: 

wo  r  den  Abstand  der  Punkte  von  der  Axe  anadrQd^ 

Herr  Leffler  integrirt  die  Differentialgleiehung  mittelst  geo* 
metrischer  Betrachtungen  nnd  bemerkt ,  dass  die  allgemeinere 
Gleichung: 

^ ,=f{ax'+2bxg+cy'+2ex+2fy+g) 

mittelst  der  Substitutionen: 

ti  =  fcx-j-cy4-f 


—  ^1^ 


o  =  xyac— 6'-f 


ec — bf 


die  Form  annimmt:  ^^^ 


u" 


=  qp(ii«  +  0. 


(1  +  ti'«)*  Hn.  (Wn.) 

A.  Steen.    Nogle  Bemarkninger  oin  Integration  af  Diffe^ 

rentialligninger.     Dillner  Tidskr.  IIL  44.  1870. 

Bemerkungen  Aber  die  Anwendung  der  Variation  der  Gen- 
stanten  bei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung.  Hn.  (Wn.) 

— .     On   a  class   of  diflFerential  equations.     Meeeenger  V. 

90-94.  1869. 

Es  wird  zuerst  gezeigt,  dass  die  Differentialgleichung 

WO  P  und  R  Functionen  von  y  allein  sind,  immer  auf  Quadra- 
turen zurttckgeftthrt  werden  kann,  vermittelst  der  Substitution 

r^Y- — 

wo  »  Fnnetioii  von  y  ist. 
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Auf  diese  Gleichung  wird  die  allgemeinere 

P,  9 ,  Ä  Functionen  von  y ,  zurückgeführt  durch  Multiplication 
einer  Function  fi  von  y,  welche  der  Bedingung 

genügt. 

Die  Resultate  werden  endlich  so  verallgemeinert,  dass  man 
dag  Integral  von 

'Si+<'(l)+''(l)"=« 

diält.  He. 

A.  Cayley.     Note   on  the  integration   of   certain  diffe- 
rential  equations   by  series.    Messenger  v.  77-82.  1869. 

Hat  man  eine  Dififerentialgleichung  zweiter  Ordnung,  der 
man  durch  ein  Integral  der  Form 

y  =  Ax^  +  Bx^+^ -{ 

genügen  kann,  so  wird  X  durch  eine  quadratische  Gleichung  be- 
itimmt  Für  jeden  Werth  von  X  sind  dann  die  Coefficienten 
XiC...  bestimmte  Vielfache  von  A^  so  dass  das  allgemeine  In- 
tegral die  Form 

innimmt. 

Der  specielle  Fall  nun,  den  der  Verfasser  behandelt,  ist 
^r,  wo  die  Differenz  der  beiden  Wurzeln  a  und  ß  eine  ganze 
Zahl  k  ist,  so  dass  /9=a4-Jr.  In  diesem  Fall  fällt  obige  Lösung 
ier  Form  nach  mit 

y  =  Ax"  +  Bx"+^-{-'" 

totammen,  welche  daher  zwei  willkürliche  Gonstante  enthalten 
^naa,  so  dass  jetzt  die  Coefficienten  nicht  länger  bestimmte  Viel- 
^e  von  A  sein  können. 

Als  einfachster  Fall  wird  derjenige  behandelt,  wo  die  Be- 
Auigungsgleichungen  für  die  Coefficienten  immer  nur  zwei  auf 
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einander  folgende  CoefBeienten  verbinden.    Dann  erscheint  das 
allgemeine  Integral  in  der  Form 

so  dass  jetzt  eine  singulare  Lösung  in  endlicher  Form  existirt. 

He. 

P.  Helmling.    De  aequatione  Xo-^+X, -^+X,y  =  0  in- 
tegranda.     Dorpat  1860. 

R.    Most,      lieber    eine    lineare     DiflFerentialgleichung 

m'*'  Ordnung.      Schlömilch  z.  XV.  427-450.  1870. 

Für  jeden  singulären  Punkt  a  einer  beliebigen  homogener 
linearen  Differentialgleichung  m^^^  Ordnung,  deren  Coefficientan 
eindeutige  Funktionen  des  Argumentes  x  sind,   giebt  es,   wie 
H.  Fuchs  gezeigt  hat,  m  partikuläre  ein  Fundamentalsystem  bildende 
Integrale  von  der  Form:    (a?— a)^<p,  wo  cp  im  Allgemeinen  eine 
in  der  Umgebung  von  a  eindeutige  Funktion  von  x  ist     Die 
Grössen  X  werden  bis  auf  beliebig  hinzuzufügende  ganze  Zahlen 
durch  eine  Gleichung  i»^«"  Grades  bestimmt,  deren  Wurzeln  w 
zu  den  Grössen  X  in  der  Beziehung  stehen:   u>  =  e^"*^%    Für 
den  Fall,  dass  einige  der  Wurzeln  einander  gleich  werden,  hatte 
H.  Fuchs  weiter  nachgewiesen,  dass  in  der  entsprechenden  Gruppe 
von  Integralen  im  Allgemeinen  Logarithmen  auftreten.    Hiervon 
ausgehend,  giebt  der  Verfasser  zunächst  eine  allgemeine  Mefho^, 
diese  neuen  Integrale  aufzufinden.    Sie  beruht  auf  dem  Prinzip» 
den  Fall  gleicher  Wurzeln  als  Grenzfall  der  ungleichen  Wurzeln 
zu  behandeln.    Indem  wir  es  uns  hier  versagen  müssen,  die  Be- 
denken, die  wir  gegen  die  Herleitung  haben,  auszuführen,  be- 
merken wir  nur  zu  dem  Resultate,  dass  dasselbe  zwar  der  Form 
nach  die  von  H.  Fuchs  gegebene  Darstellung  der  Integrale  als  line- 
are Funktionen  von  log(a?— a)  mit  variablen  Goefficienten  ent- 

*)  In  der  Abbandlung  heisst  es  irrthümlich,  die  X  selbst  ergeben  sieb 
als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  m*«"  Grades,  was  schon  der  Definition 
dieser  Grössen  widerspricht.  Für  eine  bestimmte  Klasse  von  Oifferential- 
gleicbangen,  zu  der  auch  die  vom  Verfasser  behandelte  gehört,  hat  H.  Fnobf 
allerdings  auch  für  die  X  eine  Gleichung  m^^*^  Grades  aufgestellt,  diese 
erfüllen  aber  alsdann  noch  die  besondere  Bedingung,  dass  die  ihnen  za- 
gehörigen  </j  für  x  =  a  nicht  verschwinden. 
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Mt,  allein  fllr  diese  Coefficienten  selbst  Werthbestimmungen 
aufweist,  deren  Unzulässigkeit  schon  aus  dem  Grunde  ersichtlich 
Ut,  dass  aus  denselben  folgen  würde,  es  müssten  in  dem  Fall 
gleicher  X  jedes  Mal  Logarithmen  auftreten,  was  schon  durch 
einfache  Beispiele  widerlegt  wird. 

Die  Differentialgleichung^  um  deren  Integration  es  sich 
handelt,  lautet: 

Für  die  partikulären  Integrale  derselben  werden  drei  Dar- 
stelluDgsformen  angewandt :  Reihen,  bestimmte  Integrale  und  be- 
B&mmte  Differentiale.    Unter  bestimmten  Differentialen  wird  hier 

der  Ausdruck     ^^  '       verstanden,  in  welchem   nach  erfolgter 

Differentiation  u  einen  bestimmten  Werth  erhält. 

Es  wird  nun  zunächst  die  Gleichung  behandelt,  die  aus  der 
gegebenen  hervorgeht,  wenn  man  die  rechte  Seite  gleich  Null 
setzt.  Nach  einer  Umformung,  wie  sie  Riemann  ftir  m  =  2  an- 
gegeben, und  der  darauf  folgenden  Substitution  a;e  =  ^,  erhält 
sie  die  Gestalt : 

Die  Grössen  dk  und  Ck  ergeben  sich  als  lineare  homogene 
Funktionen  von  resp.  at  und  6*,  und  für  die  singulären  Punkte 
0  und  00  nehmen  die  bezüglichen  Fundamentalgleichungen, 
deren  Wurzeln  die  partikulären  Integrale  einzeln  zugeordnet 
sind,  die  Formen  an: 

d^  Q'^u*^  +  ^t  ß«-*!**"""*  -|- ...  -f-  d^  =  0 

Es  wird  darauf  der  Einfachheit  halber  und  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  Q=l  gesetzt.  In  der  Umgebung  der  singulären 
Pnnkte  0  und  00  —  die  Reihenentwickelung  für  den  dritten  sin- 

pdären  Punkt  a:=— t-^  wird  nicht  versucht  —   ergeben  sich 

dann  für  die  m  partikulären  Integrale  die  bezüglichen  Reihen: 

^a,— a, +  1,  «,— a, +  1,  ...a,— a„+l,     o^    / 
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wenn  mit  '"(J'f* '"  J"«*)  die  hypergeometrigche  Reihe  «'•' Ord- 
nung: ''  • '" 

bezeichnet  wird;  die  a  und  ß  sind  die  Wnnehn  der  req>.  1'^ 
und  2'^°  obiger  Fundamentalgleichungen  und  q  nimmt  alle  Werthe 
von  1  bis  m  an. 

Die  filr  den  Fall,  dass  die  Differenzen  der  a  (oder  der  ß) 
zum  Tbeil  ganze  Zahlen  sind,  ausfallenden  Integrale  sind  dorch 
neue  zu  ersetzen;  wenn  aber  der  Verfasser  glaubt,  yennittelrt 
eines  einfachen  Raionnements  f&r  das  ausgefallene  jfr  ein  neues 
Integral  y'^  in  12''  (und  ebenso  in  13")  hergestellt  zu  haben, 
so  hat  er  dabei  übersehen,  dass  dieses  mit  einem  andern  Inte- 
grale desselben  Systems ,  nämlich  mit  y«  zusammenfällt  Dass 
auch  in  dem  Falle  gleicher  a  Integrale  ausfallen ,  ist  gar  nicht 
angemerkt  Um  in  beiden  Fällen  die  Lücke  auszufüllen,  be- 
darf es  einer  tieferen  Untersuchung  der  Bildungsgleichungen 
für  die  Coefficienten  der  Reihen,  die  der  Verfasser  nicht  ange- 
stellt hat. 

Die  Darstellung  der  Lösungen  durch  bestimmte  Integrale, 
wobei  die  3  Fälle:  1)  a^S^.KSO,  2)  6,==6j  =  ..6r-i=0, 
3)  a^=:..ar-i  =  0,  verschiedene  Formen  ergeben,  gelingt  ihm 
mit  Hülfe  von  Reduktionssätzen,  die  wir  hier  ebenso  wenig  wie 
die  bestimmten  Integrale  selbst,  die  in  allen  Fällen  (in— <) fach 
werden,  wiedergeben  können.  Die  Anzahl  der  so  gewonnenen 
Lösungen  übersteigt  m,  eine  Diskussion  derselben,  namentlich 
hinsichtlich  der  Relationen,  die  zwischen  ihnen  bestehen  müssen, 
findet  nicht  statt. 

Bei  Gelegenheit  der  Darstellung  der  partikulären  Integrale 
durch  bestimmte  Differentiale,  auf  die  wir  hier  ebenfalls  nichi 

weiter  eingehen,  wird  bemerkt,  dass  die  Ausdrücke  1       ,  i — - 1  ^ 

ähnliche  Beziehungen  wie  die  Gammafunktionen  zeigen. 

Den  Beschluss  macht  die  Zurückfuhrung  der  Integration  dei 
vorliegenden  nicht  homogenen  Gleichung  auf  die  einer  homo- 
genen Gleichung  der  betrachteten  Art.  Hr. 
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J.  COCKLE.      On  Criticoids.      Phil.  Mag.  (4)  XXXIX.  201-210.  1870. 

.         Eine   „criticaV'  Funktion  der   GoeffiQienten  einer  algebra- 

«    ischen  Gleichung  ist  eine  Funktion,  welche  unverändert  bleibt, 
wenn  jede  der  Wurzeln  um  dieselbe  Grösse  vermehrt  wird ;  mit 

^   andern  Worten,   eine  „criticar*  Function  ist  eine  Funktion  der 

j   Wurzeldifferenzen. 

Ein  „Criticoid"  befindet  sich  in  derselben  Beziehung  zu 
einer  iactoriell  transformirten  linearen  Differentialgleichung,  wie 
eine  „critical"  Funktion  in  Beziehung  zu  einer  linear  transfor- 

;    mirten  algebraischen  Gleichung.  Csy.  (0.) 

'    I^  Fuchs.    Sur  le  d^veloppement  en  s^ries  des  integrales 
des  ^quations   diflfdrentielles    Unfaires.    Brloschi  Ann.  (2) 

IV.  36-49.  1870. 

Der  Verfasser  lehrt  im  Anschluss  an  seine,  in  Borchardt  J. 
LXVI.  veröffentliche  Abhandlung  die  Werthe  der  Integrale  line- 
arer Differentialgleichungen  durch  eine  für  die  nicht  singulä- 
ren  Punkte  stets  convergente  Reihe  bestimmen ,  deren  Glieder 
I  dnrch  wiederholte  Integration  gewonnen  werden,  und  in  welcher 
die  von  Caquä  in  Liouville  J.  im  Jahre  1864  veröffentlichte 
Reihe  enthalten  ist.  Wy. 

CTychsen.    Eettelse  til  in  Afhandling  af  Abel.    Tychsen 

Tidsskr.  (2)  V.  49.  1869. 

Der  Verfasser  hat  einen  Bechnungsfehler  im  zweiten  Theil 
^    ^on  N.  H.  Abels  oeuvres  complötes  p.  244  verbessert. 
l  Hn.  (Wn.) 
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Partielle  Differentialgleichungen. 

B.  ßiEMANN.  Partielle  DiflFerentialgleichuiigen  und  deren  An- 
wendung auf  physikalische  Fragen.  Vorlesungen,  heraus- 
gegeben von  E.  Hattendorf   Braunschweig.  1869. 

Der  Herausgeber  reproducirt  die  Vorlesung,   welche  Rie- 
^nu  im  Winter  1854-55,  also  im  Beginn  seiner  akademischen 
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Thätigkeit  in  Göttingen  gehalten  und  im  Winter  1860-61  und 
im  Sommer  1862  in  erweiterter  Weise  wiederholt  hat    Eine  zu- 
sammenhängende Ausarbeitung  des  Verfassers  von  1854  hat  der 
Herausgabe  zu  Grunde  gelegen  und  derselben  hat  der  Verfasser 
die  Erweiterungen  hinzugefügt,    welche  sein  eigenes   Heft  von 
1860-61   enthält.    Es  zeugt  von  Riemann's  grosser  Einsicht  and 
Bescheidenheit,  dass  er  sich  bei  dieser,  wohl  seiner  ersten  aka- 
demischen Vorlesungen  im  Jahre  1854  sehr  genau  an  den  muster- 
gültigen  Vortrag  seines  Lehrers  Dirichlet  über  denselben  Gtogen-  ^ 
stand  gehalten  hat;   eine  akademische  Vorlesung   soll  ja  nicht  ^ 
unter  allen  Umständen  eine  Originalarbeit  sein.    Das  hierflber 
ausgearbeitete  Heft  enthält   in   der  That  die  Theorie   der  be- 
stimmten Integrale,    der    Fourief sehen   Reihen,    der  partiellea 
Differentialgleichungen,  die  Anwendungen  auf  die  Wärmelehre, 
namentlich   die  Verbreitung  der  Wärme   in   einem  unendlichen 
Körper  und  einer  Kugel,  deren  Oberfläche  gleichmässig  erwännt 
ist,  dann  die  Theorie  der  elastischen  Saite  und  der  Luftsdhwm- 
gungen  in  der  Weise  ^  wie  sie  Dirichlet  in  Berlin  vorzutragen 
pflegte;  die  Enveiterungen  von  1860  und  61  enthalten  dagegen  j 
Probleme,    die  Dirichlet  in  diesen  Vorlesungen   nicht  gegeben 
hat,   nämlich   den   aligemeinen  Fall   der  Wärmeverbreitung  in 
einer  Kugel  ^  die  Gleichungen  für  die  elastischen  festen  Körper 
mit  Beispielen  und  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer 
begrenzten  Flüssigkeit.     Eigene   Riemann'sche  Untersuchnngesi 
enthält  diese  Arbeit  nichts   die  Methoden,  welche  z.  B.  in  der 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  und  der  Fourier'schen  Reihca 
eingeschlagen  werden,  stehen  dem  fern,  was  Riemann  sonst  ttbtf 
diese  Gegenstände   vorgetragen   oder  veröffentlicht  hat    Wenn 
daher  die  Veröffentlichung  Riemann'scher  Vorlesungen  auch  unter 
allen  Umständen  Dank  verdient,  so  würde  sich  der  Herausgeber 
denselben   vielleicht  noch   im  höheren  Grade  erworben  habeOf 
wenn  er  mit  der  Herausgabe  der  Vorlesung  über  {"onctionen- 
theorie  und  Abersche  Funktionen,   so  wie  über   das  Potential 
begonnen  hätte,    da  namentlich  die  beiden  erstgenannten  Vor- 
träge höchst  wichtige  Erläuterungen  und  Ergänzungen  zu  den 
so  kurzen  von  Riemann  veröff^entlichen  Abhandlungen  über  diese 
Gegenstände  bilden.  Ki. 
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Grellk.  Die  Integration  der  gewöhnlichen  und  par- 
tiellen DiflFerentialgleichiingen  durch  die  Methode  der 
Trennung   der   operativen   Symbole.     Schlömiich  z.  xv 

297-310.  1870. 

Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  5.  p.  160. 

.  G.  Imschenetsky.    Sur  Tint^gration  des  Äjuations  aux 
d^riv^es  partielles  du  premier  ordre,  traduit  du  Eusse 

par  J.  Hoüel.      Gninert  Arch.  L.  278-474.  1869. 

Die  Arbeit  giebt  in  sehr  ausflihrlicher  Weise  die  Unter- 
idiongen  über  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
ris  sie  in  neuester  Zeit  zur  Abrundung  gekommen  ist.  Der 
LV.scbliesst  sich  im  Allgemeinen  der  Jakobi'schen  Behandlungs- 
eise,  wie  sie  in  seiner  hinterlassenen  von  Clebsch  veröffent- 
efaten  Arbeit  gegeben  ist,  an,  nimmt  aber  dabei  auf  die  voraus- 
eilenden Untersuchungen  von  La  Orange,  Gharpit,  Pfaff,  Cauchy 
od  Jacobi,  selbst  auf  die  späteren  von  Liouville,  Bertrand,  Bour 
B.  w.  vielfach  Rücksicht.  Die  Arbeit  selbst  zerfällt  in  7  Ka- 
itel,  in  deren  erstem  die  verschiedenen  Formen  der  Integrale 
)r  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung^  namentlich 
»  vollständigen  singulären  allgemeinen  Integrals  behandelt 
erden.  Das  2'*  Kapitel  betrifft  diejenigen  Formen  von  allge- 
leiiien  Integralen,  welche  zu  einer  Differentialgleichung  flihren, 
ddie  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  linear  ist. 

Das  y^"  Kapitel  geht  dann  auf  die  allgemeine  Integration 
»er,  sie  wird  nach  Jakobi  gegeben,  in  dessen  Behandlung  der 
Erfasser  jedoch  einige  Vereinfachungen  einfuhrt.  Zunächst 
ird  der  Fall  von  2  unabhängigen  Variablen  behandelt,  in  wel- 
em  Falle  das  Jacobi'sche  Verfahren  mit  dem  von  La  Grange 
id  Gharpit  gegebenen  identisch  ist,  dann  aber  der  allgemeine 
dl  behandelt. 

Im  4**'"  und  ö***"  Kapitel  wird  diese  Integration  dann  zu 
ide  gef&hrt. 

Das  e**'  Kapitel  beschäftigt  sich  mit  der  von  Bour  gegebeuen 
Weiterung  der  Jacobi'schen  Theorie  auf  simultane  partielle 
ifferentialgleichungen  erster  Ordnung  und  deren  Anwendung  auf 
irschiedene  Probleme. 

Foruchr.  d.  Math.  II.    1.  12 
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Im  7*'"  Kapitel  wird  die  Theorie  der  sogenannten  Hamilton'- 
sehen  Differentialgleichungen  behandelt,  d.  b.  derjenigen  totalen 
Differentialgleichungen,  die  sich  auf  eine  partielle  Differential- 
gleichung 1'"  Ordnung  zurückführen  lassen,  welche  namentlich 
in  der  Mechanik  und  Variationsrechnung  vorkommen.  Endlich 
giebt  das  8'®  Kapitel  noch  eine  Uebersicht  der  Methode,  welche 
Cauchy  für  die  partiellen  Differentialgleichungen  anwendet 

Ni. 

C.  NivEN.     Application  of  a  change  of  the   dependent 
and  independent  variables.     Quart.  J.  x.  312-317.  1870. 

Umständlicher  Beweis  der  bekannten  Lösung  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  dem  Zwecke,  eine  solche 
zweiter  Ordnung  nach  gleicher  Methode  zu  behandeln.  Doch 
ist  auch  deren  Lösung  vorausgesetzt.  Zum  Zweck  ihres  Be- 
weises bedurfte  es  keiner  Hinweisung  auf  einen  Wechsel  der 
Yariabeln,  der  sich  von  selbst  darbietet  und  kaum  zu  um- 
gehen ist.  H. 

E.  Eadau.    Ueber  gewisse  Eigenschaften  der  Differential- 
gleichungen der  Dynamik.     Clebsch  Anu.  II.  167.  1870. 

Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  4. 
A.  Korkine.     Sur  les  integrales   des  dquations  du  mou- 

vement.      Clebsch  Ann.  IL  13.  1870. 

Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  4. 

G.  Holzmüller.  Ueber  die  Anwendung  der  Jacobi- 
Hamilton'schen  Methode  auf  den  Fall  der  Anziehung 
nach    dem    elektrodynamischen    Gesetz    von    WebeJ^* 

Schlömilch  Z   XV.  69-91.  1870. 

Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  4. 
Brill.      Ueber    die    Differentialgleichungen    für   Liclxt 

Schwingungen.      Clebsch  Ann.  I.  225-252.  1869. 

Siehe  Abschnitt  XL  Cap.  2. 
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i.  MooN.  The  Solution  of  linear  partial  differential 
equations  of  the  second  order  involving  two  indepen- 
dent  variables.     Phil.  Mag.  (4)  XL.  35-41.  1870.  Csy. 


hMON  Spitzer,     Integration   der  partiellen  Differential- 
gleichung 

in  welcher  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  und  F,  (y) 
¥i{y) . . .  F^{y)  beliebige  Funktioneu    von  y  bedeuten. 

Gninert  Arch.  LI.  499-506.  1870. 

Der  Verfasser  verificirt  folgende  Formeln: 

1)  Für  den  Fall,  wo  m  =  ],  die  Gleichung  also  lautet: 

wo  die  X  die  Wurzeln  der  Gleichung  A"+*  =  l  sind,  9>i  7>,...<3r«+i 
uö  übrigen  willkürliche  Funktionen,  welche  die  Gleichung 

^erfUlen.    Jedoch  ist  es  noch  nöthig,  dass  die  q>  derart  gewählt 
üd,  dass  der  Ausdruck : 


^»«=00  verschwindet. 

2)  Für  den  Fall,  wo  m  =  2,  also : 


8;      '        ^ 


^^die  i  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^•+'  =  1,  die  <p  selbst  will- 

12* 
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kttrliche  Funktionen  sind,  welche  die  Bedingungsgleichangen: 

(A;+i  <p(«+i)  (y)y  c    »^^  du  =  F.(y) 

rr-=l  0 

erfüllen,  indess  musg  auch  hier  der  Ausdruck: 

fUr  ti=oo  verschwinden.  Ni. 


A.  Caylky.     A   „Smith's  Prize"  paper.    1869.    Questio 

14,      MeBsenger  V.  62-64.  1869. 

Aus  den  Integralen 

a;  =  a cos l  +  o' sin/,  y=6cosl  +  6'sin  ' 
der  dynamischen  Gleichungen 

wird  die  simultane  Lösung 

S  =  c-\'— (a?'+  y'+  a'+ 6')  cos  /— 2  (oa?  +  6y)  coseo  < 
der  beiden  partiellen  Differentialgleichungen: 

ds  .  1  (/dsy  ,  /ds\«|        1 . , ,  .,. 

hergeleitet.  Glr.  (0.) 

P.  C.  V.  Hansen.     Lösning  af  Opgaver    118.     Tyck* 

Tidsskr.  (2)  V.  161.  1869. 

Integration    der    folgenden   Differentialgleichungen  mittel 
bestimmter  Integrale: 

d'a      m(m  +  l)         ,d'» 

d]»      2«d»_  «^-,0 
da?'      X  dx        dy* "" 
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P.  C.  V.  Hansen.     Cauchy's  Methode  til  Integi-ation  af 
partielle  Difterentialligninger    af   1***    Orden.     Tychsen 

Tidsskr.  (2)  VI.  25,  73,  123.  1870. 

EntwickeluDg  bekannter  Theorieen.  —  Der  Verfasser  stützt 
sich  vorzugsweise  auf  die  Arbeiten  von  Cauchy  (Exercices 
d'analyse  et  de  pbys.  math.  Tome  IL)  nnd  von  Serret  (Compt. 
Tend.  Octobre  1861).  Hn.  (Wn.) 

R.  MooN.     On    the    equation    of  Laplace's    coefficients. 

Phil.  Mag.  (4)  XL.  434-440.  1870. 

Die  Gleichung  von  Laplace's  Coefficienten  wurde  zuerst  in 
endlichen  Ausdrücken  integrirt  im  Jahre  1841  von  Hargreave. 
Zwei  andere  Lösungen  sind  früher  von  Boole  und  Donkin  ge- 
geben. Die  vorliegende  Arbeit  giebt  eine  neue,  von  den  frühe- 
ren verschiedene  Lösung  derselben  Frage.  Csy.  (0.) 

L.ScHLÄFLL     üeber  die  partielle  Differentialgleichung 

dw  _  d^w 
Tt^di^' 

Borchardt  J.  LXXU.  263  284.  1870. 

Aus  partikulären  Lösungen  der  Glieder  wird  mit  Vermei- 
^g  des  Fourier'schen  Doppelintegrals  eine  allgemeine  Lösung 
^  gewöhnlicher  Convergenz  gewonnen,  welche  in  verschiedenen 
Tonnen   ihren  Ausdruck  findet.     Im  zweiten  Theil  sind  durch 
^fiese  die  verschiedenen  Aufgaben  gelöst,  welche  in  der  Hatten- 
dorfschen  Ausgabe   der  Vorlesungen  ßiemann's  über  partielle 
Differentialgleichungen  in  Betreff  der  Wärmebewegung  in  homo- 
genen Körpern   bei   verschiedenen  Oberflächenbedingungen   be- 
bandelt werden,  und  zwar  dient  zur  Ermöglichung  dieser  Auf- 
Ifiiuigsmethode  die  Auffindung  von  Festsetzungen,  wie  die  Funk- 
toD,  welche  für   die  Anfangstemperatur   der  durch   das  x  be- 
itboQten  Schichten  beliebige  Werthe  angiebt,  gemäss  den  Ober- 
fiäcbenbedingungen  ausserhalb  des  Körpers  fortzusetzen  ist. 

Eine  frühere  Ausführung  des  letztgenannten  Gedankens  solle 
^on  Poisson  (Joum.  polytechnique.  19)  vorhanden  sein,  wovon 
*ch  der  Herr  Verfasser  aber  nicht  habe  überzeugen  können, 
^  ihm  die  Notiz  erst  bei  der  Redaktion  zugegangen  und  jenes 
Journal  nicht  zur  Hand  gewesen  sei. 
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Beacht  enswerth  ist  noch  eine,  wie  es  scheint,  wohl  hegt 
dete  Bemerkung,   über  die  Sprungstellen   a  der  Fourier'sQ 

Reihe ,  dass  die  Annahme  des  Werthes  -^  {F(a + 0) + da- 
rein conventionell  sei.  Wy. 


Capitel  7. 
Variationsrechnung. 

A.  Mayer.    Der  Satz  der  Variationsrechnung,  welcl 
dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  in  der  Mechao 

entspricht.      Clebsch  Ann.  n.  143-149.  1870. 

Der  Verfasser  betrachtet  den  in  Rede  stehenden  Sati  \ 
einen  besonderen  Fall  eines  allgemeineren  der  Yariationsrechniu 
der  letztere  wiederum  ist  eine  Interpretation  der  bekannten  2 
rttckfahrung  der  Hamilton'schen  partiellen  Differentialgleichui 
durch  welche  sich  die  Probleme  der  Variationsrechnung  I 
stimmen  lassen,  auf  eine  andere,  welche  die  Orundyaria] 
nicht  enthält.  Diese  Zurückftlhrung  wird  aber  vom  YerfiMi 
auf  elementarem  Wege  bewirkt  und  besteht  in  dem  Satze: 

Sind  yt/it/t  '"l/n  unbekannte  Funktionen  von  x^  ferner  ^^, 
...(pm  (m<fi-f-l)  Funktionen  der  y,  f  eine  Funktion  der  y  u 
ihrer  ersten  Differentialquotienten  y^  Soll  dann  die  Variati 
des  Integrales  ^„^ 

f>  =  /fdx 

Ol 

unter  der  Bedingung  verschwinden,  dass  auch  die  Funktimi 
q>  gleich  Null  werden,  so  fährt  dies  bekanntlich  auf  n  -f- 1  Dil 
rentialgleichungen  von  der  Form: 

^   dyr mi    dyi'^ dx\dif/ 
Der  Umstand,  dass  in  den  Funktionen  9  und  f  da«  x  sei 
nicht  vorkommt,  bedingt,  dass  der  Ausdruck: 

2)  »'|+»'.|+-»:|-/=»- 
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Führt  man  nun  statt  x  die  Grösse  y  als  unabhängige  Va- 
riable ein,  und  eliminirt  mittelst  der  letzten  Gleichung  dx^  trans- 
formirt  demgemäss  die  in  f  befindlichen  nach  x  genommenen 
Differentialqnotienten ,  wodurch  die  Funktion  f  übergehen  möge 
in  F,  welche  letztere  Funktion  die  Differentialquotienten  von 
Sf,  ...V»  nach  y  enthält,  so  gehen  die  Gleichungen  1)  über  in  die 

%  Gleichungen: 

^F+A      _  ^F+A 

^^       dy,     '^iSi^'dyrdy   ^dyT 

d  ^^ 

wo  w  der  Werth   von  y'  =  ^  ist^   der  sich  aus  Gleichung  2) 

eigiebt 

Diese  Gleichungen  sind  ganz  von  der  Form,  wie  die  Glei- 
ehongen  1)  und  lösen  also  das  Problem,  die  Variation  von: 

W^J    -^dy 

L*  vm  Verschwinden  zu  bringen,  wo  b^b^  leicht  zu  bestimmende 
Grenzen  sind. 

Die  erstere  Aufgabe  lässt  sich  also  auf  die  letztere  zurück- 
^    Üben  und  umgekehrt. 

Um  hieraus  den  Satz  von  den  kleinsten  Wirkungen  abzu- 
leitCD,  muss  man  setzen :  a?  =  f,  f=  r+  ^j  ^^  die  y  die  Coordi- 

»ltona:,y,»  der  Punkte  des  Systems,  F=4--^<m,(a;;^+y'2-f.»!2); 

es  ist  dann  F=/(r+  U)dt^  und  das  Integral  2)  der  Satz  von 

der  lebendigen  Kraft,  r=I/+A,  während  das  Integral  W  den 
Satz  von  den  kleinsten  Wirkungen  enthält.  Ni. 

f  Sabinine.     Sur   la  mdthode    de  distinguer  las  maxima 
et  las  minima  des  integrales  ddfinies  multiples.     Bull. 

de  st  P6terflb.  XV.  70-83.  1870. 


t 


Um  zu  entscheiden,  ob  ein  einfaches  oder  vielfaches  Integral 
SU  einem  Maximum  oder.  Minimum  wird,  hat  man  bekanntlich 
^  zweite  Variation  zu  untersuchen.  Eine  Methode  für  die  Dis- 
emaon  der  zweiten  Variation  vielfacher  Integrale  ist  zuerst  von 
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Clebsch  angegeben  (Borchardt  J.  LVI,  122).  In  der  vor 
Arbeit  giebt  Herr  S.  eine  andere  Reduktion  der  zweiten  ' 
indem  er  an  Stelle  der  Variationen  gewisse  lineare,  alg 
AnsdrUcke  von  willkürlichen  Constanten  Bobstitnirt  — 
thode  ist  ganz  allgemein  und  es  wird  nur  die  eine  Voni 
gemacht,  dass  die  Variationen  der  Grenzen  coostant  s 
Gnindzflge  der  Methode  sind  folgende:  Gegeben  ist 
fache  Integral: 


=> 


todx,  ....  dX!■^ 


die  Funktion  le  enthält  I)  die  unabhängigen  Variabein  a 

2)  die  abhangigen  Variabein  y y.,  die  als  Fnnkti« 

x^  ....Xi  zu  bestimmen  sind,    3)  die  s.i  partiellen  Di 

quotienten  der  letzteren  p,i,  wo  P»(=;^* 

Sind  ausserdem  die  Bedingungsgleicbungen  ^/>^  =  0,< 
y»  =  0  gegeben,  so  bilde  man 


■=> 


odx,  . 


so  giebt  dV=  0  bekanntlich  mit  den  Bedingoogsgle 
9=0  zusammen  die  DiGTerentialgleicbQngea  des  Probl 
wie  die  Grenzbedingungen.  Der  Verfasser  bildet  nun  < 
druck  fQr  S'V  and  fUhrt  darin  an  Stelle  der  Variationen 
der  y  folgende  Werthe  ein.  Bezeichnet  a,  eine  Integra 
Btante,  die  in  die  Ausdrücke  von  y  und  x  erst  in  FoIg< 
tegratioD  der  Differentialgleichungen  des  Problems  ein 
die  entweder  in  einer  willkürlichen  Funküon  oder  nni 
davon  stehen  kann,  so  bilde  man  die  Summen : 


4.=^«ftu^.-i..  =  ^%6«^- 


i.i=^tfru 


wo  die  A,,  ....bif..b,i b„  unbestimmte  Constante  ■ 

weder  in  den  Funktionen  y  und  x   noch  in  den  Diff 
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nohangen,  noch  in  den  Orenzbedingungen  vorkommen.  Diese 
bestimmten  Constanten  sind  nur  so  zu  wählen,  dass  die  Deter- 
nante  D  der  s*  Grössen  L  nicht  gleich  0  wird.  Ist  diese 
»dingung  erfflUt,  so  kann  man  die  Variationen  w  der  y  als 
inktionen  von  eben  so  viel  unabhängigen  Yariabeln  in  aus- 
ttdLcn,  indem  man  die  L  zu  Goef&cienten  macht,  also  setzt: 

3  die  in  als  willkürliche  Funktionen  von  x^...Xi  anzusehen 
nd. 

Diese  Ausdrücke  setzt  der  Verfasser  in  den  Ausdruck  für 
T  ein  und  gelangt  dann  nach  verschiedenen  ziemlich  compli- 
rten  Reductionen  zu  einem  Ausdruck  für  d*F,  der  unter  dem 
tegralzeichen  einen  homogenen  Differentialausdruck  vom  zwei- 
Q  Grade  in  Bezug  auf  die  willkürlichen  Variabein  enthält. 

Wn. 

uijDSTRÖM«     Distinction   des  maxima  et  minima  dans 
un  problfeme  isop^rim^trique.     N.  Act.  Upeai.  (8)  vn.  1-89. 

1870. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Theorie  der  isoperimetrischen 
Vobleme,  die  nur  von  einem  einfachen  Integral  abhängen.  Nach- 
lem  er  die  Hauptpunkte  jener  Probleme  auseinander  gesetzt, 
iieutirt  er  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
lafllr,  dass  die  gefundene  Lösung  ein  Maximum  oder  Minimum 
ei.  Die  allgemeine  Methode  wird  zum  Schluss  an  einigen  be- 
annten  Beispielen  erläutert.  Wn. 

l  Heine.     Aus  brieflichen  Mittheilungen,     ciebgch  Ann, 

U.  187-191.  1870. 

Die  zweite  Mittheilung  betrifft  den  Beweis  des  Satzes,  dass 
Ir  willkürliche  Aenderungen  8y  der  Ausdruck : 


/K-y.%%--^dM 


^T  dann  verschwinden  kann,  wenn  f  selbst  in  den  Integrations- 
renzen  verschwindet  Ni. 
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L.  LiNBBLöF.    Sur  les  limites  entre  lesqnelles  la  es 
noide  est  une  surfaee  minima.     Clebsch  Ann.  n.  160- 

1870. 

Siehe  Abschnitt  IX.  Cap.  3  D. 
W.  Walton.    On  a  problem  in  the  ealculas  of  variati 

Quart.  J.  X.  72-78.  1869. 

Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  4. 


Siebenter  Abschnitt 
Funktionentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

E.  Abriss  einer  Tiieorie  der  complexen  Funk- 
und  der  Thetafunktionen  einer  Veränderlichen. 

ebert.  1870. 

Abschnitt  VII.  Gap.  2. 

:ämi.  Articolo  bibliografico :  Teorica  generale 
-unzioni  di  variabili  complesse,   del  professore 

Casorati.      Vol.  I.  Pavia  1868.   Battagl.  G.  Vn.  29-41.  1869. 

Empfehlung  des  Casorati'schen  Werkes  (Vgl.  Fort- 
:.  I.  128-130).  Indem  der  Verfasser  die  historische 
mg  der  Theorie  der  complexen  Grössen  ^  wie  sie  Ca- 
it,  recapitulirt,  verweilt  er  zunächst  bei  Gauss,  von 
zeige  der  Theoria  residuorum  biquadraticorum ,  Com- 
[.  (Gott.  Anz.  1831)  er  den  grössten  TheU  übersetzt 
t.  Im  Folgenden  werden  vorzugsweise  die  Verdienste 
im  die  Ausbildung  der  Theorie  der  Funktionen  com- 
iabeln  hervorgehoben..  M. 

rzKY.   Beiträge  zur  Funktionentheorie.   Pr.  Berlin 


ndelt  sich  in  dem  ersten  Theile  dieser  Arbeit  darum, 
idliche  Differenz  b—a  das  bestimmte  Integral 


r 
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in  der  Anschauung  zu  fixiren.  Hier  ist  /(2)  =  X-f  tF  eine  nu 
deutige  Funktion  von  z=zx-{-iy,  die  den  für  die  endliche 
stimmtheit  des  Integrals  ausreichenden,  wenn  auch  nicht  du 
aus  nothwendigen  Bedingungen  (die  in  der  Abhandlung:  „Ue 
die  Endlichkeit  von  bestimmten  Integralen  und  Reihensummen*,  1 
lin  1867,  vom  Verfasser  gegeben  sind),  genügt.  Theilt  man 
als  gerade  vorausgesetzten  Integrationsweg  \d  von  9  in  unc 
lieh  viele  gleiche  Theile,  so  ist  das  obige  Integral  der  Pv 
der  mittleren  Entfernung  aller  Punkte,  welche  in  der  Bahn 
der  Funktion  f(z)  den  Theilpunkten  von  U)  entsprechen;  0 
mechanisch  gedeutet,  ist  das  bestimmte  Integral  die  compl 
Coordinate  des  Schwerpunktes  der  Bahn  9B,  wenn  man  letz; 

proportional  dem  Modul   von   ^^  belastet  denkt.     Diese 

lastung  lässt  sich  auch  durch  Ausbreitung  eines  Flächenst&c 
um  {B  darstellen. 

Die  „allgemeine  Methode  zur  Berechnung  der  Werthe 
Veränderlichen,  ftir  welche  eine  Funktion  einen  verlangten  W 
annimmf ',  —  welche  den  Inhalt  des  2'*"  Theiles  der  Arbeit  \ 
macht,  —  beruht  auf  der  Anwendung  der  recurrirenden  Foi 
(2)  9)(»ii+0  =/(«»)  auf  die  zu  lösende  Gleichung  (1)  9(0 =i 
Die  Bedingung,  dass  Lim  Cn=C  wird,    ist:   dass  ^   inner! 

I»=X 

eines  um  £  beschriebenen  Kreises  liegt^  der  die  Eigenschaft 
dass  flir  alle  Punkte  innerhalb  desselben 

mod^'=modj^)-.<l 

ist    Vortheilhafter  als  (2)  fUr  die  Berechnung  ist  folgende  For 

■  ^^^^'^ y'cw-rc« — ~^'^^^' 

Am  einfachsten  ist  der  Fall  9)(ft)=«.  Verfasser  wendet  s 
Methode  auf  den  von  Gauss  (Theoria  motus  corp.  coel.  p. 
behandelten  Specialfall  u=fi-]-e  sin  u  der  Gleichung  ii=2c-}'^ 
an,  deren  Wurzel  sich  bekanntlich  nach  der  Lagrange*s 
Reihe  entwickeln  lässt,  (Lagrange,  Mgm.  de  TAc.  de  Berlin  1*! 
Femer  wird  die  Rechnung  an  einem  numerischen  Beispiel, 
Wurzel  der  Gleichung  »^+28»* =480  durchgeführt  und  mit 
Resultat  von  Gauss  (Beiträge  zur  Theorie  d.  alg.  Glchgn.  1 
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§16.  —  Werke  .III.  93)  verglichen.  Zur  Beuiiiheilung  des  Feh- 
lers dient  die  Formel: 

mod  Cf«+i-0<mod  (£„+i-fO  j^-, 

wo  p  den  grössten  Modul  von  '^}^  "^^  auf  dem  Wege  fär  a« 
bezeichnet.  ^    ""^ 

Der  dritte  Theil  der  Arbeit  ist  eine  Abhandlung  „über  die 
Glieder  der  Taylor'schen  Reihe  und  eine  auf  ihre  Eigenschaften 
gestützte  Methode  zur  Berechnung  der  singulären  Punkte  und 
der  Wurzeln  der  Funktionen".  Der  Verfasser  nennt  einen  um 
*=l  beschriebenen  Kreis  Ä,  worin  die  monogene  Funktion  f(z) 
Mgleich  mit  ihrer  Ableitung  tiberall  endlich,  eindeutig  und  stetig 
i«l,  einen  «-fach  algebraischen  Convergenzkreis  von  der 
Ordnung  a,  wenn:  1)  nur  für  s  Unendlichkeitspnnkte  z'  auf 
ihm  Lim  (»— a')"/'^*)  ci^o  und  zwar  bei  jeder  Annäherung  die- 

selbe  bestimmte  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  2)  für  eine  Num- 
mer n  Lim  (a— ä)^+"/'''(s)  ebenfalls  endlich  ist.    Für  alle  Punkte 

a«  des  Kj  wofür  dieser  von  der  Ordnung  a  wird,  gilt  die  Summe: 

worin  tp(t,(o)  eine  für  w  =  oc  verschwindende  Funktion  und  A.^ 
eödliche  nicht  verschwindende  Constanten  bedeuten.  Zunächst 
werden  nun  die  Glieder  der  Taylor'schen  Reihe  für  einen  ein- 
fach-algebraischen Convergenzkreis  betrachtet,  und  Näherungs- 
formeln zur  Berechnung  von  a  und  a  aufgestellt.  Die  Berech- 
nung der  Nullpunkte  einer  Funktion,  also  auch  die  Auflösung 
der  Gleichungen  lässt  sich  leicht  darauf  zurückführen.    Beispiele : 

\-z^uz'  =  0,  ^^^^^  =  0,  2^' +  28«'— 480  =  0.    Für  einen  mehr- 

lieh -algebraischen  Convergenzkreis  giebt  der  Verfasser  einen 
Aasdruck  zur  Berechnung  der  A„^  nach  der  Bestimmung  der  a^, 
QQd  verweilt  nur  bei  der  Berechnung  der  Grössen  a„>— f.  Es 
lassen  sich  aus  den  Coefficienten  der  Taylor'schen  Reihe  die 
Coefficienten  einer  Gleichung  «**""  Grades  berechnen,  durch  deren 
Wurzeln  a«— (  die  s  singulären  Punkte  a,  bestimmt  werden. 
Ptlr  einen  2-fach  algebraischen  Convergenzkreis  werden  die  Bei- 
ipicle  1— »— Ms'=:0  und  »'— m»'— 1=0  durchgeführt.      M. 
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H.  Hanckel.  Untersuchungen  über  die  unendlich 
oscillirenden  und  unstetigen  Funktionen.  Ein  '. 
trag  zur  Feststellung  des  Begi-iflfes  der  Funktion  lli 

haupt.      Universitatspr.  Tübingen.  1870. 

Die  ^einleiteDden  Bemerkungen  ttber  den  Funktionsbegi 
mit  denen  der  Ver&sser  beginnt,  f&hren  den  Nachweis, 
die  allmähliche  Ausbildung  des  Begriffes  „Funktion"  mit 
Fortschritten  der  Analysis  Hand  in  Hand  gegangen  ist. 
cartes  stellte  zuerst  die  Abhängigkeit  der  Werthreihen  Z¥ 
veränderlichen  Grössen  geometrisch  dar,  und  fUr  dieses  Ab 
gigkeitsverhältniss  schufen  Leibniz  und  Joh.  Bemoulli  den  . 
druck  „Funktion".  Euler's  Definition  hatte  nur  algebrai 
Funktionen  vor  Augen  und  wurde  durch  Fourier's  Entdeck 
ganz  beliebige,  keinem  einfachen  Gesetz  genügende,  oder 
schiedenen  Gesetzen  in  ihren  verschiedenen  Theilen  folgende,  „i 
gitime"  Funktionen  durch  periodische  Reihen  darzustellen, 
genügend.  Ihr  folgte  die  Dirichlefsche  Nominaldefinition, 
auch  nicht  für  die  Bedürfnisse  der  Analysis  ausreicht.  Si 
gegen  Riemann's  System,  welches  auf  der  Definition  der  i 
nogenen)  Funktion  einer  complexen  Variabein  basirt,  sind  n< 
dings 'Bedenken  geltend  gemacht,  zumal  gegen  das  von  ihn 
genannte  Dirichlef  sehe  Princip.  Der  Verfasser  erörtert  nun, 
über  diese  Schwierigkeiten  hinwegzukommen,  zunächst  die  1 
nigfaltigkeit  der  in  dem  reinen  Dirichlet'schen  Funktionsbe^ 
enthaltenen,  möglichen  Grössenbeziehungen  zweier  VeränderUc 
und  schenkt  dabei  besondere  Aufmerksamkeit  den  bisher  w 
oder  gar  nicht  beachteten  „illegitimen"  Funktionen.  Er 
schränkt  sich  aber  zunächst  nur  auf  reelle  Variabele  und 
eile  endliche  Werthe  der  Funktionen  Einer  Veränderlic 
Während  man  bisher  ausschliesslich  solche  Funktionen  mit 
endlich  vielen  Oscillationen  unendlich  kleiner  Argumente 
lytisch  dargestellt  hat,  welche  jene  unendlich  vielen  Oscillati« 
nur  in  der  Umgebung  einzelner  Punkte  zeigen,  stellt  der 
fasser  analytische,  unbedingt  convergente  Reihen  auch  für  sc 
Funktionen  auf,  welche  in  ganzen  Intervallen  durchaus  oseill 
Dies  gelingt  mit  Hülfe  des  sogenannten  Frincips  der  Conc 
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lation  der  Singularitäten,  welches  darin  besteht,  dass  man 
Ton  einer  Funktion  mit  unendlich  vielen  Singularitäten  zu  einer 
indem  Funktion  tibergeht,  in  der  sich  diese  unendlich  vielen 
Singularitäten  gewissermassen  auf  eine  endliche  Strecke  zusammen- 
drängen.   Dieses  Princip  liefert  die  mannigfachsten  linear  un- 
itetigen  Funktionen,  d.  h.  solche,   welche  in  unendlich  vielen 
Punkten  einer  endlichen  Strecke   unstetig   sind.     Sie  zerfallen 
mpunktirt-  und  in  total  unstetige  Funktionen,  von  denen  erstere 
kimer,  letztere  niemals  integrabel  sind.    Beide  Klassen  werden 
nalytisch  dargestellt.    Die  Schlussbemerkung  enthält  eine  Kritik 
ta  Funktionsbegriffes,  welche  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Rie- 
mmi'sche  Definition  fUhrt.    Es  folgen  noch  3  Noten:  I.  lieber 
den  Begriff  der  Grenze,   II.  Beispiele  von  Funktionen,  welche 
in  ganzen  Linien  total  unstetig  sind,  und  III.  lieber  Funktionen  com- 
plexer  Veränderlicher,  welche  linear  unstetig  werden.      M. 

A.  Grünert.  Allgemeine  analytische  Theorie  der  Funk- 
tion n{x)  und  über  eingebildete  Dreiecke  und  Vier- 
ecke.    Grunert  Arch.  LI.  423-498.  1870. 

Die  Bemühungen  von  Gauss,  Lobatschewsky,  Bolyai  U.A., 
&  Theorie  der  Parallelen  zu  begründen,  haben  auch  eine  rein 
ttilytische  Auffassung  dieses  Gegenstandes  hervorgerufen  «nd 
dflD  Verfasser  zu  den  hier  niedergelegten  rein-analytischen  Re- 
nltaten  geführt.  Auf  die  Beziehungen  dieser  Untersuchungen 
mr  Geometrie  ist  hier  nicht  eingegangen,  und  die  Bezeichnung 
«ungebildete  Dreiecke  und  Vierecke"  soll  nur  eine  abgekürzte 
Bezeichnung  für  gewisse  rein  analytische  Beziehungen  sein.  Die 
Funktion  n(x)  wird  definirt  durch  die  Gleichungen 

sin  77(0;)  =  ^-^-,  C08/2(a:)=5;^2, 

^  werden  im  ersten  Kapitel  der  Arbeit  verschiedene  Rela- 
tionen zwischen  den  trigonometrischen  Funktionen  des  /2(x), 
»owie  des  Il(jt±_y)  hergeleitet,  femer  die  Differentialquotienten  des 
•in  n(x),  cos  n(jt)  etc.  nach  x.  Das  zweite  Kapitel  handelt  von 
lern  imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecke,  dessen  Seiten  a,  b,  c 
^  Winkel  A,  Ä,  C  den  Bedingungen 
0<i<180°,  0<B<180',  0<C<180^  il  +  B 4- C^  180'^ 


192  ^n«  AbschDÜt.    FuDküoDentheorie. 

und  sin  A  tg  77(a)  =  sin  B  tg  Z7(6^, 

(cos  il  +  cos  B  cos  C)  sin  TKji)  =  sin  B  sin  C 
und  den  durch  cyklische  Vertauschung  hieraus  entstehen- 
den 4  Gleichungen  genügen.  Aus  diesen  Fundamentalformehi 
fliesst  eine  grosse  Reihe  von  Formeln ,  die  den  Grundformehi 
der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  ganz  analog  sind. 
Das  dritte  Kapitel  beschäftigt  sich  mit  der  Untersuchung,  ob 
zwischen  dem]  imagin'ären  Dreieck  und  dem  reellen  gewis« 
Analogien  Statt  finden.  Diese  Analogien  werden  durchgef&hit 
an  den  Beziehungen,  welche  ein  reelles  Dreieck  ABC  zu  duk^ 
jenigen  Dreiecken  ADC  und  BDC  hat,  welche  entstehen,  weis 
man  einen  Punkt  D  auf  der  Seite  AB  oder  deren  Verlängenui 
annimmt.  Schliesslich  wird  die  Grenze  gesucht,  der  sich  (Be 
Summe   der   Grundlinien    von   n  gleichschenkligen   imaginiRB 

2n 
Dreiecken  mit  dem  Winckel  —   an  der  Spitze,  für  unendBek 

n 

grosse  n  nähert.  Im  vierten  Kapitel  wird  eine  zwischen  2  Sei- 
ten und  den  daran  liegenden  drei  Winkeln  und  einer  der  beid^ 
andern  Seiten  eines  imaginären  Vierecks  statt  findende  allgemeine 
Relation  bewiesen,  von  der  Lobatschewsky  (Giorn.  d.  Matern. 
1867.  301)  einen  besonderen  Fall  betrachtet  hat.  M. 

F,  W.  HüLTMANN.      Potensläran.      Dillner  Tidskr.  III.  26a  lOT 

Darstellung   der    Potenzlehre    ftlr    den    ersten    UnterrieliL 
Die  Potenz  wird  definirt  durch  die  Gleichung: 

wo  ^,  V,  o  beliebige  algebraische  Grössen  sind.     Hn.  (Wn.) 

s 

Seidel,     üeber  die  Grenzwerthe  eines  anendlichen  Po- 
tenzausdruckes der  Form 


X 
X 
X 


Manch.  Abh.  XL  IL  1870. 

Bei  Gelegenheit  der  Behandlung  der  Aufgabe,  eine  Funktioi 
y  von  Xy  welche  definirt  ist  durch  die  Gleichung 
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L  von  Ix  zu  eotwickeln,  setzt  Eisenstein  (Crelles 
ohne  eine  nähere  Unterauchang  darttber  anzu- 
dass  der  unendliche  Potenzansdraek 

• 

X 
X 
X 

iter  X  eine  positive  Grösse  verstanden  wird),  nach 
Qmten  Grenze  y  konvergire  so  lange^  und  nur  so 
il  ist;  und  da  die  Grenzen  f)lr  die  Konvergenz 
ndere  sind,  so  statuirt  er  die  Gleichheit  der  letz- 
inendlichen  Ausdruck  innerhalb  des  engeren  Werth- 
?,  welches  den  zweierlei  Umgrenzungen  zugleich 

,  welche  Eisenstein  mit  Httlfe  der  vorstehenden 
^leitet  hat^  konvergirt,  seiner  Untersuchung  nach, 
Strecke 

a?=s  j—  bis^  =  y^ 

iche  Verhalten  des  unendlichen  Potenzausdruckes 
Konvergenz  ist  indess,  wie  Herr  Seidel  gezeigt 
^8,  als  Eisenstein  voraussetzt 

e  Bezeichnungen  x'=x^,  ic'^i=a?,,  ic^irso?,, 

.  eingeführt,  so  spricht  sich,  nach  Herrn  Seidel, 
gebniss  seiner  Diskussion  des  unendlichen  Potenz- 
Folgendem  aus: 

1  X  von  Null  an  wachsen  bis  zu  dem  Werthe  -7, 
inze  von  x^«,  fUr  unendlich  wachsende  n,  eine 
1  Xy  welche  nach  und  nach  von  0  bis  —  wichst, 
^e  von  a:2n-\-i  ist  unter  gleichen  Umständen  eine 
n  «,  welche  nach  und  nach  abnimmt  von  1  bis  — . 

1  zeigt  sodann  die  Berechnung  beliebig  vieler  eu- 
er 0?,  11,  e  aus  den  Gleichungen  IX,  YHI,  VU  seiner 

II.  1.  13 
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Für  a?= —  fallen  u  und  v  im  Werthe  —  zusammen.    WfteU 
e^  e 

e 

X  von  diesem  Werthe  an  bis  zum  Maximalwerdie  Vej  der  Ar  y=i 

als  Maximalwerth  von  x  der  Gleichung  te  =  —  genügt,  so  kott 

yergiren  die  a^sn  und  a;2n+i  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze  ^ 

die  allmälig  von  —  bis  e  zunimmt  und  der  Gleichung  a?=f 
genügt. 

Erst  da,  wo  diese  Gleichung  ein  reelles  y  versagt,  nämM 

jenseits  rr=>^  hört  auch  der  Potenzausdruck  zu  konvergiren  $iJL 
Von  den   beiden  Funktionen  lim  a;?»  und  lim  a^»+i  ist  dB! 

erste  die  kleinste  reelle  Wurzel  der  Gleichung  aj^^te— Zü=:0,  & 

andere  ist  die  grösste  Wurzel  dieser  Gleichung  für  o;  <  1,  abei 

kleinste  Wurzel  für  a;>  1. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  diese  beiden  Funktionen  in 

grössten  Theile   ihres  reellen  Verlaufes,   zwischen  x  =  ^e 

x  =  —y   unter  sich  und  mit  der  Wurzel  y  der  Gleichung  xf- 

(und  zwar  der  kleineren,   wo  diese  Gleichung  zwei  Lösi 
darbietet)  zusammenfallen;   von  der  bezeichneten  Stelle  bis 
x  =  {)  hat  aber  jede  von  den  dreien  ihre  besondere  Fortsei 
die  ohne  Unterbrechung  der  Continuität  sich  an  den  allen 
meinsamen  Theil  anschliesst. 

Der   Konvergenzbereich    der  Eisenstein'schen  Reihe 
sich  also  nach  unten  nicht  so  weit,  nach  oben  nur  ebenso 
aus,  als  derjenige,  in  welchem  der  unendliche  Potenzansi 
der  Gleichung  a?y  =  y  Genüge  leistet.    „Für  den  Umfang  des 
eilen  Gebietes,   in  welchem  die  beiden  unendlichen  AusdrIU 
dieselbe  Funktion  darstellen",  schliesst  Herr  Seidel,  „setrt 
lediglich  die  Bedingung  der  Konvergenz  der  Bei  he  den 
stein''.  Wtn. 

A.  WiNCKLER.     Ueber  einige  Gegenstände  der   elemei 

taren  Analysis.     Wien.  Ber.  LXII.  356-394.  1870. 
Der  Verfasser  leitet  in  dem  ersten  Theile  seiner  Arbeit  eil 
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■gemeine  Regel  her  f&r  die  Bestimmung  eines  dureh  seine  tri- 
niometrischen  Funktionen  gegebenen  Bogens.    Sind  gegeben: 

dd  bezeichnet  man  mit  [aj  und  [aj  die  absoluten  Werthe  von 

,  und  a,  und  setzt  ao  =  *oK]  ^^^  «  =  *Wj  s^  ist  der  ge- 
idite  Bogen: 


9>  =  jl-y<l  +  o!^+*o^aretg[|-], 


i3 


il  unter  arctg  1  —  1  der  im  ersten  Quadranten  liegende  oder 

Bhlle  Bogen  verstanden  ist,  dessen  trigonometrische  Tangente 

|Ibk1i  I — J  ist.    Auch   für  die  Summe   und  Differenz   zweier, 

[kriiaopt  fftr  jede  lineare  Funktion  mehrerer  durch  ihre  trigo- 
pietrischen  Funktionen  gegebenen  Bogen  lassen  sich  die  all- 
Reinen  Ausdrücke  mit  Hülfe  des  obigen  Satzes  herstellen. 
Pto  fernere  Anwendung  lässt  sich  machen  auf  die  Zerlegung 
k^  Logarithmen  und  Bogen  complexer  Ausdrücke  in  den  reellen 

in  imaginären  Theil,  z.B.  log^"*  ^  ;.^,  arctg  (p  +  ay'^^^, 

r  +  sy  —  l 

%ill(p4-g}^— 1),  arccos(p+g}/— 1).    Die  resultirenden  Glei- 


sind  zwar  schon  lange  bekannt  (Vgl.  Cauchy,  LcQons 
r'le  calcul  infinitesimal),  aber  das  Gesetz,  nach  welchem  die 
Hieichen  ganz  allgemein  bestimmt  werden,  ist  bisher  noch 
abgegeben. 

In  dem  zweiten  Theile   der  Arbeit  untersucht  H.  Winckler 

'Frage:   Giebt  es  ausser  den  bekannten  noch  andere  in  ra- 

im   Verhältnisse    zur   halben  Peripherie   stehende   Bogen, 

trigonometrische  Funktionen    ein    rationales   Verhältniss 

Radius  haben?  Durch  Betrachtung  der  Wurzeln  der  beiden 

ischen  Gleichungen,  die  aus  den  nach  geraden  Potenzen 

li  eosop  fortschreitenden  Entwickelungen  von  -. und 

^  °  smy.cosqp 

t-?  für  g)  =  —  n  erhalten  werden,  wird  bewiesen,  dass  es  in 
m^  ^      n 

km  Quadranten  nur  einen  Bogen  giebt,  dessen  cos,  sin  und 
il|g  rational  sind. 

13* 
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Wir  kommen  nun  zum  dritten  Gegenstande  der  Arix 
Bekanntlich  giebt  die  Entwickelung  einiger  transcendenten  Fui 
tionen  nach  der  Maclaurin'schen  Formel  so  complicirte  hOh( 
Differentialquotienten,  dass  es  schwer  ist,  das  allgemeine  6e8< 
der  Glieder  der  Reihe  zu  übersehen,  und  dass  die  Diskossi 
des  Restes  der  Entwickelung  fast  unmöglich  ist.  Zur  Feststellni 
der  Identität  der  Entwickelung  mit  der  zu  entwickelnden  Fm 
tion  ist  aber  ausser  dem  Nachweis  der  Convergenz  noch  i 
Beweis  erforderlich,  dass  der  Rest  sich  der  Grenze  Null  nftbi 
Der  Verfasser  giebt  deshalb  ein  neues,  im  Wesentlichen  mit  li 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  übereinkommendes  Tci 
fahren  an,  welches  nicht  nur  sehr  leicht  und  schnell  die  Gliede 
der  Entwickelung  derartiger  Funktionen  bestimmt,  sondern  aod 
in  vielen  Fällen  die  nöthigen  Griterien  der  Gültigkeit  und  Co| 
vergenz  der  Reihe  liefert.  Dieses  Verfahren  beruht  nämüeh 
der  Vergleichung  der  unbestimmten  Coefficienten  in  der 
Wickelung  von  f(x)  mit  den  oft  sofort  bestimmbaren  in  der 
Wickelung  von  fXx)  oder  /""(a?)  oder  einer  höheren  Ableii 
und  die  Grenze  des  Restgliedes  in  (X^x)  lässt  sich  leicht 
Vergleichung  mit  dem  Restgliede  in  f^x)  oder  /""(x)  oder 
höheren  Ableitung  angeben.  Eine  Anwendung  wird  gemnl 
auf  arctg  x ,  arc  sin  o? ,  log  (a?  +  >^  1  +  ic')  und  (arc  sin  «)•.  Zl 
Schluss  bemerkt  der  Verfasser,  dass  diese  Methode  allgeu 
für  die  Integration  der  Differentialgleichungen  durch  Reihen  i| 
Vortheil  sei.  M. 

J.  Brockmann.    Die  goniometrisclien  Funktionen  in  ihi 
allgemeinen  analytischen  Bedeutung.     Pr.  G.  Cleve.  \i 

Der  Verfasser  will  den  Versuch  machen,  „eine  allgeal 
analytisch  schlechthin  gUltige  Bedeutung  der  goniometrisdi 
Funktionen  zu  statuiren  und  auf  Grund  dieser  allgemeinen  i| 
lytischen  Bedeutung  die  Wege  ftlr  ihre  Anwendung  zu  ebene 
Ausgehend  von  den  Entwickelungen  der  Funktionen  e^,  emx  x 
cos 2;  nach  der  Maclaurin'schen  Reihe,  gelangt  der  YerfiM 
zu  den  bekannten  Relationen  zwischen  diesen  3  Funktionen, 
der  Moivre'scben  Formel  für  beliebige  Exponenten  und  zu  1 
Additionstheoreuien  für  die  goniometrischen  Funktionen.   We 
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esnltate  noch  ihre  Herleitang  sind  nen.    Obwohl  der  Yer- 

die  Allgemeingültigkeit   der   in  den   ersten  Paragraphen 

ekelten  Formeln  betont,  benutzt  er  doch  in  §  6  die  Reihe 

1+x 
gnatr— i — ,  ohne  die  Orenzen  ihrer  Gültigkeit  anzugeben. 

1  —  X 

etzten  Paragraphen  enthalten  die  Elemente  der  hyperboli- 
Funktionen  nach  Oudermann.  M. 


AYLEY.    On  the  logarithms  of  imagiiiary  quantities. 

oc  of  L.  M.  S.  U.  50-54.  1869. 

»teilen  die  Punkte  P,  P'  mit  den  Coordinaten  xy,  xy  die 

n&ren  Grössen  x+iy,  xf-^-iy^  dar,  so  wird  — =-^s^=X+iF 

einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  X,  7  dargestellt.   Setzen 

^=ref^,Pz=.r'e^j  D7=ir^^>  »o  erhalten  wir,  je  nachdem 

trecke  PT  die  negative  x-Axe  oberhalb,  unterhalb  oder  gar 

trifft,   ö-— 1»'— qp  resp.  =  +  2«,  -27r,  0.    Nun  verstehen 

mter  logr  den  reellen  Logarithmus  der  positiven  reellen 

je  r,  und  definiren  den  log  der  imaginären  Grösse  P  durch 

leichung  logP=logr+i*.    Diesen  einen  so  fixirten  Werth, 

.US  der  unendlichen  Menge  ausgewählt  ist,  nennt  der  Herr 

;8ser  desshalb  ^selected  value'\    In  den  obigen  drei  Fällen 

P  P  P 

m  logP-  logP'  resp.  =logp7+2m,  log  ^— 2m,  logp. 

Durchschnitt  der  Strecke  PP'  mit  der  negativen  x-Axe  ver- 
ht  also  eine,  aber  auch  die  einzige  Discontinuität  der  Funk- 
log P.    Deshalb  betrachten  wir  das  Integral  /   —  im  Ver- 

1  mit  dem  durch  die  Substitution  z  =  Fu  erhaltenen 

p 


J      u 


1 
ickt  über  eine  Gerade.    Log  u  wird  nicht  discontinuirlich, 

p 

u  von  1  bis  ^j  geht;  wohl  aber  log«,  wenn  «  von  P'  nach 

it  und  P'P  die  negative  o^Axe  schneidet.    Diese  Disoonti- 
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Duität  ist  eine  nothwendige  Folge  der  obigen  Definition ,  i 

würde  bei  einer  andern  Definition  beim  Ueberscbreiten   ei 

andern  vom   Nullpunkt  aus  gezogenen  Linie   entstehen.    I 

dz  P 

integriren  wir  —  über  die  4  Seiten  des  Vierecks  IPP'-ß^l  \ 

erhalten  in  den  obigen  3  Fällen  resp.  —2in^  +  2inj  0 :  dasse 
Resultat,  welches  die  Integration  über  irgend  eine  den  Nallpu] 
umschliessende  Linie  ergiebt,  aber  ohne  die  Principien  der  In 
gration  von  Funktionen,  welche  für  i5  =  0  unendlich  werden, 
halten.  Aus  logP=logr+i*  folgt  P"»=e'»'°s^=r'»c«w  (x+ii 
=  r'*e*'"^,  wo  r"»  den  positiven  reellen  Werth  darstellt  Hien 
ist  der  Werth  von  C^  +  iy)*  fixirt  als  „selected  value".  Ael 
lieh  haben  wir  für  imaginäre  Exponenten  m=^p  +  q%  als  „seleet 
value": 

Aus  der  Betrachtung  des  Integrals  /Zds,  wo  Z  eine  Fun 

tionvon  log«  oder  a"*  ist,  erhellt  die  Nothwendigkeit,  derart! 
ausgewählte,  selected,  Werthe  von  vom  herein  zu  fixiren. 

H. 

Hill.    Bemarques  sur  las  fonctions  enti^res  k  divisea 

binömes.      Borchardt  J.  LXX.  103-104.  1869. 


Wenn  f(x')  =  af^-{-a^X'\""  +  a„,x'^  =  0  durch  a:"— 6»=0 
bar  ist,  also  die  Wurzeln  x=^be  («••  =  1)  hat,  so  wird 
f(^b€)=A^+A,€+ ..  +i4».i«— >=0,  daher  A^=0,  A^=0^..  A^i- 
d.  h.  a„+a»6"  +  a2„6'''-h--=0,  a4  +  an+i6"  +  «2«+i6'-  +  -=0,. 
Aus  diesen  Gleichungen  können  nächst  6"  die  n— 1  Bedingung 
gleichungen  dafür  gefunden  werden,  dass  fQc)  dnen  binomisehi 
Faktor  w*^"  Grades  hat.  No. 

TcHEBYCHEFF.  Sur  la  d^termination  des  fonctions  p 
le  moyen  des  valeurs  qui  rdpondent  ä  des  valeu 
donn^es  de  la  variable.     J.  d.  l.  S.  PL  de  Moecou  IV. 

Herr  Tch^bycheff  erinnert  zunächst  an  die  Cauoby'set 
Formel  zur  Bestimmung  einer  Funktion  aus  n  speciellen  Wertbc 
u^JU^J...Uny   die  den  Werthen  a?,,a?,, ...a:u  der  Variabein  ^ 
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N 
qirechen,  ftir  den  Fall  eines  rationalen  Bruches  -jr  {D  und  N 

nnd  Polynome  von  x  und  nicht  höheren  Grades  als  i  resp. 
n— A— 1).  Dann  giebt  der  Verfasser  folgende  Lösung  des  Pro- 
blems: 

„Es  sei  9)a;  =  (a?— aj,)(a?— a?,)«--(a?— a?«), 

^     ^(X'-xJ<p'x^      (X'-x^)(p*x^  (x—Xn)(f*x, 

Theilt  man  successive  (fx  durch  V^  U  durch  den  ersten  Rest 

lu.  s.  f.,  bis  man  zu  einem  Rest  ft^  gelangt,   dessen  Grad  ge- 

nnger  als  n—X  ist;   sind  ferner  q^giy^g^j  die  sich  dabei  er- 

tebenden  Quotienten,  Aj,ft„....ft^  die  dadurch  erhaltenen  Reste, 

10  wird  der  letzte  Rest  mit  dem  Zeichen  +  oder  —  der  Zähler 

Asein.    Den  Nenner  />=lP^,  ausgedrückt  in  9ti9ty*9jU9  erhält 

man  durch  die  Formeln: 

« 

Qi  =  Qi-i .  qi  +  Ö.-2, . . . .  IP^  =  Z>  =  lP^-1  q^  +  0;,-2. 
Was  das  Zeichen  von  JV  betrifft,  so  ist  es  positiv  oder  ne- 
gativ, je  nachdem  die  Anzahl  der  Divisionen  gerade  oder  un- 

%  gerade  ist**. 

[  Dann  geht  der  Verfasser  zu  irrationalen  Funktionen  über. 
El  betrachtet  den  einfachsten  Fall,  wo  u  die  Wurzel  der  Glei- 
ekong  u^+Lu-^-M=0  ist,  und  sucht  nur  die  Lösung,  in  der  der 
Grad  von  L  nicht  höher  als  n  und  die  Funktion  M  von  gering- 
stem möglichen  Grade  ist.  Er  reducirt  das  Problem  auf  die 
Bestimmung  solcher  Funktionen  L  und  TT,   dass  die  Differenz 

i" W.woU  und  (fx  die  obige  Bedeutung  haben,  die  Funktion 

-r  möglichst   genähert   darstellt.     Ein  ähnliches  Problem   ist 

ttrigens  bereits  von  demselben  Verfasser  in  dem  Aufsatz:  „Sur 
k  d^veloppement  des  fonctions  en  siries  au  moyen  des  fractions 
«wjtinueg  1866"  gelöst.  ^  Z.  (0). 

E.  Netto.     De    transformatione    aequationis    y*  =  R{x\ 
designante  R(x)  functionem   integram  rationalem  va- 
riabilis  X  in  aequationem  if=Ri(Q,    Diss.  Beriio.  1870. 
Kach  der  Ermittelung  des  Ranges  q  einer  Funktion  y*=zR(x) 
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wird  eine  Methode  zur  Berechnung  der  Differentiale  der  Ini 

grale  erster  Gattung  n(xy)  angegeben.   Darauf  werden  die  I 

dingungen  fllr  die  Bildung  von  Funktionen  f(xy)  eines  bestimmt 

p4-2  p  +  3 

Grades  <  ^-^  oder  ^-^  in  Form  von  Determinanten  aus  di 

H{xy)  aufgestellt.   FUr  q=1^  2,  und  3  werden  die  betreffend! 
Transformationen  ausgefllhrt.  No. 


E.  ScHROEDER.     Ueber  iterirte  Funktionen.     Clebach  An 

ni.  286-322.  1870. 

Ist  F(i)  eine  beliebige  eindeutig  gegebene  Funktion  yo 
»,  so  wird  die  rfach  iterirte  Funktion  F'^(»)  durch  die  recarren 
ten  Gleichungen  definirt: 

FX»)  =  F(«),  F'(«)  =  FF(«)...F^(»)  =  F^-*F(s), 
woraus  die  Relationen  hervorgehen: 

F^iFX»)  =  F''i+''<»)  =  F''«F^«(«) 

Durch  diese  Fundamentalgleichungen  ist  auch  die  Ansdel 
nung  des  Begriffes  iterirter  Funktionen  für  beliebige  (reelle  ud 
complexe)  Werthe  von  r  gegeben.    Insbesondere  bedeutet 
iP=F~''(»)  die  Auflösung  der  Gleichung  F'^(ip)=», 

ir=F«(»)  die  der  Gleichung  F«(i«?) = Fp(«). 

Fasst  man  F''(z)  als  Funktion  zweier  Argumente  r  und 
auf,  so  kann  sie  auch  durch  die  Differenzengleichung: 

a>(r,5)=0(r-l,F(»)) 
mit    der  Anfangsbedingung  0(1,»)=F(»)   definirt  werden,  i 
deren   näherer   Bestimmung    die  Forderung    hinzugefügt  win 
dass  die  Funktion  einen  analytischen  Ausdruck  habe. 

Es  wird  nun  zunächst  für  die  iterirten  Funktionen  d( 
von  Hoppe  (Schlömilch  Z.  V.  136)  und  Serret  (Coui 
d'algöbre  sup^rieure  t.  IL   p.  329)    bereits    behandelten  linei 

gebrochenen  Funktionen  F(z')=^  J    ,  J^  der  einzigen,  von  d( 

bisher  die  Wiederholungen  untersucht  sein  sollen,  eine  neu 
Darstellung  gegeben  und  die  Curve,  auf  welcher  sich  de 
Punkt  F''(z)  bewegt,  wenn  r  von  —  oo  bis  +  o^  wächst,  discutir 


Capitel  1.    Allgemeines.  201 

Zur  Auffindang  neuer  iterabler  Funktionen  wird  folgendes 
PrioGip  aufgestellt: 

Ist  0(»)  eine  Funktion,  deren  Iteration  0''(»)  bekannt  ist, 
ist  femer  »  =  t/;(Oj  mithin  ^=  !/;-*(»),  dann  ist,  wenn  man  die 
Funktion  bildet: 

ihre  Wiederholung: 

F'-(»)  =  V;{0^(t^-^(«))}. 

Daraus  werden  die  beiden  Folgerungen  gezogen: 

1)  Besteht  f&r   die   Funktion   t//(^    ein   Additionstheorem, 
w  dass 

^a+h)  =  F{ip(0\  oder  V^iy-'W  +  Äl^FC^), 
dm  nehme  man  <l>(f)  =  ^-f-Ä,  und  man  erhält,  da  0'*(^)  =  f 

+rÄ,  für  die  Wiederholung  von  F(z): 

2)  Besteht  fllr  9=t/;(^)  ein  Multiplikationstheorem,  so  dass 

V;(mO  =  F(v/(0),  oder  v{^V-'(»)}=/^W, 
iann  erhält  man  unter  der  Annahme  <P(0  =  ^^»  woraus  ^XO 
=w(;  für  die  Wiederholung  von  F(zi) : 

Unter  den  Anwendungen,  die  von  vorstehenden  Theoremen 
gemacht  werden,  heben  wir  die  Iteration  derjenigen  rationalen 
ftnktionen  hervor,  welche  erhalten  werden,  wenn  man  für  t//(^) 
I  die  elliptischen  Funktionen  (sin  am  ^)',  cos  am  ^  //am^  mit  dem 
{  Modul  k  wählt,  und  das  Multiplikationstheorem  ftlr  den  speciellen 
Fall  m  =  2  anwendet.  Es  ergiebt  sich  als  Iteration  der  Funk- 
tionen: 

iMpeetiTe: 

F^Cs)  =  (sin am ^2"/,  *        '^L=,  k)\ ' 

F'(s)  =  C08  am  (  W  "-^  -    ft ) 

(^D  =  ^am  ?  liefert  eine  Funktion,  die  aug  der  2'*"  durch  Ver- 
*»»»chung  von  h  mit  -r  hervorgeht). 
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Das  oben  erwähnte  Prinoip  liefert  ferner^  indem  ftlr  yr  eine 

2ft 

linear  gebrochene  Funktion,  für  0(z)  die  Funktion  -r— — 5  ge- 

setzt  wird,  deren  Wiederholungen  unter  den  Beispielen  zu  den 
vorhergehenden  Theoremen  bereits  angegeben  sind,  die  Ben- 
tion  einer  Klasse  gebrochener  Funktionen  2**""  Grades,  zwischen 
deren  5  Goefficientenverhältnissen  2  fielationen  bestehen. 

Darauf  wird  die  Iteration  solcher  Funktionen  F(s),  die  sich 
durch  eine  Maclaurin^sche  Potenzreihe  mit  dem  Terme  %  als  An- 
fangsglied darstellen  lassen,  eingehend  betrachtet,  und  mit  Be- 
nutzung der  Coefficientenausdrücke  in  der  Entwickelung  der  Te^ 
schiedenen  Potenzen  von  F(9)  nach  steigenden  Potenzen  von  s 
für  die  Coefficienten  der  Reihenentwickelung  der  iterirten  Funk- 
tion F''(z)   ein  Bildungsgesetz  aufgestellt,  in  Folge  dessen  die- 
selben   als   ganze  Funktionen   von  r  erscheinen,    und  welches 
für  r=  — 1  das  Umkehrungsproblem  der  Funktion  F(»)  enthüt. 
Zum  Schluss  wird  unter  Bezugnahme  auf  eine  frühere  Arbeit  des 
Verfassers   (lieber   unendlich  viele   Algorithmen  zur  Auflösaw 
der   Gleichungen.     Clebsch  Ann.  II.   317  s.  p.  42)    mit  Hilft 
der  erlangten  Ergebnisse  der  Nachweis  geliefert,  dass  die  g^ 
bräuchlichen  Näherungs- Algorithmen    zur   Auflösung  der  Gld- 
chungen : 

f  fr 

»'= »  — ^  und  »'=  «-  ffTZffiTy 

für  eine  quadratische  Gleichung  gegen  eine  der  beiden  Wurzeln 
convergiren.  Hr. 

Nöther.      Zur    Theorie   der    algebraischen    Funktionen 
mehrerer  coinplexen  Variabein.     Gott  Nachr.  1869.  39e.       .] 

Der  Verfasser  signalisirt   eine  Beihe  von  a.  a.  Ö.  zu  b^ 
weisenden  Sätzen  über  die  Funktion  s  von  r  unabbän^g  Ver- 
änderlichen x^,x^^...Xrf  welche  durch  eine  algebraische  GleichoogT 
F(j8j  x^jX^...  Xr)  definirt  ist;  unter  mehrfacher  Beziehung  auf  di0 
von  Riemann  bei   einer  unabhängig  Veränderlichen    (Grelle  f* 
LIV.)   und  von   Clebsch   bei    zwei  unabhängig  Veränderliebe^s^ 
(Comptes  rend.  1868)  betretene  Classifikation.    Es  gilt,  die  B^" 
sultate  dieser  Autoren  nach  mehreren  Seiten  hin  aassudebn^s^i^ 
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Dabei  werden  gelegentliche  Anwendungen  auf  räumliche  Gebilde 
gemacht 

Ein  genauerer  Bericht  muss  bis  zum  Erscheinen  der  ange- 
kündigten Ausführung  verschoben  werden.  Wy. 

C.  Neumann.  Ueber  eine  Erweiterung  desjenigen  Satzes 
der  Integralrechnung,  welcher  der  Theorie  der  Partial- 
bruchzerlegung  zu  Grunde  liegt.     Gott.  Nachr.  1869.  9. 

„Es  seien  9^, Fj,F,, ..., F,  ganze  rationale  Funktionen  von 
x^x^jX^j ,.., Xp  vom  Grade  r,  n, n^ , n„  . . .,  iip ;  B  die  Funktional- 
detenninante  von  F,  F, ,  F,, . . .,  F»  nach  x,  o;, ,  a:,, . . .,  ^r«;  und  r  die 

ifOB  A  nach  -—  gebildete  Partialdeterminante. 

Aus  den  Gleichungen  Fj  =  0, F,=0, ..., Fp  =  0  seien  a?j,a?„ 

•..,^  durch  X  ausgedrückt,  so  dass  -^  nur  von  x  abhängt;  und 

^•~  bedeute   die  Summe  sämmtlicher  Gestalten,   welche  jener 

Brach  für  die  gefundenen  n, .  n, . . .  iip  Werthe  von  x  annimmt. 
Dum  erhält  man  durch  Integration  längs  der  Begrenzung  eines 
Ckbietes  Ä  der  x-FIäche  die  Identität 

WO  die  Summation  rechter  Hand  ausgedehnt  zu  denken  ist  über 
ille  diejenigen,  den  (p+1)  Gleichungen 

F=0,F,  =  0,...,Fp  =  0 
genügenden  Werthsysteme  von  :r, Xj,a?„..., 0;^,  bei   denen  das 
« innerhalb  A  liegt''. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  giebt  der  Verfasser  nicht.  Er 
tprieht  die  Erwartung  aus,  dass  er  auf  andere  als  algebraische 
hnktionen  ausgedehnt  werden  könne,  und  zeigt,  dass  ein  Satz 
'Ä  Jacobi  (Theoremata  nova  algebraica,  Grelle  J.  XIV.,  281)  und 
^  Liouville  (Liouville  J.  VI.)  in  ihm  enthalten  ist.      Wy. 

L.  Kronecker.  Ueber  Systeme  von  Funktionen  mehrerer 

Variabein.      Berl.  Monatsber.  1869.  159-193  und  688-698. 

Herr  Ejronecker  sucht,  vom  Stürmischen  Satze  ausgehend, 
^  den  Sturm'schen  Entwickelungen  zu  Grunde  liegende  Ketten- 


/(• 
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Für  x  =  —  fallen  u  und  v  im  Werthe  —  zusammen.    Wächst 
e^  c 

e 

X  von  diesem  Werthe  an  bis  zum  Maximal  werthe  ^^  der  fttr  y=c 

als  Maximalwerth  von  x  der  Gleichung  te  =  -^  genügt,  so  kon- 

vergiren  die  x^n  und  a;2n+i   gegen  eine  und  dieselbe  Grenze  y, 

die  allmälig  von  —  bis  e  zunimmt  und  der  Gleichung  a:iy  =  y 
genügt. 

Erst  da,  wo  diese  Gleichung  ein  reelles  y  versagt,  nämlich 

e 

jenseits  x=Ye^  hört  auch  der  Potenzausdruck  zu  kon  vergiren  auf. 

Von  den  beiden  Funktionen  lim  x^n  und  lim  a^»+i  ist  die 
erste  die  kleinste  reelle  Wurzel  der  Gleichung  iF'^te— te  =  0,  die 
andere  ist  die  grösste  Wurzel  dieser  Gleichung  für  a;  <:  1 ,  aber 
kleinste  Wurzel  für  a?>  1. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  diese  beiden  Funktionen  in  dem 

grössten  Theile   ihres  reellen  Verlaufes,   zwischen  x  =  '^e  und 

a?=— ,    unter  sich  und  mit  der  Wurzel  y  der  Gleichung  xy=y 

(und  zwar  der  kleineren,  wo  diese  Gleichung  zwei  Lösungen 
darbietet)  zusammenfallen;  von  der  bezeichneten  Stelle  bis  zu 
x  =  0  hat  aber  jede  von  den  dreien  ihre  besondere  Fortsetzung, 
die  ohne  Unterbrechung  der  Gontinuität  sich  an  den  allen  ge- 
meinsamen Theil  anschliesst. 

Der  Konvergenzbereich  der  Eisenstein'schen  Reihe  dehnt 
sich  also  nach  unten  nicht  so  weit,  nach  oben  nur  ebenso  weit 
aus,  als  derjenige,  in  welchem  der  unendliche  Potenzaasdruck 
der  Gleichung  a?y  =  y  Genüge  leistet.  „Für  den  Umfang  des  re- 
ellen Gebietes,  in  welchem  die  beiden  unendlichen  Ausdrücke 
dieselbe  Funktion  darstellen",  schliesst  Herr  Seidel,  „setzt  also 
lediglich  die  Bedingung  der  Konvergenz  der  Bei  he  den  Mark- 
stein". Wtn- 

A.  WiNCKLER.     Ueber  einige  Gegenstände  der   elemen- 
taren Analysis.     Wien.  Ber.  LXII.  356-394  1870. 

Der  Verfasser  leitet  in  dem  ersten  Theile  seiner  Arbeit  eine 
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allgemeine  Regel  her  für  die  Bestimmung  eines  durch  seine  tri- 
gonometrischen Funktionen  gegebenen  Bogens.    Sind  gegeben: 

cos  (p^a^j  »in  q>  =  a,    C«J  +  ö'=1)i 
und  bezeichnet  man  mit  [aj  und  [aj  die  absoluten  Werthe  yon 
0^  und  a,  und  setzt  ao  =  *o[^o]  ^^^  a  =  £la]^  so  ist  der  ge- 
suchte Bogen: 

9  =  {l-Y<l  +  o!^+*o*arctg[^], 
wo  unter  arctgl — J  der  im  ersten  Quadranten  liegende  oder 

0 

kleinste  Bogen  yerstanden  ist,  dessen  trigonometrische  Tangente 

gleich   I — J  ist.    Auch   für  die  Summe   und  Differenz   zweier, 

überhaupt  fdr  jede  lineare  Funktion  mehrerer  durch  ihre  trigo- 
nometrischen Funktionen  gegebenen  Bogen  lassen  sich  die  all- 
gemeinen Ausdrücke  mit  Hülfe  des  obigen  Satzes  herstellen. 
Eine  fernere  Anwendung  lässt  sich  machen  auf  die  Zerlegung 
der  Logarithmen  und  Bogen  complexer  Ausdrücke  in  den  reellen 

nnd  imaginären  Theil,  z.B.  log— i— —=,  arctg(p  +  g|^— 1), 

r  +  sy-l 

arcdn(p4-gy— 1),  arccosCp  +  qf}/--!).  Die  resultirenden  Glei- 
chungen sind  zwar  schon  lange  bekannt  (Vgl.  Cauchy,  LcQons 
sur  le  calcul  infinitesimal) ,  aber  das  Gesetz ,  nach  welchem  die 
Vorzeichen  ganz  allgemein  bestimmt  werden,  ist  bisher  noch 
nicht  afigegeben. 

In  dem  zweiten  Theile  der  Arbeit  untersucht  H.  Winckler 
die  Frage:  Giebt  es  ausser  den  bekannten  noch  andere  in  ra- 
tionalem Verhältnisse  zur  halben  Peripherie  stehende  Bogen, 
'  deren  trigonometrische  Funktionen  ein  rationales  Verhältniss 
zam  Radius  haben?  Durch  Betrachtung  der  Wurzeln  der  beiden 
algebraischen  Gleichungen,  die  aus  den  nach  geraden  Potenzen 

von  cosg>  fortschreitenden  Entwickelungen  von  -. und 

^  °  smy.cosy 

^?^^  für  g)  =  —  n  erhalten  werden,  wird  bewiesen,  dass  es  in 
sm  y  ^      n 

jedem  Quadranten  nur  einen  Bogen  giebt,  dessen  cos,  sin  und 
tang  rational  sind. 

13* 


196  ^^*  Abschoitt.    FuDklionentheorie. 

Wir  kommen  nun  zum  dritten  Gegenstande  der  Ar 
Bekanntlich  giebt  die  Entwickelung  einiger  transcendenten  F 
tionen  nach  der  Madaurin'sehen  Formel  so  complicirte  h(S 
Differentialquotienten,  dass  es  schwer  ist,  das  allgemeine  G< 
der  Glieder  der  Reihe  zu  übersehen,  und  dass  die  Diskw 
des  Restes  der  Entwickelung  fast  unmöglich  ist.  Zur  Feststel 
der  Identität  der  Entwickelung  mit  der  zu  entwickelnden  F 
tion  ist  aber  ausser  dem  Nachweis  der  Convergenz  noch 
Beweis  erforderlich,  dass  der  Rest  sich  der  Grenze  Null  nä 
Der  Verfasser  giebt  deshalb  ein  neues,  im  Wesentlichen  mit 
Methode  der  unbestimmten  Coefficientcn  übereinkommendes 
fahren  an,  welches  nicht  nur  sehr  leicht  und  schnell  die  Gli 
der  Entwickelung  derartiger  Funktionen  bestimmt,  sondern  ; 
in  yielen  Fällen  die  nöthigen  Griterien  der  Gültigkeit  und  ' 
vergenz  der  Reihe  liefert.  Dieses  Verfahren  beruht  nämlich 
der  Vergleichung  der  unbestimmten  Coefficienten  in  der 
Wickelung  von  f(x)  mit  den  oft  sofort  bestimmbaren  in  der 
Wickelung  von  /^(a?)  oder  f"(x)  oder  einer  höheren  Ableit 
und  die  Grenze  des  Restgliedes  in  ((je)  lässt  sich  leicht  d 
Vergleichung  mit  dem  Restgliede  in  f{x)  oder  f'\x)  oder  < 
höheren  Ableitung  angeben.  Eine  Anwendung  wird  gen 
auf  arctga?,  aresin a?,  log(a?-|-}/l +0:')  und  (aresin a?)'. 
Schluss  bemerkt  der  Verfasser,  dass  diese  Methode  allge 
für  die  Integration  der  Differentialgleichungen  durch  Reihen 
Vortheil  sei.  M. 

J.  Brockmann.    Die  goniometrisclien  Funktionen  in  i 
allgemeinen  analytischen  Bedeutung.     Pr.  G.  Cleve. 

Der  Verfasser  will  den  Versuch  machen,  „eine  allge 
analytisch  schlechthin  gültige  Bedeutung  der  goniometris 
Funktionen  zu  statuiren  und  auf  Grund  dieser  allgemeinen 
lytischen  Bedeutung  die  Wege  für  ihre  Anwendung  zu  ebei 
Ausgehend  von  den  Entwickelungen  der  Funktionen  e^,  sin  x 
coso?  nach  der  Maclaurin'schen  Reihe,  gelangt  der  Verfi 
zu  den  bekannten  Relationen  zwischen  diesen  3  Funktionen 
der  Moivre'schen  Formel  für  beliebige  Exponenten  und  zu 
Additionstheoreuien  für  die  goniometrischen  Funktionen.    W 


Capitel  1.    AlIgeTDeines.  197 

die  Resaltate  noch  ihre  Herleitang  sind  neu.  Obwohl  der  Ver- 
fasser die  Allgemeingültigkeit  der  in  den  ersten  Paragraphen 
^twickelten  Formeln  betont,  benutzt  er  doch  in  §  6  die  Reihe 

1  +  x 
ftr  lognatr— i — ,  ohne  die  Orenzen  ihrer  Gültigkeit  anzugeben. 

Die  letzten  Paragraphen  enthalten  die  Elemente  der  hyperboli- 
schen Funktionen  nach  Oudermann.  M. 

A.  Cayley.    On  the  logarithms  of  imagiiiary  quantities. 

Proc.  of  L.  M.  S.  II.  50-54.  1869. 

Stellen  die  Punkte  P,  P'  mit   den  Coordinaten   xy,  xy  die 

imaginären  Grössen  x+iy,  xf+i^  dar,  so  wird  —=^^^^,=zX+iY 

P'     ic'+iy' 

durch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  X,  Y  dargestellt.    Setzen 

P       r 
wir  P^re^^.P^r'e^^  — =— e^,  so  erhalten  wir,  je  nachdem 

die  Strecke  PT  die  negative  rr-Axe  oberhalb,  unterhalb  oder  gar 
nicht  trifft,  &—&^—q>  resp.  =+2«,  -27r,  0.  Nun  yerstehen 
wir  unter  logr  den  reellen  Logarithmus  der  positiven  reellen 
Grösse  r,  und  definiren  den  log  der  imaginären  Grösse  P  durch 
die  Gleichung  logP=  log  r+i*.  Diesen  einen  so  fixirten  Werth, 
der  aus  der  unendlichen  Menge  ausgewählt  ist,  nennt  der  Herr 
Verfasser  desshalb  „selected  value".    In  den  obigen  drei  Fällen 

P  P  P 

ist  nun  log  P- log  P'  resp.  =logjj  +  2in,  log  ^ -2m,  logp. 

Der  Durchschnitt  der  Strecke  PP*  mit  der  negativen  ic-Axe  ver- 
ursacht also  eine,  aber  auch  die  einzige  Discontinuität  der  Funk- 
tion log  P.    Deshalb  betrachten  wir  das  Integral  /    —  im  Ver- 

p* 
gleich  mit  dem  durch  die  Substitution  :&  =  Fu  erhaltenen 

p 


•/       u 


1 
erstreckt  über  eine  Gerade.    Log  u  wird  nicht  discontinuirlich, 

p 

wenn  u  von  1  bis  -ß,  geht;  wohl  aber  log«,  wenn  z  von  P'  nach 

P  geht  und  PT  die  negative  a?-Axe  schneidet.    Diese  Disconti- 
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Doität  ist  eine  nothwendige  Folge  der  obigen  Definition,  nnd 

würde  bei  einer  andern  Definition  beim  Ueberschreiten    einer 

andern  vom   Nullpunkt  aus  gezogenen   Linie  entstehen.     Nun 

dz  P 

integriren  wir  —  über  die  4  Seiten  des  Vierecks  1  -PP'p7 1  und 

erhalten  in  den  obigen  3  Fällen  resp.  —2in,  +  2i^,  0 :  dasselbe 
Resultat,  welches  die  Integration  über  irgend  eine  den  Nullpunkt 
umschliessende  Linie  ergiebt,  aber  ohne  die  Principien  der  Inte- 
gration von  Funktionen,  welche  für  «  =  0  unendlich  werden,  er- 
halten. Aus  log  P=  log  r+i*  folgt  P'»=e"''«s^=r'»c«w  («+«y)" 
=,rm^ima^  WO  r"»  den  positiven  reellen  Werth  darstellt  Hiermit 
ist  der  Werth  von  C^  +  iy)*  fixirt  als  „selected  value".  Aehn- 
Uch  haben  wir  für  imaginäre  Exponenten  m=^p  +  qi  als  „seleetedL 
value": 

Aus  der  Betrachtung  des  Integrals  /Zds,  wo  Z  eine  Funk- 
tion von  log«  oder  a*"  ist,  erhellt  die  Nothwendigkeit,  derartige 
ausgewählte,  selected,  Werthe  von  vom  herein  zu  fixiren. 

M. 

Hill.    Remarques  sur  las  fonctions  enti^res  k  diviseuns 

binömes.      Borchardt  J.  LXX.  103-104.  1869. 

Wenn  fQc)  =  af^^^a^x+"-  +  afnX'^  =  0  durch  a:"— 6»=0  theil- 
bar  ist,  also  die  Wurzeln  x=be  («••  =  1)  hat,  so  wird 
/lC6«)=4o+^i«+  ••  +i4-.i«"-*=0,  daher  A^=0,  i4j=0,..  A^i=C 
d.  h.  ao+an6-  +  a2„6-''-h--=0,  a4  +  an+i6"  +  a2n+i6'"  +  -  =  0,..  • 
Aus  diesen  Gleichungen  können  nächst  6"  die  n— 1  Bedingung»- 
gleichungen  dafür  gefunden  werden,  dass  [(je)  einen  binomiBcheti 
Faktor  w**'"  Grades  hat.  No. 

TcHEBYCHEFF.  Sur  la  d^termination  des  fonctions  par 
le  moyen  des  valeurs  qui  rdpondent  ä  des  valeui^s 
donn^es  de  la  variable.     J.  d.  i.  S.  PL  de  Moscou  IV. 

Herr  Tchibycheff  erinnert  zunächst  an  die  Cauchy'sche 
Formel  zur  Bestimmung  einer  Funktion  aus  n  speciellen  Werthen 
Uj,u,, ...ti,,,   die  den  Werthen  x^JXJ^^...Xn  der  Variabein  ent- 
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N 
sprechen,  ftbr  den  Fall  eines  rationalen  Bruches  -jr  {D  und  N 

nnd  Polynome  von  x  und  nicht  höheren  Grades  als  A  resp. 
n— A— 1).  Dann  giebt  der  Verfasser  folgende  Lösung  des  Pro- 
blems: 

„Es  sei  9)aj  =  (a?— a?,)(a?— a;,)---(a:--a?»), 

U=wx^ "^ + "^ +..  + "^ l 

^     i(x—xJq>*x^      (jc—x^)(f'x^  (a?— x^cf'a?»» 

Theilt  man  successive  (fx  durch  ü,  U  durch  den  ersten  Rest 
ku.  s.  f.,  bis  man  zu  einem  Rest  Ar^  gelangt,  dessen  Grad  ge- 
ringer als  n— A  ist;  sind  ferner  g»9,,...?^  die  sich  dabei  er- 
gebenden Quotienten,  &,,Ä„....ft^  die  dadurch  erhaltenen  Reste, 
10  wird  der  letzte  Rest  mit  dem  Zeichen  +  oder  —  der  Zähler 
üfsein.  Den  Nenner  D=Qf,y  ausgedrückt  in  g,,g„...9^,  erhält 
man  durch  die  Formeln: 

Was  das  Zeichen  von  JV  betrifft,  so  ist  es  positiv  oder  ne- 
gativ, je  nachdem  die  Anzahl  der  Divisionen  gerade  oder  un- 
gerade ist**. 

Dann  geht  der  Verfasser  zu  irrationalen  Funktionen  über. 
Er  betrachtet  den  einfachsten  Fall ,  wo  u  die  Wurzel  der  Glei- 
chung u^+Lu  +  M=0  ist,  und  sucht  nur  die  Lösung,  in  der  der 
Gnui  von  L  nicht  höher  als  n  und  die  Funktion  M  von  gering- 
em mögUchen  Grade  ist.  Er  reducirt  das  Problem  auf  die 
Bestimmung  solcher  Funktionen  L  und  TT,   dass  die  Differenz 

i  j — WyWoU  und  (px  die  obige  Bedeutung  haben,  die  Funktion 

IP 

^  möglichst   genähert   darstellt.     Ein  ähnliches  Problem   ist 

Übrigens  bereits  von  demselben  Verfasser  in  dem  Aufsatz:  „Sur 
le  d^veloppement  des  fonctions  en  siries  au  moyen  des  fractions 
continues  1866"  gelöst.  ^  Z.  (0). 

E.  Netto.     De    transfonnatione    aeqiiationis    y"  =  /i(a?), 
designante  R(x)  functionem   integram  rationalem  va- 
riabilis  x  in  aequationem  if=zRi(l^).    Dias.  Berlio.  1870. 
Nach  der  Ermittelung  des  Ranges  q  einer  Funktion  if*=^R(x) 


iKK)  ^I^*  Abschnitt.    Pnnktionentheorie. 

wird  eine  Methode  zur  BerechnuDg  der  Differentiale  der  Ii 
grale  erster  Gattung  H(xy)  angegeben.  Darauf  werden  die  ] 
dingungen  fllr  die  Bildung  von  Funktionen  f(jcy)  eines  bestimm 

Grades  <^-^  oder  ^-^  in  Form  von  Determinanten  aus  ( 

H(jr.y)  aufgestellt.  Für  e=l,  2,  und  3  werden  die  betreffen( 
Transformationen  ausgefllhrt.  No. 


E.  ScHROEDER.     Ucber  iterirte  Funktionen.     Ciebsch  A 

ni.  286-322.  1870. 

Ist  F(9)  eine  beliebige  eindeutig  gegebene  Funktion  v 
»,  so  wird  die  rfach  iterirte  Funktion  F''(»)  durch  die  recurre 
ten  Gleichungen  definirt: 

F\'5)  =  F(«),  F'(»)  =  FF(«)...F^C»)==F'-*F(0, 
woraus  die  Relationen  hervorgehen: 

F'-^F'-^s)  =  F''»+''<«)  =  F^«F'-'(«) 

{F'-i}'-<»)  =  F'-iX»)  =  {*'"*}'<»)• 
Durch  diese  Fundamentalgleichungen  ist  auch  die  Ausdc 
nung  des  Begriffes  iterirter  Funktionen  für  beliebige  (reelle  u 
complexe)  Werthe  von  r  gegeben.    Insbesondere  bedeutet 

iP=F"'*(»)  die  Auflösung  der  Gleichung  F'^(ip)=», 
f. 
ir=F«(»)  die  der  Gleichung  F«(i«?) = Fp(»). 

Fasst  man  ■F''(s)  als  Funktion  zweier  Argumente  r  und 
auf,  so  kann  sie  auch  durch  die  Differenzengleichung: 

0(r,i5)  =  «)(r-.l,F(«)) 
mit   der  Anfangsbedingung  0(1,»)=F(«)   definirt  werden, 
deren   näherer   Bestimmung    die  Forderung    hinzugefügt  wi 
dass  die  Funktion  einen  analytischen  Ausdruck  habe. 

Es  wird  nun  zunächst  für  die  iterirten  Funktionen  i 
von  Hoppe  (Schlömilch  Z.  V,  136)  und  Serret  (Co 
d'algöbre  sup^rieure  t.  II.   p.  329)   bereits    behandelten  lin« 


gebrochenen  Funktionen  ^(»)  =  ^-x5'  ^^'  einzigen,  von  • 

bisher  die  Wiederholungen  untersucht  sein  sollen,  eine  m 
Darstellung  gegeben  und  die  Curve,  auf  welcher  sich  < 
Punkt  F'^(»)  bewegt,  wenn  r  von  —  oo  bis  +  cc  wächst,  discut 
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Zar  Auffindang  nener  iterabler  Funktionen  wird  folgendes 
Prineip  aufgestellt: 

Ist  0(»)  eine  Funktion,  deren  Iteration  0''(»)  bekannt  ist, 
ist  ferner  »  =  t/;(0)  mithin  ^=z\p-\z),  dann  ist,  wenn  man  die 
Funktion  bildet: 

ihre  Wiederholung: 

Daraus  werden  die  beiden  Folgerungen  gezogen: 

1)  Besteht  f&r   die   Funktion   t/;(0    ein   Additionstheorem, 
80  dass 

t^(C+Ä)  =  F{^(0}  oder  V'iv-'W  +  Äl^FC»), 
dann  nehme  man  <l>(f)  =  ^-f-Ä,  und  man  erhält,  da  0'*(^)  =  f 
+rA,  für  die  Wiederholung  yon  f(«): 

FX^)  =  tp\xp-\z)  +  rh\. 

2)  Besteht  fllr  s=:t/;(^)  ein  Multiplikationstheorem,  so  dass 

V;(mO  =  F(v;(C)),  oder  rp{fntp-'\z)\=F(^z), 
dann  erhält  man  unter  der  Annahme  0(0  =  »»?,  woraus  0X0 
==»r(;  för  die  Wiederholung  von  FQsi): 

F'(s5)  =  t/;{m'"V'"'(0}- 
Unter  den  Anwendungen,  die  von  vorstehenden  Theoremen 

Semacbt  werden,  heben  wir  die  Iteration  derjenigen  rationalen 
Friktionen  hervor,  welche  erhalten  werden,  wenn  man  für  t//(?) 
die  elliptischen  Funktionen  (sin  am?)',  cos  am?,  //am?  mit  dem 
Hodnl  k  wählt,  und  das  Multiplikationstheorem  ftlr  den  speciellen 
Fall  m  =  2  anwendet.  Es  ergiebt  sich  als  Iteration  der  Funk- 
tionen : 

p.,x     4<1-«)(1-*'^)    ...■^_^^-(l-0(l~*'+*V) 

'Mpective: 

F' («)  =  jsin am Oir f-^====^==,  k\ ' 

¥\i)  =  cos  am  (  2'' 1 -r=====-=^y  *  ) 

(V'C?)  =  ^am  ?  liefert  eine  Funktion,  die  aus  der  2**"  durch  Ver- 
tauBchung  von  *  mit  -r  hervorgeht). 
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Das  oben  erwähnte  Princip  liefert  ferner,  indem  flir  ^p  ein 

2» 

linear  gebrochene  Funktion,  für  0(z)  die  Funktion  7— — 5  g< 

setzt  wird,  deren  Wiederholungen  unter  den  Beispielen  zu  de 
vorhergehenden  Theoremen  bereits  angegeben  sind,  die  Iten 
tion  einer  Klasse  gebrochener  Funktionen  2**^"  Grades,  zwische 
deren  ö  Coefficientenverhältnissen  2  Belationen  bestehen. 

Darauf  wird  die  Iteration  solcher  Funktionen  F(3),  die  sie 
durch  eine  Maclaurin'sche  Potenzreihe  mit  dem  Terme  z  als  Ai 
fangsglied  darstellen  lassen,  eingehend  betrachtet,  und  mit  B( 
nutzung  der  Coefficientenausdrücke  in  der  Entwickelung  der  vei 
schiedenen  Potenzen  von  F(«)  nach  steigenden  Potenzen  von 
für  die  Goefficienten  der  Beihenentwickelung  der  iterirten  Funb 
tion  f^z)  ein  Bildungsgesetz  aufgestellt,  in  Folge  dessen  di( 
selben  als  ganze  Funktionen  von  r  erscheinen,  und  welche 
für  r=  — 1  das  Umkehrungsproblem  der  Funktion  FQi)  enthäl 
Zum  Schluss  wird  unter  Bezugnahme  auf  eine  frühere  Arbeit  de 
Verfassers  (lieber  unendlich  viele  Algorithmen  zur  Auflösun 
der  Gleichungen.  Clebsch  Ann.  II.  317  s.  p.  42)  mit  Hill 
der  erlangten  Ergebnisse  der  Nachweis  geliefert,  dass  die  g( 
bräuchlichen  Näherungs- Algorithmen  zur  Auflösung  der  Gle 
chungen : 

f  fr 

»'=Ä — i-  und  »'=»—     " 


fr    ****'*  ^       **       /•/» ff III 

für  eine  quadratische  Gleichung  gegen  eine  der  beiden  Wurzel 
convergiren.  Hr. 

Nöther.     Zur   Theorie   der    algebraischen    Funktione 
mehrerer  complexen  Variabein.     Gott.  Nachr.  1869.  298. 

Der  Verfasser  signalisirt  eine  Beihe  von  a.  a.  Ö.  za  bi 
weisenden  Sätzen  ttber  die  Funktion  s  von  r  unabhängig  Ye 
änderlichen  a?j,  a?„  • . •  rcr,  welche  durch  eine  algebraische  Gleichuo 
F(jSy  x^J  x^ . . .  Xr)  definirtist;  unter  mehrfacher  Beziehung  auf  d: 
von  Biemann  bei  einer  unabhängig  Veränderlichen  (Grelle  , 
LIV.)  und  von  Clebsch  bei  zwei  unabhängig  Veränderliche 
(Comptes  rend.  1868)  betretene  Classifikation.  Es  gilt,  die  B« 
Bultate  dieser  Autoren  nach  mehreren  Seiten  hin  auszudehnei 
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Dabei  werden  gelegentliche  Anwendungen  auf  rftumliche  Gebilde 
gemadit 

EUn  genauerer  Bericht  muss  bis  zum  Erscheinen  der  ange- 
kOndigten  Ausführung  verschoben  werden.  Wy. 

C.  Neümann.  Ueber  eine  Erweiterung  desjenigen  Satzes 
der  Integralrechnung,  welcher  der  Theorie  der  Partial- 
bruchzerlegung  zu  Grunde  liegt.     Gott.  Nachr.  1869.  9. 

„Es  seien  ^^ Fj,F,, ..., F,  ganze  rationale  Funktionen  von 
XjX^^x^j  ...,Xp  vom  Grade  r, n, i}j,n,,...,  n^;  B  die  Funktional- 
dcterminante  von  F,  F, ,  F„  . . .,  F«  nach  x,  x^,  x^, . . .,  ar»;  und  r  die 

TOB  R  nach  -j-  gebildete  Partialdeterminante. 

Aus  den  Gleichungen  Fj  =  0,  F,=0, ...,  Fp  =  0  seien  x^^x^^ 

••MiTp  durch  X  ausgedrückt,  so  dass  ^  nur  veno;  abhängt;  und 

^■j,  bedeute   die  Summe  sämmtlicher  Gestalten,   welche  jener 

Bruch  für  die  gefundenen  n^.n^...np  Werthe  von  x  annimmt. 
Dann  erhält  man  durch  Integration  längs  der  Begrenzung  eines 
Gebietes  Ä  der  a;-Fläche  die  Identität 

^0  die  Summation  rechter  Hand  ausgedehnt  zu  denken  ist  über 
*Ile  diejenigen,  den  (p+1)  Gleichungen 

F=0,F,  =  0,...,Fp  =  0 
Senügenden  Werthsysteme  von  a?, a;,,a?„..., a?^,  bei   denen  das 
X  innerhalb  A  liegt". 

Den  Beweis  dieses  Satzes  giebt  der  Verfasser  nicht.  Er 
spricht  die  Erwartung  aus,  dass  er  auf  andere  als  algebraische 
Funktionen  ausgedehnt  werden  könne,  und  zeigt,  dass  ein  Satz 
▼on  Jacobi  (Theoremata  nova  algebraica,  Grelle  J.  XIV.,  281)  und 
von  Liouville  (Liouville  J.  VI.)  in  ihm  enthalten  ist.      Wy. 

L.  Kronecker.  Ueber  Systeme  von  Funktionen  mehrerer 

Variabein.      Berl.  Monatsber.  1869.  159-193  und  688-698. 

Herr  Kronecker  sucht,  vom  Stürmischen  Satze  ausgehend, 
das  den  Sturm'schen  Entwickelungen  zu  Grunde  liegende  Ketten- 
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brach -Verfahren  za  yerallgememern  und  die  allgemeineren  Re 
sultate  zu  interpretiren.  Es  schliesst  sich  daran  eine  Ausdehnunj 
des  Cauchy'schen  Satzes.  —  Die  Grundlage  der  Untersuchung 
bildet  der  von  Herrn  Kronecker  neu  eingeführte  Begriff  de 
Charakteristik  von  Funktionen-Systemen.  Es  seien  F^ 
F,,....F»(«+ 1)  Funktionen,  jede  von  den  n  Variabein  »,... 
a».  Setzt  man  (n— 1)  der  Funktionen  =0,  Fj=0,  (wo  i  all 
Indices  ausser  h  und  k  bezeichnet)  so  ist  die  Veränderlichkei 
der  z  auf  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  beschränkt;  die  zuge 
hörigen  Werthsysteme  z  bilden  eine  stetige  Folge,  die  all 
Linie  zu  betrachten  ist;  ein  einzelnes  Wertbsystem  der  z  wirc 
als  Punkt  betrachtet.  Der  Sinn  des  Fortganges  in  einer  solchei 
Linie  wird  bestimmt  durch  das  Zeichen  der  Funktionaldeter 
minante,  die  gebildet  ist  aus  den  (n— 1)  Funktionen  Fi  un( 
irgend  einer  eindeutigen  Funktion  tp.  Je  nachdem  tp  an  Stelh 
von  Fh  oder  Fk  tritt,  ist  das  Zeichen  der  Funktionaldeterminanti 
und  damit  der  Sinn  des  Umganges  ein  verschiedener.  Von  allei 
Linien,  die  so  aus  dem  Funktionensystem  entstehen  [|n  (it  +  V 
an  der  Zahl],  wird  angenommen,  dass  sie  geschlossen  seien 
dass  ausserdem  die  Anzahl  der  durch  n  Gleichungen  bestimmte] 
Punkte  endlich  sei.  —  Irgend  eine  solche  Linie  [hk]  schneide 
die  (n—1) fache  Mannigfaltigkeit  Fä  =  0,  und  tritt  an  diesei 
Stellen  aus  dem  Bereiche,  wo  Fh.Fk<0  in  einen,  wo  Fk.Fk>0 
oder  umgekehrt.  Herr  Kronecker  fasst  dies  so  auf,  dass  di< 
Linie  dort  aus  dem  Bereiche  Fh  =  0  austritt,  oder  in  denselbe 
eintritt.  Subtrahirt  man  nun  die  Anzahl  der  Austritte  von  de 
der  Eintritte,  so  ist  die  Hälfte  dieser  Differenz  ein 
ganze  Zahl  (positiv,  negativ  oder  =0)  und  constant,  wi 
man  auch  die  Indices  h  und  k  auswählen  mag;  die  Zahl  heisi 
daher  Charakteristik  des  Funktionensystems.  Fttrdieselb 
beweist  Herr  Kronecker  ausser  dem  Satz  von  der  Constac 
noch  einige  andere  Sätze.  —  Sind  F^,F^y...Fn  ganze  rational 
Funktionen,  so  lässt  sich  auf  dieselben  ein  der  Kettenbruch-Ea 
Wickelung  analoges  Verfahren  anwenden,  das  Herr  Kroneck^ 
in  einer  früheren  Arbeit  (Monatsber.  1865  Dezember)  ausei 
'andergesetzt  hat;   und  die  durch  dasselbe  gebildete  Reihe  vc 


Oapitel  1.    AllgemeineB.  205 

Funktionen   kann   zur  Ermittelung    der   Charakteristik   dienen, 
vne  an  einem  einfachen  Beispiel  (n  =  2)  gezeigt  wird. 

Herr  Kronecker  leitet  dann  weiter  ftir  die  Charakteristik 
einen  Ausdruck   durch   ein   (n— l)faches  Integral  ab;   dies 
Integral  stellt  in  doppelter  Hinsicht  eine  Verallgemeinerung  des 
^on  Gauss  in  der  theoria  attractionis  corporum  sphaeroidicorum 
cllipticorum  Art.  6  gegebenen  Integrals  dar;   denn  es  ist  1)  die 
Beschränkung  auf  3  Integrationsvariable  und  2)  auch  für  it  =  3 
die   Beschränkung   auf  Begrenzungen   einfacher  Körper   aufge- 
hoben,   also  der   Fall   einer  gegenseitigen  Durchdringung  von 
Körpern    nicht  ausgeschlossen.   —   Das  erwähnte  Integral   von 
Gauss  setzt  die  Dichtigkeit  als  constant  voraus,  man  erhält  ein 
etwas    allgemeineres,  wenn  man  auch  die  Dichtigkeit  variabel 
annimmt.    Auch  ftlr  das  so  erhaltene  Integral  findet  Herr  Kro- 
necker  eine  Verallgemeinerung  und  gelangt  dadurch  zur  Aus- 
dehnung gewisser  Potentialsätze  auf  n  Variable.     Diese  Sätze 
beziehen  sich  namentlich  auf  den  Werth,  den  die  Summe  def 
zweiten  Differentialquotienten  des  Potentials    annimmt.  —  Für 
den  Fall,  dass  n  =  2»i,  und  dass  die  Funktionen  F^J..,Fn  die 
n  Theile  von  m  Funktionen  der  complexen  Variabein: 

y»  =  »I  +  »  •  »m+l,    y«  =»1  +  *  •  «»1+2,  . .  .  .  y«  =  »m  +  «  •  »im, 

ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  eine  Verallgemeinerung 
des  Cauchy'schen  Satzes.  —  Einige  der  gefundenen  Resultate 
k.ann  man  mittelst  partieller  Integration  vielfacher  Integrale  nach- 
tiHglich  verificiren.  Bemerkt  mag  noch  werden,  dass  diejenige 
t)er  aufgestellten  Relationen,  welche  eine  Verallgemeinerung  der 
X)artiellen  Differentialgleichung  des  Potentials  bildet,  unabhängig 
ist  von  den  Voraussetzungen,  die  bei  Herleitung  der  Potential- 
Gleichung  über  die  Differentiirbarkeit  der  Dichtigkeitsfunktion 
f;emacht  werden. 

In  der  zweiten  Arbeit  leitet  Herr  Kronecker  aus  der  Theorie 
der  Charakteristik  von  Funktionen -Systemen  eine  Ausdehnung 
der  Theorie  der  Krümmung  von  Flächen  auf  Funktionen  meh- 
rerer Variabein  ab.  Wenn  die  Funktionen  F,yF^,....Fn  die  par- 
tiellen Ableitungen  der  Funktion  F^  sind,  so  geht  das  Integral 
der  Charakteristik  für  den  Fall  «  =  3  in  die  über  die  Fläche 
^,=  0  ausgedehnte  „curvatura  integra"  über,  letztere  durch  4is 


206  ^n.  Abschnitt    Funktionentheorie. 

dividirt.  Dies  Resultat  leitet  Herrn  Kronecker  darauf,  die  Theorie 
der  Krümmung  auf  Funktionen  von  n  Variabein  zu  übertragen; 
ttber  die  betreffenden  Untersuchungen  werden  jedoch  in  der  vor- 
liegenden Arbeit  nur  einige  vorläufige  Andeutungen  gegeben. 

Wn. 

R.  LiPSCHiTz.     Beiträge  zu  der  Theorie  der  Umkehrung 
eines  Funktionensystems.     Gott.  Nachr.  1870.  439-477. 

Es  seien  F,,  F, Fn  Funktionen  der   reellen   Variabeln 

«p «,....«!,,  und  diese  Funktionen  seien  innerhalb  eines  be- 
stimmten Gebietes  G  eindeutig  und  reell,  ihre  ersten  partiellen 
Differentialquotienten  überall  endlieh  und  stetig.  Damit  dann 
auch  umgekehrt  jedem  System  von  Werthen  der  Funktionen 
F^^...Fn  nur  ein  System  von  Grössen  »,,...*»  entspricht, 
müssen  gewisse  Bedingungen  erfUllt  sein,  deren  erste  bekanntlich 
die  ist,  dass  die  Funktionaldeterminante  der  Funktionen  F  in 
dem  ganzen  Gebiete  G  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert  Herr  Lip- 
schitz  untersucht  jene  Bedingungen  näher  und  gelangt  zu  fol- 
genden Besultaten:  In  dem  System 

Fj  =  C, ,  r,  =  C,, F»  =  C„ 

sind  den  sämmtlicheu  Funktionen  F  feste  Werthe  vorgeschrieben. 
Wenn  man  aus  diesem  System  successive  alle  verschiedenen 
Paare  von  Gleichungen  Fk=Ck  und  Fi  =  Ci  fortlässt,  so  be- 
stimmen die  jedesmal  übrigbleibenden  it— 2  Gleichungen  für  die 
Variabein  Sp....««  eine  Mannigfaltigkeit  der  zweiten  Ordnung 
Mk^ij  deren  Begrenzung  eine  in  sich  zurücklaufende  Mannigfaltig- 
keit der  ersten  Ordnung  sei,  die  der  Begrenzung  des  Gebietes 
G  angehört  Die  Mannigfaltigkeit  zweiter  Ordnung  Mn^i  sei  nun 
einfach  zusammenhängend;  FM  =  Ck  und  Fi^Ci  mögen,  jede 
für  sich,  eine  solche  einfache  Mannigfaltigkeit  bezeichnen,  die 
sich  in  Mk,i  von  einem  Werthsystem  der  Grenze  bis  zu  einem 
zweiten  einfach  erstreckt;  jene  beiden  Mannigfaltigkeiten  erster 
Ordnung  mögen  femer  nicht  unendlich  viele  discrete  gemeinsame 
Werthsysteme  besitzen,  und  If*,/  keinerlei  Singularitäten  haben. 
Sind  diese  Bedingungen  erfüllt  und  ist  endlich  fdr  jedes  Werth- 
system die  Funktionaldeterminante  der  F  innerhalb  des  Ge- 
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bietes  G  eine  Grösse  von  unveränderlichem  Vorzeichen,  so  ge- 
nügt dem  obigen  System 

r,  =  C/| , . . . .  r«  =  Cn 

nur  ein  System  von  Werthen  a, , «, . .  «». 

Herr  Lipschitz  giebt,  nachdem  er  die  obigen  Besultate  be- 
wiesen, eine  Methode  an,  um  das  Werthsystem  der  z  zu  be- 
stimmen, das  einem  gegebenen  System  von  Werthen  der  Funk- 
tionen F  eindeutig  zugehört.  Auch  auf  Funktionen  von  com- 
plexen  Variabein  lassen  sich  die  erhaltenen  Besultate  ausdehnen, 
auf  ähnliche  Art,  wie  in  der  oben  besprochenen  Arbeit  von 
Eronecker,  indem  man  die  getrennten  Bestandtheile  der  m  com- 
plexen  Variabein  als  2m  reelle  Variable  und  gleichzeitig  die 
getrennten  Bestandtheile  der  m  complexen  Funktionen  als  2m 
reelle  Funktionen  jener  reellen  2m  Variabein  betrachtet.  In  diesem 
Falle  ist  die  Funktionaldeterminante  ein  Aggregat  von  zwei 
Quadraten.  Wn. 

C.  Weierstrass.  Ueber  die  allgemeinsten  eindeutigen  und 
2»fach  periodischen  Funktionen  von  n  Veränderlichen. 

Berl.  Monatsber.  1869.  853-857.  1870. 

Die  Theorie  der  AbeVschen  Funktionen  lehrt,  in  dem  gege- 
benen Gleichungssysteme 

n  H  n 

I  1  1 

die  Funktionen  fp,  deren  Ableitungen  algebraische  Funktionen 

d^  X  sind,  so  zu  bestimmen,  dass  jeder  rational  und  symmetrisch 
ftos  den  x  zusammengesetzte  Ausdruck  eine  eindeutige,  2ftfach 
periodische  und  durch  ©-Funktionen  ausdrückbare  Funktion  der 
n  Grössen  u  wird.  Da  aber  zwischen  den  Moduln  dieser  @- 
Fonktionen  eine  Anzahl  von  Relationen  besteht,  welche  ihre 
Willkürlichkeit  beschränkt,  so  sind  diese  6-Funktionen  nur  spe- 
cielle,  mithin  auch  die  obigen  2nfach  periodischen  Funktionen 
von  ft  Argumenten  nicht  die  allgemeinsten  ihrer  Art.  Um  zu 
den  allgemeinsten  eindeutigen  und  2itfach  periodischen  Funk- 
tionen von  n  Argumenten  zu  gelangen,  stellt  der  Herr  Verfasser 
sich  die  Aufgabe,  die  Funktionen  xp  so  zu  bestimmen,  dass  zu 
einem  Systeme  der  Grössen  u  nicht  unendlich  viele  Systeme 
der  X  gehören,  sondern  nur  eine  endliche  Anzahl;  dann  giebt 
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es  eine  eindeutige  und  2nfach  periodische  Funktion  von  ti,, «, ... « 
durch  deren  partielle  Ableitungen  sich  algebraisch  die  Goef 
cienten  einer  Gleichung  n^""*  Grades  ausdrücken  lassen,  der< 
Wurzeln  die  x  sind.  M. 

B.  RiEMANN.     Beweis  des  Satzes,  dass  eine  einwerthi| 
mehr    als   2wfach  periodische  Funktion    von    n  Ve 

änderlichen    unmöglich    ist.       (Schreiben  an  H.  Weierstrasi 
Borchardt  J.  LXXI.  197-200   1870. 

Die  Variabein  a?,,a?,  ...rr»  einer  2« fach  periodischen  Fun! 

2» 

tion  lassen  sich  in  die  Form  Xy=^uO'^^fi  setzen,  worin  a"  de 


1 


Periodicitätsmodul  von  Xy  für  die  fi^^  Periode  bedeutet  und  d 
£  reelle  Grössen  sind.  Durchlaufen  die  |  alle  Werthe  von 
bis  1,  mit  Ausschluss  eines  dieser  Grenzwerthe,  so  entsteht  e 
Snfach  ausgedehntes  Grösscngebiet  von  der  Eigenschaft,  dai 
jedes  Werthsystem  der  x  nur  einem  Werthsysteme  diesi 
Grössengebietes  nach  diesen  2n  Modulsystemen  congruent  it 
Der  Verfasser  nennt  es  „ein  bei  diesen  2n  Modulsystemen  p 
riodisch  sich  wiederholendes  Grösscngebiet".  Der  Beweis  d 
Unmöglichkeit  einer  einwerthigen  Funktion  von  n  Variabein  n 
mehr  als  2n  Perioden  beruht  nun  auf  dem  Satze,  dass  sich  2n-} 

2»-|-l 

Modulsysteme,  zwischen  denen  die  n  Gleichungen  J^^ 0*^171^  = 

stattfinden,  worin  die  m  ganze  Zahlen  sind,  aus  2it  Modi 
Systemen  zusammensetzen  lassen.  Diese  können  so  gewäl 
werden,  dass  der  Inhalt  des  periodisch  sich  wiederholendi 
Grössengebietes  für  sie  nur  ein  aliquoter  Theil  von  dem  ftlr  d 
2n  ersten  Modulsysteme  a  beträgt.  Dasselbe  gilt,  wenn  no 
mehr  Modulsysteme  vorhanden  sind.  So  wird  aber  das  Gebi 
auf  ein  unendlich  kleines  reducirt,  und  die  Funktion  wird  ei: 
Funktion  von  weniger  als  n  linearen  Ausdrücken  der  Grössen 

M. 

A.  Grand  r.     Di  una  formola  nota  che  si  puo  dedur 
da  un  teorema  di  Cauchy.     Battaglini  G.  vm.  374-375.  1» 
Aus  dem  Satze  von  Cauchy: 
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welcher  den  Werth  einer  Funktion  v>  einer  eomplexen  Variabein 
durch  ein  Integral  ausdrückt^  das  ip  positiver  Richtung  über  die 
Begrenzung  einer  Fläche  genommen  ist^  in  der  to(z)  monodroro, 
stetig  und  endlich  ist,  —   leitet  der  Verfasser  direct  die  Formel 

her,  welche  Biemann  in  seiner  Dissertation  (art.  10  p.  14)  ge- 
geben hat,  tür  die  Funktion  u  von  x  und  y,  welche  durch  die 

Gleichung  ^  +  ^  =  o  definirt  ist.  M. 

H.  Weber.     Note  zu  Riemann's  Beweis   des  Dirichlet'- 

Sehen   Princips.      Borchardt  J.  LXXI.  29-39.  1870. 

Die  Absicht  des  Verfassers  ist^  die  Zweifel,  welche  mehrfach 
gegen  die  Allgemeinheit  und  Strenge  des  Dirichlet'schen  Prin- 
cips erhoben  worden  sind,  aufzuklären.  Diese  Zweifel  betrafen 
besonders  die  Befugniss  der  Anwendung  der  Variationsrechnung 
anf  eine  Funktion,  deren  Eigenschaften  a  priori  ganz  unbekannt 
sind.  Der  Verfasser  umgeht  dieselbe  auf  einem  Wege,  der  mit 
dem  von  ihm  in  der  Abhandlung:    „Ueber  die  Integration  der 

partiellen  Differentialgleichung  iif  +  ^  +  A'ti  =  0 ;  Clebsch  Ann, 

Ij  1"  (s.  p.  217),  eingeschlagenen  Übereinstimmt,  aber  noch  stren- 
ger ist.  Die  besonders  missliche  partielle  Integration  wird  ganz 
umgangen.  Der  Verfasser  führt  zunächst  den  Beweis  für  den 
speciellen  Fall. 

und  bestimmt  durch  ein,  wenn  auch  praktisch  unausführbares, 
doch  convergentes  Rechnungsverfahren  eine  Reihe  von  Funktionen 
"i)«*!, . ..  M-  derart,  das»  der  absolute  Werth  des  Integrals 


//( 


du  dt)      du  dv\,     . 


dx  dx      dy  dy- 

kleiner  als  eine  beliebig  klein  zu  wählende  Grösse  «»  ist  ftlr 
alle  im  Innern  der  Fläche  S  stetigen,  am  Rande  verschwinden- 
den Funktionen  r,  fllr  welche  ii(f>)  endlich  bleibt.    Fur  beliebig 

Fomchr.  d.  Math.  U.  1.  14 
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grosse  ffi  und  gehörig  grosse  Wertbe  von  n  kann  femer  d 
Integral 

J  J  \dx  ^dx  dx^  dy\dy  dy  / '  ^ 
kleiner  als  eine  beliebig  klein  zu  wählende  Grösse  gemac 
werden,  wenn  u>  eine  beliebige  im  Innern  von  S  stetige  Fun 
tion  ist,  für  welche  Sl(jo)  endlich  ist,  die  aber  am  Bande  nie 
verschwindet,  sondern  beliebige  Werthe  erhält.  Nun  kann  m\ 
eine  im  Innern  einer  Kreisfläche  mit  sämmtlichen  DifFerentis 
quotienten  stetige  Funktion  tc,  welche  der  Differentialgleichui 

-7-y  +  -T-j  =  0  in  der  ganzen  Fläche  S  genügt,  bestimmen,  der« 
ax        cLy 

Differentialquotient  am  ganzen  Rande    beliebig  vorgeschriebe! 

Werthe  hat,  welche  der   einzigen  Bedingung  unterworfen  sin 

dass  das  über  den  Rand  erstreckte  Integral  /tr  ds  verschwind« 

Dies  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  für  jeden  Punkt  im  Inne 
von  S  die  Funktion  m„  sich  mit  unendlich  wachsendem  n  ein 
bestimmten  endlichen  Grenze  nähert.    Die  Grenzfunktion 

ist  mit  sämmtlichen  partiellen  Differentialquotienten  im  ganz 
Innern  der  Fläche  S  endlich  und  stetig  und  genügt  der  Difi 
rentialgleichung  ^    ^]l\  ^IH — a 

und  geht  stetig  in  die  am  Rande  vorgeschriebenen  Werthe  übi 
Nach  Durchfllhrung  dieses  speciellen  Falles  lässt  sich  d 
allgemeinere  Fall,  in  welchem  die  zu  bestimmende  Funktion  j 
wisse  gegebene  Unstetigkeitsbedingungen  zu  erfüllen  hat,  lei( 
erledigen.  M. 

F.  E.  Prym.     Zur  Integration   der  gleichzeitigen   Difl 

rentialgleichmigen  ;r-  =  t-»  T"~^  J"'     ß^rchardt  J.  lx 

354-362.  1869  ^    ^ 

In  den  Fällen,  in  denen  es  bis  jetzt  gelungen  ist,  das  Syst^ 
der  Differentialgleichungen 

du  _^dv   du dt) 

dx'~'  dy^  dy  ~      dx 
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zu  integriren  (Riemann:  „Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie 
der  Funktionen  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  1851", 
und  „Theorie  der  Aberschen  Funktionen,  1857'*),  sind  die  Grenz- 
bedingungen  so  gewählt,  dass  sie  u  allein  enthalten;  dadurch 
ist   die  Aufgabe  auf  die  Lösung  der  einen  Differentialgleichung 

^-i+j-,  =  0  reducirt,   und  man  hat   die  zugehörige  Funktion 

V  durch  ein  einfaches,  u  enthaltendes  Integral  ausgedrückt.  Herr 
Prym  hat  sich  nun  die  Aufgabe  gestellt,  das  obige  System  von 
Differentialgleichungen  auch  in  solchen  Fällen,  wo  die  Grenz- 
bedingungen  u  und  v  untrennbar  enthalten,  flir  welche  also  die 
Riemann'schen  Methoden  nicht  mehr  ausreichen,  zu  integriren. 
Vorliegende  Arbeit  macht  uns  mit  folgendem  Resultate  seiner 
Untersuchungen  (die  nächstens  in  ihrer  Gesammtheit  veröffent- 
licht werden  sollen)  bekannt. 

Man  zerlege  die  2p  + 1  fach  zusammenhängende  Fläche  T 
durch  p  Schnittpaare  a,,,  by  und  durch  p  von  demselben  Punkte 
^  ausgehende,  nach  dem  gemeinschaftlichen  Anfangs-  und  End- 
punkt der  Schnitte  ay.by  führende  Schnittlinien  Cy  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende,  von  den  beiden  Seiten  der  Schnitte 
«,  6,  c  begrenzte  Fläche  T'.  Diese  Fläche  T'  werde  femer  durch 
^'»  von  n  ausgehende,  nach  beliebig  in  T'  fixirten  Punkten  f« 
gezogene,  einander  und  sich  nicht  schneidende  Linien  /^  in  eine, 
^on  den  beiden  Seiten  der  a,  6,  c,  /  begrenzte  einfach  zusammen- 
hangende Fläche  T"  verwandelt.  Alsdann  existirt  eine  in  T" 
allenthalben  einwerthige,  mit  Ausschluss  der  Punkte  e^  stetige 
komplexe  Funktion  u-\-vi  der  Coordinaten  x,  y,  die  in  der  ganzen 

Fläche  T"  den  Differentialgleichungen  j^  =  j-,  T'  =  '"j^  S^- 
^tlgt.    Für  jeden  Punkt  s^  lässt  sich  eine  Funktion 

^orin  die  L  willkürliche  Constanten  und  r^,  je  nach  der  Be- 

8chaffenheit  des  Punktes  f^,  die  Ausdrücke  z—fi^,  (»— «^V^  — > 

l\i  * 

-p  bedeutet,  herstellen,  so  dass  (w  +  t?t)— y^C^'e^  ^^^  *(?  stetig 

Weiht    Die  Funktion  («  +  t?0  kann  durch  von  einander  unab- 

14* 


( 
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• 

hängige   Grenz-   und   Unstetigkeitsbedingangen   yolbtiafig  te- 

stimmt  werden,  und  ihr  Verhalten  an  der  Begrenzong  derFIide 
T"  ist  dadurch  charakterisirt ,  dass  sie  beim  Ueberzchreiten  der 
Querschnitte  in  lineare  Ausdrücke  von  sich  selbst  flbergeht  Ei 
wird  iu-\-riy^  längst  üy^by.CyJy  resp.  gleich  ilr(«  +  w)"+^r! 

By(u  -f  t?0-+  B;,  (m  +  ri)--r^A,  ("  +  rt)"- 2niL^;  und  zwisAei 
den  op  +  r  Constanten  Ay,  By,  Äy,  By, /Jy,  L^  besteben  die  p+1 
Relationen 

2mi:,  L,  =  1,  //, ,  Jy  =  B^iAy- 1)  -  A^dBr- 1), 
1*1 

die  aber  nicht  den  Charakter  von  Beschränkungen  haben,  »n- 

dem   aus  der  Einwerthigkcit  der  Funktion  allein  schon  folgen. 

Rechnet  man  alle  diejenigen  Funktionen,  für  welche  die  mit  dem 

Modul    1   behafteten  Constanten  Ay,  By  dieselben  sind,  in  eine 

^A    A         A  \ 
Gruppe  mit  dem  Svmbol  (  d"  i>''       »'')?  ^^  erscheinen  die  von 

Riemann  untersuchten  Abel'schen  Integrale  als  Gruppe  (,'  ,'*   i) 

sind  also  spccielle  Fälle  der  obigen  Funktionen  u-\'tu 

Die  grössere  in  Aussicht  gestellte  Arbeit  des  Verfassers  wird 
die  ausführliche  Theorie  der  Funktionen  n  -f  t>i  und  einer  zweiten  \ 
Klasse  Funktionen  V  4-  Vi  mit  denselben  Eigenschaften,  fllr  wd'dte 
aber  die  Moduln  der  Constanten  Ay,  By  nicht  gleich  1  and, 
bringen  und  zeigen,  dass  die  Haupteigenschaften  der  durch  i^- 
Funktionen  darstellbaren  Gebilde  abgeleitet  werden  könneU) 
ohne  die  Kenntniss  der  iT'-Funktionen  vorauszusetzen.      M. 

F.  E.  Prym.     Ueber  ein  Eandintegral.     BorchardtJ.  LX*^- 

306-315.  1870. 

Es  seien  ta  und  ia*  zwei  solche  Funktionen  u-f  ot  der  cc?''^ 
plexen  Variabein  x  +  yi,  deren  Existenz  in  der  obigen  Arbeit 
Hülfe   der  Fläche  T"  nachgewiesen  ist.    Diese  Fläche  T"  v 
wandle   man  dadurch,    dass  man  die  r  Unstetigkeitspnnkte 
durch  r  sich  nicht  schneidende  geschlossene  Curven  h^  ausscheid 

uidta\  ausgedeh 
in  positiver  Richtung  über  die  ganze,  aus  den  beiden  Seiten  d 
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[litte  a,  bj  c,  T  (d.  h.  den  Theil  der  /  bis  zu  den  k)  und  den 
leren  Seiten  der  Curven  k  bestehende  Begrenzung  R  der 
^be  r*.  Dieses  Integral  ist  Null,  da  o»  und  w'  ttberall  in  T* 
rerthig  und  stetig  sind.  Andererseits  ist  es  aber  gleich  der 
une  der  ttber  die  einzelnen  Begrenzungstheile  erstreckten  In- 
tde.  Durch  Ausführung  dieser  Integrationen  gelangt  der 
fasser  zu  einer  merkwürdigen  Relation  zwischen  den  Con- 
iten^  die  das  Verhalten  der  Funktionen  co  und  a»'  an  der  Be- 
izung von  T"  und  in  den  Punkten  i^  charakterisiren. 

M. 

E.  Prym.   Beweis  zweier  Sätze  der  Funktionentheorie. 

)orchardt  J.  LXXI.  223-236.  1870 

Der  erste  Satz  lautet:  ^Eine  in  der  Fläche  T'  allenthalben 
^erthige  und  stetige  Funktion  u-\-vi  der  complexen  Variabein 
yt,  deren  Werthe  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  auf  der 
itiven  und  negativen  Seite  der,  von  den  beiden  Seiten  der 
nitte  a,  6,  c  gebildeten  Begrenzung  der  Fläche  T'  in  der  Weise 
knüpft  sind,  dass  allgemein  (für  v=l, 2...p)  (m-I-m)"^  längs 
by^Cy  resp.  gleich 

Ay(iu  +  vt)-  +  A'^,  By(u  +  f>iy  +  B-^,  (u  +  my  +  Jy, 

bei  die  2p  Grössen  Ay,  By  sämmtlich  den  Modul  1  besitzen, 

immer  eine  Constante,  wenn  die  p  Grössen  Jy  Null  sind  und 

ler  von  den  2p  übrigen  Cunstanten  A^^  B'^  alle  die  Constanten 

die  zu  Indices  v  gehören,  für  die  gleichzeitig  ^1^  =  1,^^  =  1 

ebenfalls  den  Werth  Null  haben'*.    Der  Beweis  beruht  dar- 

,  dass  das  Integral  2t /y   {(3--)  + (5-)  1  dxdy  über  die  ganze 

che  T'  erstreckt,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gleich 
II  ist.  Die  Bedeutung  dieses  Satzes  fUr  die  AbeVschen  Inte- 
le,  für  welche  die  Ayy  By  sämmtlich  gleich  1  sind,  ist  ersicht- 
.  In  ihm  liegt  nämlich  erst  der  Nachweis,  dass  wenn  man 
irgend  welchen  p  von  einander  unabhängigen  Aberschen 
igralen  das  System  der  linear  aus  diesen  zusammengesetzten 
gemeinen  Integrale  (mit  dem  Periodicitätsmodul  m  fllr  den 
mitt  a,  und  Null  für  die  p— 1  übrigen  Schnitte)  bilden  will, 
Determinante  der  willkürlichen  Gonstanten  der  linearen  Glei« 
Ingen  nicht  yerschwindet. 
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Der  zweite  Satz  enthält  das  Resultat,  dass  die  Fanktio 
u+vi  immer  eine  Constante  ist,  wenn  die  Quadrate  der  A^j  l 
alle  gleich  1  sind  und  wenn  die  reellen  Theile  der  i4^,  C^,  fol{ 
lieh  auch  die  reellen  Theile  der  Jy^  den  Werth  Null  haben.  Ai 
ihm  folgt  ein  Satz,  welcher  nur  für  die  2^p  Gruppen  eomplexi 
Funktionen  gilt,  deren  Charakteristiken  aus  dem  Symbol 

/'-^ij  -^11  ••  •  Ap\ 
^Ä, ,  Ä,, . . .  Bp^ 

hervorgehen,  wenn  man  für  die  Äy^  By  nur  reelle  Grössen  n 

dem  Modul  1  setzt.    Für  die  allenthalben  endlichen  Funktionc 

spricht  der  Verfasser  diesen  Satz  aus.    Er  ist  analog  dem  Satz 

den  Riemann  (AbeVsche  Funktionen  p.  20)  für  die  Gruppe 

M,l,...l>' 
gegeben  hat.  M. 

H.  A.  Schwarz.  I.  Ueber  die  Integration  der  partielle 
DifFerentialgleiehung  j-i+T-i  =  0  für  die  Fläche  ein^ 
Kreises.     Wolf  J.  xv.  113-128.  1870.  - 

H.  A.  Schwarz.  IL  Ueber  einen  Grenzübergang  durd 
alternirendes  Verfahren.    Wolf  J.  xv.  272-286.  1870. 

H.  A.  Schwarz.  III.  Ueber  die  Integration  der  partiellen  Diflfr 
rentialgleichung  j-i  +  ^  =  0  unter  vorgeschrieben^ 
Grenz-   und  Unstetigkeitsbedingungen.     Beri.  Monatsb 

767-795.  1870. 

I.   Für  die  Integration  der  angegebenen  Diflferentialgleichu 
Bind  folgende  Bedingungen  vorgeschrieben :  Das  Gebiet  der  V^ 
änderlichen  a?,y  soll  eine  einfache  Kreisfläche  S  vom  RadiuSi^ 
sein,  die  Werthe  von  u  sollen  innerhalb  und  auf  der  Grenze  v^ 
S  endlich  und  stetig,  längs  der  Grenze  von  S  aber  gegeben  s^ 
Das  Integral 

genügt  allen  diesen  Bedingungen,  wenn  r  und  9  die  Polaroo^ 
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dinaten  ron  x^y  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  von  S  als  Pol^ 
mAf(%fi)  den  gegebenen  Werth  von  u  für  r  =  l,  <p  =  v/  bedeutet 

II.  Ist  für  die  Veränderlichen  x,  y  ein  solcher  Bereich  T  ge- 
geben, dass  er  aus  zwei  einfacheren  Bereichen  T,  und  T,  zu- 
sammengesetzt werden  kann,  die  ein  Gebiet  T*  gemeinsam  haben, 
existirt  ferner  fttr  jeden  einzelnen  der  beiden  Bereiche  T^  und  T, 
allemal  eine  Funktion  u^  welche  im  Innern  des  Bereiches  end- 
lieh ist,  an  der  Grenze  desselben  aber  beliebig  vorgeschriebene, 
einer  oder  mehreren  stetigen  Folgen  angehörige,  endliche  Werthe 
annimmt,  und  der  Gleichung  Ju=0  genUgt,  dann  lässt  sich  durch 
den  genannten  Grenzübergang  die  Existenz  einer  Funktion  u  von 
denselben  Eigenschaften  für  den  Bereich  7=1^  +  7,-7'*  nach- 
weisen. 

Das  Verfahren  ist  in  Kürze  folgendes.  Die  Begrenzungen 
von  T^  und  T,  theilen  sich  gegenseitig  in  vier  Gruppen  von 
Strecken  L^^L^^L^^L^^  in  der  Weise,  dass  L^  und  L,  die  Be- 
grenzung von  T, ,  Lj  und  L^  die  von  T^  bilden,  während  L^  und 
L^  das  Gebiet  T  vollständig  einschliessen,  L^  und  L,  dagegen 
innerhalb  T  liegen.  Nach  der  Voraussetzung  existiren  nun  zwei 
Reihen  von  Funktionen  ttj,!/,,...!!?»^.!...  und U2,i4^,...t<2ii...,  welche 
fllr  die  Gebiete  T,  resp.  T,  defiuirt  sind,  der  Gleichung  z/m  =  0 
genügen  und  in  folgender  Beziehung  zu  einander  stehen.  U2n-\-i 
bat  längs  L^  die  der  gesuchten  Funktion  u  vorgeschriebenen 
Berthe  und  stimmt  längs  L^  mit  u^n  überein;  u^n  hat  längs  L, 
die  vorgeschriebenen  Werthe  und  stimmt  längs  L,  mit  «2i»-i 
Öberein.  Der  Werth  von  m,  längs  L,  kann  dabei  beliebig  ge- 
wählt werden.  fi2„-fi  und  thn  nähern  sich  nun  mit  wachsendem 
*•  2wei  Grenzfunktionen  «'  und  w",  welche  für  T^  resp.  T,  defi- 
'^Urt  sind  und  innerhalb  T*  übereinstimmen. 

Daraus  folgt  aber  unmittelbar  die  Existenz  einer  Funktion 
•*  ^i*'  =  m"  von  den  verlangten  Eigenschaften  für  den  ganzen  Be- 
«"eich  r=r,  +  T,~T* 

III.  Der  Verfasser  theilt  in  diesem  Auszuge  ein  Verfahren 
^"^it,  die  bekannten  Riemann'scheu  Sätze  über  die  Integration  der 
^Differentialgleichung  Ju=^0  abzuleiten,  ohne  dass  dabei  das 
"irichlet'sche  Princip  zur  Anwendung  kommt. 

Die  Hauptschwierigkeit  liegt  hierbei  darin,    dass  zunächst 
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ein  Beweis  ftlr  die  Existenz  der  Funktion  u  geliefert  werden 
muss.  Der  Beweis  wird  im  Wesentlichen  auf  folgende  Schlösse 
gestützt 

Wenn  sich  zwei  Bereiche  conform    auf  einander  abbilden 
lassen,  in  der  Art,  dass  die  erste  Ableitung  der  die  Abbildung 
vermittelnden  analytischen  Funktion  im  Innern  der  Bereiche  nie- 
mals gleich  0  oder  oo  wird,  wenn  ferner  für  den  einen  Bereich 
die  Gleichung  /Ju  =  0  unter  beliebigen  Grenzbedingungen  inte- 
grirt  werden  kann,   so  ist  damit  dieselbe  Integration  auch  ftix* 
den  andern  Bereich  geleistet.    Für  eiue  einfache  Kreisfläche  is€ 
jene  Integration  leicht  auszuführen  (siehe  I.);    dasselbe  gilt  füx* 
die  von  zwei  Kreisbogen  begrenzte  Mondfigur  und  das  Kreisseg- 
ment,  für  das  ebene  Dreieck,   für  das  Kreisbogendreieck,   in 
welchem  zwei  Eckenwinkel  rechte  sind,  und  für  den  Kreissector, 
da  sich  diese  Bereiche  auf  den  Kreis  conform  abbilden  lassen. 
Jeder  von  geraden  Strecken  und  Kreisbogen  begrenzte  Bereich 
kann  aus  diesen  einfacheren  Bereichen  so  zusammengesetzt  wer- 
den, dass  die  Voraussetzungen  des  in  II.  angedeuteten  Verfahrens 
erfüllt  sind;  damit  ist  dann  die  Existenz  einer  Funktion  von  den 
angegebenen  Eigenschaften  auch  für  diesen  zusammengesetzten 
Bereich  begründet. 

Dieser  Satz  kann  nun  auf  einen  von  einer  endlichen  An- 
zahl analytischer  Linien  umschlossenen  Bezirk  durch  folgendes 
Hülfsmittel  ausgedehnt  werden.  Es  lässt  sich,  wenn  eine  be- 
liebige analytische  Linie  gegeben  ist,  stets  ein  Gebiet  abgrenzen, 
welches  ein  Stück  dieser  Linie  enthält  und  in  der  Art  auf  eine 
von  zwei  Kreisbogen  begrenzte  Mondfigur  abgebildet  werden 
kann,  dass  jenem  Stück  der  Linie  die  Sehne  der  Mondfigur  ent- 
spricht. Das  hier  angegebene  Verfahren  gilt  auch  noch,  wenn 
der  gegebene  Bereich  auf  einer  von  ebenen  oder  sphärischen 
Flächen  gebildeten  Polyederoberfläche  ausgebreitet  ist 

Am  Schlüsse  der  Mittheilung  zeigt  der  Verfasser  noch,  wie 
man  durch,  den  vorhergehenden  ganz  analoge^  Mittel  auch  noch 
den  Fall  erledigen  kann,  dass  die  Funktion  u  im  Innern  des 
gegebenen  Bereiches  gewisse  vorgeschriebene  Unstetigkeiten  be- 
sitzen soll.  Die  Behandlung  dieser  Unstetigkeiten  lässt  hin- 
reipbond  erkennen;  dass  die  angegebenen  Beweismethoden  ftlr 


Capitel  1.    Allgemeines.  217 

die  Theorie  der  Aberschen  Integrale  dasBelbe  leisten,  was  Rie- 
mann  mit  Hülfe  des  Dirichlet'schen  Prineips  abgeleitet  hat 

B. 

H.  Weber.  TJeber  die  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung : 

Clebsch  Ann.  I.  1-36.  1869. 

Es  werden  in  dieser  Abhandlung  die  Eigenschaften  einer 
Funktion  w,  welche  jener  Gleichung  genügt,  gründlich  unter- 
sucht, und  die  Bedingungen  festgestellt,  denen  ä'  unterworfen 
ist,  wenn  die  Funktion  geforderte  Grenzbedingungen  er- 
fWlen  soll.  —  Auf  Einzelheiten  lässt  sich  hier  ohne  grosse 
Ausführlichkeit  nicht  eingehen.  Die  wirkliche  Ausführung  der 
Integration  durch  eine  stetige  Funktion  gelingt  bei  folgenden 
Grenzgestalten  der  Integrationsfiäche :  Rechteck,  Kreis,  confocale 
Parabeln,  confocale  Ellipsen.  Im  letzteren  Falle  bleibt  aber  noch 
die  Integration  der  Gleichungen 

~--(.l'irsinN|-A)X=0, 

^'^+(4'rcos'i7-A)F  =  0 

w  leisten  übrig,  was  dem  Verfasser  in  übersichtlicher  Form 
nicht  gelingt.  Mathieu  hat  in  Liouville  J.  die  ersten  Glieder  der 
auflösenden  Reihen  berechnet,  ohne  das  allgemeine  Gesetz  zu 
bestimmen.  Wy. ' 

E.  Heine,     lieber  trigonometrische  Reihen.     Borchardt  J. 

LXXL  353  365.  1870. 

Man  stützte  bisher  den  Beweis  des  Satzes:  „Eine  zwischen 
*=-«  und  x  =  +  n  gegebene  endliche  Funktion /l^a?)  lässt  sich 

Höchstens  auf  eine  Art  in  eine  trigonometrische  Reihe  von  der 

Form 

«)  f(x)=z—a^^(^a^  cos  a:-f  6,  sin  x)-\-Qa^  cos  2a?+6,  sin  2x)-\-  •••• 

^ötwickeln",  auf  die  Voraussetzung,  dass  das  Integral  einer  con- 
vcrgenten  Reihe,  deren  Glieder  zwischen  endlichen  Integrations- 
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grenzen  endlich  sind^  gleich  der  Summe  der  Integrale  der  ein- 
zelnen Glieder  sei.  Diese  Voraussetzung  ist  aber,  wie  Herr 
Weierstrass  gezeigt  hat,  nur  dann  gültig,  wenn  die  Reihe  in  den 
lutegrationsgrenzen  in  gleichem  Grade  convergent  ist.  Durch 
die  Arbeiten  von  Dirichlet,  Lipschitz  und  Riemann  ist  also  noch 
nicht  entschieden,  auf  wie  viele  Arten  sich  eine  Funktion  in  eine 
Reihe  mit  bekannten  Coefficienten  entwickeln  lasse.  Deshalb 
bat  Herr  Heine  an  die  Stelle  des  obigen  Satzes  einen  andern 
gesetzt  und  bewiesen,  der  so  lautet:  ^Eine  im  allgemeinen  ste- 
tige, nicht  nothwendig  endliche  Funktion  /(x)  lässt  sich  höchstens 

auf  eine  Art  in  eine  trigonometrische  Reihe  a)  entwickeln,  wenn. 

die  Reihe  der  Bedingung  unterworfen  ist,  im  Allgemeinen  i 
gleichem  Grade  zu  convergiren.  Die  Reihe  stellt  die  Funk- 
tion im  allgemeinen  von  —n  bis  +yr  dar".  Der  Ausdrucl 
„im  allgemeinen''  bedeutet,  dass  auf  die  Uebereinstimmung  i 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  verzichtet  wird.  Dies^^r 
Satz  entscheidet  also  die  Frage,  ob  die  Fourier'sche  EntwickluiM  ^ 
die  einzige  ist,  noch  nicht,  ist  aber  fUr  viele  Anwendungen  au«5- 
reiehend.  M. 


G.  Cantor.  Ueber  einen  die  trigonometrischen  Reihern 
betreffenden  Lehrsatz.  *  Borchardt  J.  LXXll.  130-138.  1870. 

G.  Cantor.  Beweis,  dass  eine  für  jeden  reellen  Wer'fch 
von  X  durch  eine  trigonometrische  Reihe  gegebe xie 
Funktion  f{x)  sich  nur  auf  eine  einzige  Weise  iu 
dieser  Form  darstellen  lässt.     Borchardt  J.  LXXIL  139-1 -*2 

1870. 

hl  der  ersteren  der  beiden  Arbeiten  beweist  Herr  Caii^t^^r 
den  Satz:  „Wenn  zwei  unendliche  Grössenreihen  a^Ja^y.,.anf  -•• 
und  6,,6,, ...  6», ...  so  beschaffen  sind,  dass  die  Grenze  v^^ 
o»  sin  tix-\-bn  cos  tix  für  jeden  Werth  von  a?,  der  in  einem  gegeben«'* 
Intervalle  (^a<x<:b)  des  reellen  Grössengebietes  liegt,  mit  wach- 
sendem n  gleich  Null  ist,  so  convergirt  sowohl  On  wie  6«  J^oi* 
wachsendem  n  gegen  die  Grenze  Null'*.  Dieser  Satz  ftlhrt  ^^ 
einem  Criterium  flir  die  Convergenz  einer  trigonometrischen  Reib^ 

7)-&o  +  ^i  Bina;  +  6,  cosa^H 1- a»  sin  ?<j;  + 6«  cos  im? -}-•••» 

st 
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das  Bietnann  (^lieber  die  Darstellbarkeit  eiuer  Fanktion   durch 

eine  trigonometrisebe  Reihe,  Göttingen  1867")  unter  der  Voraus- 

1    /*+^  1    /*+" 

Setzung  der  Integralform  — /f(J)^mnidt  und  — /f^QeostUdt 


—n  —7t 


ftlr  0»  und  bn  bewiesen  l>at. 

Dieser  Satz  dient  auch  zu  dem  in  der  zweiten  Arbeit  ge- 
gebenen Beweise,  dass  es  nur  eine  Darstellung  von  f^x)  in  Form 
einer  fÄr  jeden  Werth  von  x  convergenten  trigonometrischen 
Reihe  giebt.  M. 


Capitel  2. 
Besondere  Funktionen. 

0.  ScHLöMiLCH.     Ueber    den  Werth    von   arctg  (^ +•>/). 

Schlömilch  Z.  XIV.  77-80.  1869. 
Setzt  man  arctg  i^  +  ifO  =  X'\-iyy  wo  |  und  ij  die  gegebenen, 
^  and  y  die  gesuchten  reellen  Grössen  bezeichnen,  so  ergiebt 
sich,  dass  der  Werth  für  arctg  (l  +  ti?)  nach  der  Beschaflfenheit 
von  I  und  17  ein  doppelter  ist,  nämlich : 

^^4-_arctg^^^^3_^^.^+:^/{|.TH^jrY)i|> 

wenng'4-i7'<l; 

wenn  g'  + 1?'  >  1  ist 

Am  Schlüsse  wird  nocl^  gezeigt,  dass 

^,  wenn  |'  +  ?7'=1  ist,  wo  das  obere,  beziehungsweise  das 
^ütere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  |  positiv  oder  ne- 
gativ ist.  T. 

W.  H.  L.  KussELL.    Report  on  recent  progress  in  elliptic 
and  hyperelliptic  functions.     Rep.  Brit.  Abb.  1869. 1870. 

Der  Verfasser  behandelt  zunächst  die  elliptischen  Funktionen 
^üd  iheilt  seine  Arbeit  in  4  Theile. 


)  yn.  Abschnitt.    Fanktionentheone. 

1)  Neue  UntersuchuDgen  auf  diesem  Felde,  welche  den  B 
rifF  der  Periodicität  nicht  erfordern.       • 

2)  Neue  Untersuchungen  über  die  Jacobrsche  Funktion 
ind  die  zugehörigen  Reihen. 

3)  ^lodulargleichungen  und  einige  andere  Untersuchunge 
ähnlicher  Art. 

4)  Einige  der  wichtigsten  geometrischen  und  physikalische 
Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen.  Csy.  (0.) 

A.  Steen.     Oin  Ondrengen    af  Integraler  af  irrational 
Diflferentialer  til  Normalformeii   for  det  elliptiske  In  - — 

tegral   af  forste   Art.      Skrifter  v.  Kopenh.  IV.  1869. 

Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  3.  p.  144. 

J.  Thomae.     Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Funk 

tionen  und  der  Thetafunktionen  einer  Veränderlichen^»- 

Balle.  1870. 

Dieses   Lehrbuch   soll    Denjenigen,    welche   eine   grössei ^ 

Vorlesung  Über  elliptische  Funktionen  hören  wollen,  als  Einle — =i- 
tung  in  die  Theorie  derselben  dienen.  Zu  dem  Ende  werdc^^o 
im  ersten  Theile  die  Fundamente  der  Theorie  der  complexe^^n 
Funktionen,  zunächst  d6r  eindeutigen  auseinander  gesetzt.  A^^*if 
die  Gausssche  Darstellung  der  complexen  Zahlen  folgt  die  Ri        ©" 

mann^sche  Charakteristik    der  EbenenstUcke    in   Bezug   auf  d -^^ 

Ordnung  ihres  Zusammenhanges,  seine  Definition  einer  Funkticr^^ 

■ 

einer  complexen  Vnriabeln  durch  eine  partielle  Differentialgh 
chung,  und  die  aus  dem  Wesen  der  complexen  Funktion  fliesseni 
conforme  Abbildung.    Hierauf  geht  der  Verfasser  zu  den  Inl 
gralen  einer  complexen  Funktion   über   und  giebt  den  Begi — '^^^^ 
eines  über  eine  gegebene  Linie  erstreckten  Integrals  und  sei'       "® 
Giltigkeit.    Nun  wird  für  eine  Funktion  ft>(a:),  welche  im  Innea— ^'''' 
eines  einfach- zusammenhängenden  FlächenstUckes  S  nur  ein        ^^ 
Punkt  M  hat,  filr  welchen   sie  so  unendlich  oder  unstetig  wi^*'4 
dass  (o(x).(x—u)  für  a:  =  ii  verschwindet,  und  nur  eine  Lin   ^^/ 
längs  welcher  sie  zwar  stetig  ist,  aber  der  DifTerentialgleichu  TJff 

^~ — r-^   nicht  genügt,   der  Cauchy'sche  Satz   bewies^i», 
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d.  h.  gezeigf,  dass  das  über  die  ganze  Begrenzung  von  S  er- 
streckte Integral  den  Werth  Null  hat.  Angewendet  wird  der 
Satz  auf  die  über  die  Begrenzung  von  |  erstreckten  Integrale 

x—^  J  (aj— -§)2m 

Ebenso  lassen  sich  die  Differentialquotienten  des  0^(0;)  durch 
ein  Begrenzungsintegral  ausdrücken,  und  man  wird  so  auf  die 
Entwickelung  der  Funktion  «(a?)  geführt.  Es  folgt  der  Taylor- 
scbe  Satz  und  die  Bedingungen  der  Convergenz.  An  die  Ent- 
wickelbarkeit  in  eine  auf-  und  absteigende  Reihe  (Laurenfscher 
Satz)  schliesst  sich  die  Entwickelbarkeit  in  trigonometrische 
Reihen.  Um  die  Entwickelung  einer  Funktion  nach  der  Fourier*- 
schen  Reihe  abzuleiten,  sieht  der  Verfasser  eine  reelle  Funktion 
*(v)j  die  für  y  =  0...2;r  gegeben  und  so  beschaffen  ist,  dass 
*(2ii« -f  y)  =  A(<jp)  ist,  als  Funktion  der  Punkte  der  Peripherie 
eines  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreises 
an  und  setzt 

**  A(^)  =  /r(y,  aj)  =  jff(r  cos  ify  r  sin  (f). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  Ä(y)  nur  fllr  einzelne  Wertho 
9>  und  zwar  in  einer  um  ein  Angebbares  niederen  als  der  ersten 
I^otenz  unendlich  gross  und  dass  sie  nur  für  einzelne  Werthe 

^^(f  unstetig  werde,  wird  das  Integral  /  —^^0—.  betrachtet. 

*^        X'~~C  ^'Tl% 

^ttert  sich  A(a  +  5)  — Ä(a)  mit  abnehmendem  8  so  der  Null, 

^*«8  diese  Differenz  mit  5**  dividirt,  oder  mit  log  5,  oder  (log  Sy 

^^f  lglglg*  =  lg'^  etc.  multiplicirt,  jedenfalls  endlich  bleibt, 

^  nennt  der  Verfasser  den  Exponenten  a  oder  die  Funktions- 

^ehen  Ig"^  bez.  das  Maass  der  Stetigkeit  der  Funktion  h(jf) 

^^  der  Stelle  a.    Versteht  man  femer  unter  einer  gleichmässig 

konvergenten   Reihe   eine   unendliche   Reihe,   deren   n   erste 

Glieder  sieh  mit  wachsendem  n  einem  bestimmten  Grenzwerthe 

^  nähern,  dass  eine  bestimmte  Zahl  JV  angegeben  werden  kann, 

^ber  welche  n  niemals  zu  steigen  braucht,   damit  der  Rest  für 

^le  Werthe  der  Variabein  der  Reihe  seinem  absoluten  Betrage 

^^h  kleiner   als  eine   bestimmte  Zahl  f  bleibe,   so  kann  das 

^ourier^sche  Theorem  folgendermaassen  ausgesprochen  werden: 

Ast  ji(f  )  eine  reelle  Funktion  von  tf ,   welche  in  dem  Intervall 
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Ton  0  bis  2n  gegeben  ist,   und  nur  für  einzelne  Werthe 
(p  unstetig  oder  in  einer  um  ein  Angebbares  niederen  als 
ersten  Ordnung  unendlich  ist,   so  lässt  sich  in  diesem  Inte: 

4-lÄ(*  +  0)4-AC*-0)]  überall  da,  wo  dieser  Ausdruck  den  1 

einer  bestimmten  endlichen  Zahl  hat,  und  wo  das  Maass  der  St 
keit  der  Funktionen  ä(i>  + V')~A(*  +  0)  oder  A(^— ,p)— ä(* 
fUr  abnehmende  xp  in  dem  Falle  mindestens  das  der  Funk 

_(lg"»i^^«(a<0)  ist,   wenn  eine  dieser  beiden  Funktionen 

abnehmende  yi  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben  sc 
in  eine  unendliche  convergente,  nach  cos  und  sin  ganzer  M 
pla  des  Bogens  &  fortschreitende  Reihe 

^y  Kv)  ^V^  +  — -^V  cos  fidj  A(</))  cos  fx(p  dtp  + 

u  i) 

1    *     .  /'^'" 

— 2u  sin  (19/  h(ff)  sin  fitf  dw 

entwickeln,  und  zwar  in  eine  fttr  alle  &  gleichmässig  con 
gente  Reihe,  welche  nicht  in  unmittelbare  Nähe  einer  Unst< 
keitsstelle  fallen^  oder  in  die  unmittelbare  Nähe  einer  St 
wo  hQcf)  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat  und  gle 
zeitig  das  Maass  der  Stetigkeit  unter  das  der  Funktion 

herabsinkt".  Die  gleichmässige  Convergenz  der  Fouriefsi 
Reihe  da,  wo  sie  eine  stetige  Funktion  darstellt,  hat  1 
£.  Heine  nachgewiesen  (vgl.  p.  217).  Derselbe  hat  auch 
Frage,   ob  sich  h(&)  nur  auf  eine  Weise  durch  eine  fttr  • 

liehe  Werthe  von  '^h(&+0^  +  -^h(^&—0)  convergente  trig 

metrische  Reihe  darstellen  lässt,  durch  folgenden  Satz  bc 
wertet,  der  in  dem  vorliegenden  Werke  abgedruckt  ist:  ^i 
im  Allgemeinen  stetige  und  einwerthige,  nicht  nothwendig  t 
all  endliche  Funktion  fOd-)  lässt  sich  höchstens  auf  eine  Ai 
eine  nach  cos  und  sin  ganzer  Multipla  des  Bogens  &  fortso 
tende  Reihe  entwickeln,  wenn  die  Reihe  der  Bedingung  u; 
worfen  ist,   im  Allgemeinen  gleichmässig  zu  convergiren« 
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Reihe  ist  nicht  überall,  sondern  nur  im  Allgemeinen  gleich  dem 
Werth  der  entwickelten  Funktion".  —  Nach  diesen  Sätzen  über 
die  Fourier'sche  Reihe  kehrt  der  Verfasser  wieder  zu  den  com- 
plexen  Funktionen  zurück,  charakterisirt  die  ganzen  complexen 
Funktionen,  ferner  die  rationalen  complexen  Funktionen  aus 
den  Unstetigkeiten  und  giebt  die  Partialbruch-  und  Produktent- 
wiekelung  complexer  Funktionen.  Die  Schlussparagraphen  des 
ersten  Theiles  behandeln  die  mehrdeutigen  complexen  Funktionen 
nach  Riemann's  Methode.  Als  Beispiel  einer  mehrdeutigen  al- 
gebraischen Funktion  dient  die  zweiwerthige  Funktion  Ä(a?)  = 

1^(1— x')(l  — /tV),  und  die  Behandlung  eines  Integrals  algebra- 
ischer mehrdeutiger  Funktionen  wird  au  dem  Beispiel 


r         dx 


gezeigt.  Darauf  folgt  die  Erläuterung  einer  Riemann*schen  Fläche 
und  deren  Abbildung  auf  ein  Parallelogramm.  Am  Schluss  finden 
sich  die  Formeln  zur  Reduktion  der  allgemeinen  Funktion  dritten 
oder  vierten  Grades  auf  die  canonische  Form  (1  — I0(1"~^*I*)* 
Ein  Anhang  zu  diesem  Theil  deutet  die  Reduktion  der  Integrale 
Itionaler  Funktionen  von  x  und  R(^x)  auf  die  3  Legendre'schen 
Gattungen  an. 

Der  zweite  Theil  des  Lehrbuches  enthält  die  Theorie  der 

Thetafunktionen  einer  Veränderlichen  oder  der  Reihe  ^„  e'"''+^'*". 

—00 

In  Art  1  definirt  der  Verfasser  die  ^'-Funktionen  durch  die  bei- 
den Funktionalgleichungen 

*A  o  (r  +  kin)  =  (- 1)^^  &^g  (o), 

»he  (©  +  Aa)  =  (  - 1  )^*  e-aA«-2*.  ^^^  (p)^ 

worin  hjgjkyk  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  mit  der  Bedingung, 
'dass  die  i^- Funktionen  für  alle  endlichen  Werthe  von  t^  end- 
e  einwerthige  Funktionen  der  complexen  Variabein  v  sind, 
der  Convergenz  der  durch  die  Substitution  f)  =  \gt  gewon- 
en  Reihe  wird  die  Existenz  der  ^'-Funktionen  gefolgert,  und 
werden  die  Punkte  bestimmt,  für  welche  t^(t?)  verschwindet. 
.  2  enthält  die  wichtigsten  Beziehungen  zwischen  den  Qua- 
raten  der  vier  i9'-Funktionen  und  die  Darstellung  des  Produktes 
(«  +  r) .  &hg  (m  —  «^)'    ^^  Art-  3  werden  die  elliptischen  Funk- 
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tioncn  sn^  cn,  dn  eingeftihrt  und  ihr  AdditioDStheorem  aufgest« 
Das  Folgende  (Art.  4  u.  5)  behandelt  die  Differentialgleiehun 
der  elliptischen  und  der  t9'-Funktionen  und  die  Darstellung 
elliptischen  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  du 
^'-Funktionen.  Die  Art.  6  u.  7  liefern  die  Entwickelung  in  < 
fach-unendliche  Produkte,  die  sich  leicht  in  die  Jacobi'sche  F< 
(Fundam.)  bringen  lassen.    Die  Constanten  &,&^^^&^^,&\^  v 

den  mit  Hülfe  der  DiflFerentialgleichung  —r\-^  =  — -j~  in  I 

duktform   dargestellt.     Im   folgenden  Artikel   wird   durch   l 
Wandlung  der  einfach-unendlichen  Produkte 

.    '2nx 
sm 

u.  ä. 


»/'•n 


COS-^^ ! — d. 

in  doppelt-unendliche  die  ^-Funktion  als  unbedingt  convergen 
zweifach-unendliches  Produkt  dargestellt: 

2m+l      ,  2mM-l    , 

Art  9  giebt  eine  zweifach -unendliche  Partialbruchreihe  Air 
reciproken  Werthe  der  Thetafunktionen ,  ferner  die  Darstellt 

von  ^  lg  Q(x)   und   endlich   die   der   elliptischen    Funküo 

durch  Partialbrüche. 

Stellt  man  jedes  einzelne  Glied  der  Partialbruchentwickeli 
durch  die  Fourier'sche  Reihe  dar,  so  erhält  man  die  Entwi( 
lung  der  elliptischen  Funktionen  und  der  reciproken  Wei 
der  Thetafunktionen  in  trigonometrische  Reihen  (Art.  10). 
folgenden  Artikel  (11 — 13)  behandeln  die  lineare  Transforma 
der  i?-- Funktionen,  ihre  Anwendung  zur  Ermittelung  der  Gr« 
werthe  der  t?*- Funktion  für  rein  imaginäre  Moduln,  und 
lineare  Transformation  der  elliptischen  Funktionen.  Die  ^-Ft 
tionen  hängen  zusammen  mit  einer  gewissen  Gattung  von  D 
rentialgleichungen,  in  denen 


Oapitel  2.    Besondore  Fanktiooen.  225 

igt  Der  Verfasser  beschränkt  sich  (Art.  14)  auf  die  Betrachtung 
der  linearen  Differentialgleichung 

(1  — a;)  ä  tf>{x)  -f  x(^q^—  1)  tf{x)  =  0, 
deren  Lösung  die  yerallgemeinerte  binomische  Reihe  ist,  woraus 
eine  Quelle  neuer  Darstellungen  der  iS*  -  Funktionen  fliesst  (vgl. 
Jacobi,  Grelle  XXXII;  Heine,  ib.  XXXIV,  285;  Thomae,  ib. 
LXX,  258).  Zum  Schluss  (Art.  15)  giebt  der  Verfasser  eine 
Znsammenstellung  der  verschiedenen  Darstellungen  der  in  der 
Theorie  der  Thetafunktioneu  vorkommenden  wichtigsten  Con- 
stanten.  M. 

F.Grube.     Ueber  zwei  bestimmte  Integrale.    Schiömiichz. 

XV.  464-466.  1870.. 

Der  Verfasser  erinnert  daran,  dass  d'Alembert  (,,Sur  les 
differentielles  r^ductibles  aux  arcs  des  sections  coniques".  Opusc. 
math.  VII.  1780),  mit  Hülfe  des  von  Euler  (Nov.  Comment.  Petr. 
VI.  1761)  gefundenen  Additionstheorems  ilir  die  elliptischen  In- 
tegrale zweiter  Gattung,  das  bestimmte  Integral 


/ 


Vi—»»' 


log(l— 7wj')rfa; 


auf  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung   mit  dem- 
selben Modul  n  zurückgeführt  habe.    In  Legendre's  Traitö  finden 
I    'rir  es  nicht,   auch  nicht  in  neueren  Werken  über  elliptische 
Funktionen.    Noch  einfacher  lässt  sich  das  Integral 

1  ^x 

log(l— wx') 


/ 


auf  ein  elliptisches  Integral  —  und  zwar  nur  erster  Gattung  — 
wirfiekftthren.    Herr  Grube  benutzt  dazu  die  bekannte  particu- 

lire  Lösung  a:=       ^       der  Euler'schen  DiflFerentialgleichung. 

y  1 — WM* 

(In  der  Arbeit  sind  irrthttmlich  Zähler  und  Nenner  des  x  ver- 
taseht)  M. 

W.  Walton.    A  demonstration  of  a  property  of  elliptic 

fonctions.      Quart.  J.  XL  177-178.  1870. 

Neuer  Beweis  der  durch  Lagrange's  geometrische  Deutung 

bekannten  Relation  

cos  il^ .  cos  f>  —  sin  i^ .  sin  ^  ]/l— c'  sin  'jt*  =  cos  ju, 

Ffttuchr.  d.  Math.  H.  1.  15 
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worin  fi  constant,  und  &  und  9  durch  die  Gleichung  F(c^d'') 

F(c^  (f)  =  F{c^  fi)   verbunden    sind.     Hier   wird   die  Differenti 

gleichung  -ra  +  -r^  =  0  umgewandelt  in 

Ar«-  dy'  =  c'  IQxdy^ydxy--  dy% 
wo  a;=:C08 19*.  CO89)  und  j/  =  Bini9'.8in  cf).  M. 

B.  MöLLMANN.     Die  geometrische  Bedeutung   des  Dif 

doß 
rentials  -7======.      Pr.  Rostock.  1869. 

yl— Ä'sm'rr 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  sehr  elementar  das  Dif 
rential  eines  Sectors  und  Bogens  des  Kreises,  der  Ellipse  u 
Hyperbel  (als  Funktion  der  von  den  Brennpunkten  gezogen 
radii  vectores).  Auf  das  elliptische  Differential  führt  erst  < 
Herleitung  des  Differentials  des  Sectors  einer  Kegelfläche.  A 
einem  beliebigen  Radius  yector  und  zwei  durch  den  Anfan 
punkt  der  Goordinaten  gehenden  festen  Linien  wird  eine  di 
seitige  Ecke  gebildet.  Das  gesuchte  Differential  wird  ds 
Funktion  der  beiden  auf  dem  Radius  vector  zusammenstossenc 
Seiten  (uj  v)  des  zugehörigen  sphärischen  Dreiecks.  Nun  w 
noch  die  Kegelfläche  der  Beschränkung  unterworfen,  dass 
der  Winkel  zwischen  u  und  v  constant  ist,  und  2)  die  Begr 
zungslinie  der  Kegelfläche  zugleich  auf  der  Fläche 

ix'+  y«)  (x'+  y'+  »')  =  Ä*  (const) 
liege.    Dann  ergiebt  sich 

.-,     «•  du  R'         de 


2|/l-A»8in'«      2|/l-Ä'8inV 
Um  sich  also  die  geometrische  Bedeutung  des  elliptiscl 
Differentials  klar  zu  machen,  muss  man  die  Fläche 

constmiren  und  über  einem  Winkel  eine  Kegelfläche  beschreib 
welche  einen  gegebenen  Winkel  fasst  M. 

A.  Enneper.     Bemerkungen  über  eine  Differentialgl 

chung   2*"  Ordnung.      Schlömilch  z.  XV.  56-64.  1870. 

Legendre  hat  durch  Differentiation  der  elliptisdien  Integr 
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!««•  und  2*"  Gattung,   x  =  F(<[p^K)  und  y  =  E(^(p,h),    nach  k  die 
beiden  Differentialgleichungen 

^       dky      ,     ,    ft  sin  o)  cos  (T 
dk  (l-Ä'sinVy 

hergeleitet   und  ihre  vollständigen  Integrale   ohne  weitere  De- 
duktion mitgetheilt  (Traitä  des  fonctions  elliptiques). 

Da   das    allgemeine   Integral    der    ersteren    Gleichung    die 
Fonn  x=PK+QIC  hat,  so  wendet  Hr.  Enneper  zur  Integration 
ie  Methode  von  Lagrange  an  und  findet 

(  •      nJ    (1— Ä  sin  ^<p)i         ) 

'  "i     Cl-*'8in'y)*       ' 

Hieraus  ergeben  sieb,  mit  Hülfe  der  bekannten  Qleichangen 

KE'+K'E-KK'=^ 


dk         dk"  2  kk''' 
iiiteressante  Relationen  zwischen  bestimmten  Integralen.    M. 

A.  Genocchi.     Rassegna  d'alcuni  scritti  relativi  all'  ad- 
dizione  degV    integrali  ellittici    ed   abeliani.     Boncom- 

pagni  Bull.  IH.  47-66.  1870. 

Bei  der  Zusammenstellung  der  verschiedenen  Methoden, 
ourch  welche  man  zu  dem  Additionstheorera  der  elliptischen  und 
übersehen  Funktionen  gelangt  ist,  beginnt  der  Verfasser  mit  der- 
jenigen Catalan's.   Catalan  hat  (BuU.  de  Belg.  (2)  XXVII.  146  bis 

lol.  1869  8.  p.  234)  die  Gleichung  ^      ^"  -^  ±  , ^^  — -  =  ^ 

yl— c'sin'w     yl— c'sm'c 

*^ich  die   Substitutionen   w  =  ^^,  ^  =  — p*'   cosi>=— j^, 
C08«=?Lll?  zurückgeführt   auf  eine  Differentialgleichung   von 

15* 
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Theorem  auBgesprochen  haben.  Zum  Schluss  giebt  der  Yc 
fasser  eine  Uebersicht  über  die  an  das  Theorem  sich  knüpfe 
den  geometrischen  Construktionen  von  Euler  (Nov.  Acta  Eni 
1757,  Nov.  Comm.  Petrop.  VI.),  Verfaulst  (Trait6  616m.  des  fonc 
eil.),  6.  Brinklei  (Trans,  of  Irish  Ac  IX.),  P.  Serret  (Des  la 
thodes  en  g6om6trie),  Chasles  (C.  R.  XVII.)  und  Küpper  (Bo 
chardt  J.  LXIII).  M. 

J.  Lieblein,  üeber  den  Zusammenhang  verschieden! 
Transformationsformeln  für  elliptische  Integrale  m 
einem  Problem  der  Geometrie.     Prag.  Abb.  (6)  iii.  i  -i 

1870. 

Es  ist  die  Curve  zu  finden,  auf  welcher  ein  gegebener  Kre 
(mit  dem  Radius  q)  ohne  zu  gleiten  rollen  muss,  wenn  ein  o: 
ihm  fest  verbundener  Punkt  (P)  seiner  Ebene  wieder  einen  Kre 
(mit  dem  Radius  R)  beschreiben  soll.  Bezeichnen  wir  mit 
den  Abstand  des  Punktes  P  vom  Mittelpunkt  C  des  Wälzung 
kreises,  und  nehmen  d<(>;  sind  ferner  r,  0  die  Coordinati 
eines  beliebigen  Punktes  M  der  Basis,  MP=u  und  tp  der  Centi 
Winkel  des  bereits  abgewälzten  Kreisbogens,  so  erhält  man: 

1)  Qdxp  =  de^r'+(^)\ 

2)  +r  =  R—eu  (e=+l,  für  die  beiden  der  Aufgabe  genüge 

den  Curven), 

3)  u*=Q'+d^+2dQeoBfff. 

Je  nachdem  man^nun  u  oder  yj  eliminirt^  ergeben  sich  hie 
aus  die  Gleichungen: 

5)    de^  ^  Q(Q+dcoüip)dxfj    __        ^ 

(Ä— c)V+  d*+2dQ  cos  %p)  yQ^+  d^+2dQ  cos  yi 

Die  verschiedenen  Beziehungen  zwischen  elliptischen   Int< 

gralen  ergeben  sich  nun,  wenn  man  die  4  Gleichungen,  in  welcl 

jede  der  beiden  letzten  Gleichungen  zerlegbar  ist,  integrirt  an 

die  4  ftar  eine  jede  der  beiden  Curven  resultirenden  Gleichunge 
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mit  eiiuiBder  verbindet.  Die  Substitution  muss  so  gemacht  wer- 
den, dasB  die  Amplituden  der  elliptischen  Integrale,  zu  welchen 
man  gelangt,  gleichzeitig  mit  6  wachsen.    Der  Verfasser  setzt 

^  ^     g  +  dsino 
je  nach  den  Zeichen  in  4\  und  je  nach  den  Zeichen  in  5) 

tg-^=^-— ^tgy  oder  cost//  =  1— 2  sin 'y; 

'  f  +  CiT*) 

Die  aus  4)  sich  ergebenden  0,,  0,,  0^,  0^  haben  dann  die  Form: 

und  zwischen  den  Parametern  w,,  n,,  «,,  n^  bestehen  die  Glei- 
chungen: 

13)  n,n,  =  n,n,=  k\  K+ l)(Wt+ l)  =  (n,+  l)(«4+ 0  =  1-^^ 
Aus  5)  erhält  man  für  die  40  folgende  Form: 


ÜL  +  c  C—-^— 


WO 


=  — — r.  fW«  =  Hl.  =  — K 


R* 


^9 


m,=m,=fc'  .^^"'"*-^ — ,  und  Cy,Dy  ähnliche 

Constanten.     Verbindet    man    nun    yj    und   d   durch    die    Re- 
lation : 

T/;      (l-/r)tgcy 

^^  2  -        ^d       ' 
nad  vergleicht  die  Werthe  für  die  Diflferenzen  von  je  2  dieser 
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E.  Catalan.    Sur  Taddition  des  fonctions  elliptiqnes  . 
premifere  espfece.     Bull,  do  Bcig.  (2)  xxvii.  145-160. 1869. 

Legendre  hat  zuerst  den  Zusammenhang  des  algebraisch 
Integrals  der  Euler'schen  Differentialgleichung  mit  der  Fund 
mentalformel  der  sphärischen  Trigonometrie  bemerkt  (Trait6  d 
fonctions  elliptiques.  1.  21).  Herr  Catalan  giebt  eine  ande 
geometrische  Interpretation  dieses  Integrals.  Die  Differentia 
gleicbung  du  ,  do 

y  1 — c'  sin  'm     V 1  — c'  sin  'o 
geht  nämlich  durch  die  Substitutionen  ti=     j"^,  t)=~^  ui 
COS  d"  ==  -T-^,  cos  w  =  ^—r-  über  in  die  Gleichung 

(*•-  c'a;')dy»+  2c'xydxdy  -  (b'k'+  c'y')dx'  =  0, 
deren  Integral  ist  y  =  mx+ — ym^—b^,   wo  m  eine  willkttrlic 
Gonstante  bezeichnet.    Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Seht 

LS 

von  Geraden,  deren  Umhüllende  die  Hyperbel  y'— 6'a:'=: 5 

k  bk  ^ 

ist.    Durch  die  Substitution  x  = ,  1/  =  —  tgcp  wird  m; 

wenn  man  u  und  v  wieder  einführt  und  fi  durch  die  Gleichu 

tff  CD  =r bestimmt,  auf  die  Fundamentalformel  der  sp 

°  ^  C  cos  fi  '  '^ 

rischen  Trigonometrie  geführt.    (S.  S.  227.)  M. 

F.  J.  RiCHELOT.      Die    Landen'sche    Transformation 
ihrer  Anwendung   auf  die  Entwickelung    der  ellip 
sehen    Funktionen.      Aus    einer    Correspondenz    n 
Herrn  Prof.  Schröter.     Königsberg  1868^. 

In  seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen  hat  Hc 
Richelot  aus  der  Landen'schen  Transformation  die  Entwickeln! 
der  elliptischen  Funktionen  in  unendliche  Produkte  hergeleit 
und  seine  Methode  ist  von  H.  Duröge  (Theorie  der  elliptisch 
Funktionen.  Leipzig  1861)  veröffentlicht  worden.  Duroh  i 
Schreiben  des  Herrn  Prof.  Schröter  wird  Herr  Bichelot  ven 

^  Da  durch  ein  Yersehen  diese  Arbeit  im  vorigen  Baude  nicht  berfi 
sichtig  wordeo  ist,  so  fügen  wir  das  Beferat  darüber  hier  nacbtr&glioh  1 
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lasst,  nun  auch  die  Anwendung  der  Landen'schen  Transformation 
auf  die  Entwickelung  der  elliptischen  Funktionen  in  unendliche 
Reihen  mitzutheilen ,  wie  er  sie  bereits  vor  Jahren  ebenfalls  in 
seinen  Vorlesungen  vorgetragen  hat.  Zunächst  wird  aus  einer 
älteren  Vorlesung  mitgetheilt,  auf  welche  Weise  die  Landen'sche 
Transformationsformel  sin  (2<)p'— (/))  =  *  sin  9,  wenn  sie  in  die 
elliptische  Funktionsgleichung 

sn  (u,  /r)  =  ^ .  sn  (^  u,  w)  •  sn  (^u+K^,k), 

IC       K'     l-\-k     *  '  * 

wo  ]?*'  =  2ff~"T~'  tibergeflihrt  ist,  wiederholt  angewendet  die 

Entwickelung  von  sin  am  u  in  ein  unendliches  Produkt  liefert, 
aus  dem  dann  auch  die  Entwickelungen  von  cos  am  m  und  Jamti 
folgen.  In  einer  späteren  Vorlesung  wird  die  Entwickelung  in 
unendliche  Reihen  für  jede  der  3  Funktionen  einzeln  durchge- 
ftbrt  Aus  den  3  zur  Landen'schen  Transformation  gehörigen 
Formeln:  .  ^.  ,  ,,.  sinrx'-cosnp' 

l-(l+ft',)8inV 

^'^'^'*^- J(^') ' 

^on  denen  die  beiden  letzten  eine  Folge  der  ersteren  sind,  er- 
geben sich  leicht  die  analogen  in  Form  elliptischer  Funktionen, 
^i  aus  ihnen  kann  man  direkt  die  Zerlegung  der  6  Funktionen 

*^tt,  cni«,  dn«,  ,  ,  :; —  und  ihrer  Reciproken  in  stets 

'  sn  M  sn  II   dn  11  *^ 

^Overgente  Reihen  von  Partialbrüchen  herleiten.  — 

Das  mitgetheilte  Antwortschreiben  des  Herrn  Schröter  ent- 
*^t  die  Reihenentwickelung,  wie  er  sie  direct  aus  der  Gauss'- 
^hen  Transformation  (S.  determinatio  attractionis) : 

2  sin  <)Po 

''°'^~l+Vr(T--Ä.)sinV„ 
K^wonnen.    Mit  Hülfe  derselben  lässt  sich  nämlich 

2K  1 

n  '      f2Kx  ,\ 

">  die  Summe  zweier  ähnlichen  Funktionen  mit  kleinerem  Modul 
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Im  Folgenden  giebt  Herr  Richelot  aus  einer  Vorlesung  v(^ 
Jahre  1860  die  Benutzung  der  Landen'schen  Transformation 
Entwiekelung  der  2'*^"  Gattung  und  der  aus  ihr  folgenden  Trai.:i 
cendenten.     Er  fuhrt  das  durch  die  Gleichungen 

,       cos  Gp'  ,     k\  sin  rp' 

definirte  Argument   \p'    in  die  Landen'sche  Transformation    ^^in 
und  gelangt  zu  den  Gleichungen 

Asinv  =  i^(Z(r^',/r')  +  Z(v;',ÄOK 

die  dann  in  elliptische  Funktionsgleichungen  tibergeftthrt  werden- 
Ausser  der  Gauss'schen  Transformation  giebt  es  noch  4 
andere  Transformationen  der  2*'"  Ordnung,  welche  gleichf»!!« 
die  Entwiekelung  der  12  elliptischen  Grundfunktionen  liefe »"fl* 
Die  6  Transformationen  entstehen  aus  jeder  unter  ihnen  dur^jh 
die  sogenannten  6  Grundtransformationen,  bei  denen  beide  A^' 
gumente  von  Null  anfangen.  Dies  macht  der  Verfasser  dadurch 
deutlich,  dass  er  sämmtliche  Formeln  der  Gauss'schen  TranS" 
formation  aus  der  Landen'schen  ableitet.  Sämmtliche  Entwiek^' 
langen  gewinnt  man  aber  weit  einfacher  und  natürlicher  durcli 
geeignete  Aenderungen  des  Argumentes  der  ganzen  Integr^^' 
werthe  und  der  daraus  folgenden,  der  Grösse  q  entspreohendeo* 
Zu  dem  Zwecke  hat  Herr  Eichelot  eine  vollständige  Tafel  der 
6  Grundfunktionen  entworfen.  Sie  bestätigt  gleichsam  die  von 
Jacobi  in  seiner  ersten  Vorlesung  über  elliptische  Funktion^^ 
vom  Jahre  1829  angedeutete  Klasseneintheilung.  — 

Die  „Anmerkung"  enthält  eine  freie  Wiedergabe  der  A-^' 
handlung  von  Landen  in  den  Philos.  Transact.  1775,  p.  283,  '^^^ 
seine  Transformation  zuerst  veröflfentlicht  ist,  mit  einer  Eeü^® 
daran  sich  knüpfender  geometrischer  Betrachtungen.         M. 

L.  Königsberg  ER.      Algebraische    Untersuchungen    a^^^ 
der  Theorie    der  elliptisciicn   Funktionen.     Borchardfc   ^^ 

LXXIL  176-254.  1870. 

Nach  denselben  Principieni   nach  welchem  der  Herr  V^^' 
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in  Beinern  Werke  ^Die  Transformation,  die  Multiplikation 
und  die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Funktionen.   Leipzig 
1868"  (s.Fortschr.d.MJ.p.  134)  die  Theorie  der  Modulargleichungen 
entwickelt  hat,  führt  er  hier  die  allgemeine  Theorie  zweier  anderen, 
für  zahlentheoretische  und  algebraische  Untersuchungen  wichtigen 
Gattungen  von  Gleichungen  durch,  auf  deren  Analogie  mit  den  Mo- 
dulargleichungen zuerst  Joubert  („Sur  diverses  ^quations  analogues 
aux  äquations  modulaires  dans  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques*'. 
C.  E.  XLVII.)  aufmerksam  gemacht  hat.    Es  sind. dies  die  Glei- 
chungen für  das  Produkt  des  transformirten  Moduls  in  dessen 
complementären  und  die   ftlr  die  Multiplicatoren  der  Transfor- 
mation.   Joubert  hat  (1.  c.)  für  beide  Gleichungen  zwei  Eigen- 
schaften mitgetheilt,  die  sich  auf  die  YertauschuDg  des  Integral- 
moduls  beziehen,   und  hat  die  Formen  für  die  Transformation 
S**"",  5**"  und  7'^"  Grades  aufgestellt.    Hermite  hat  in  seiner  Ar- 
beit „Sur  la  r6solution  de  Tequation   du  quatriöme  degr6"  diese 
Formen  für  die  Transformation   3'*"  Grades  zur  Auflösung  der 
(Gleichungen  4***"  Grades  mit  Hülfe  der  elliptischen  Funktionen 
benutzt.     Der  erste  Abschnitt   der  vorliegenden  Arbeit  enthält 
eine  ZusammenstelluDg   der   Transformationsformeln    für   einen 
unpaaren  Transformationsgrad.    Der  Gang,  welchen  Herr  Königs- 
Wger  in  dem  zweiten  und  dritten  Abschnitt  befolgt,  ist  ganz 
•Balog  demjenigen,   den  er  in   dem  citirten  Werke   über   die 
l^nsfonnation  eingeschlagen  hat.    So  wird  zuerst  die  Existenz 

4  4 

eijier  Gleichung  (n+1)'«"  Grades  zwischen  ]^^  und  i/cc,    ftlr 
•eine  Transformation  vom  Primzahlengrade  nachgewiesen,  darauf 
die  einer  solchen  Gleichung  für  einen  ungraden  Transformations- 
S^  ohne  quadratischen  Faktor.    Ihr  folgt  die  Bestimmung  des 
loteten  Gliedes  in  dieser  Gleichung,  die  Eigenschaft  der  letzte- 
^n  hinsichtlich  der  Vertauschung  beider  Moduln,  ihre  Irreduk- 
^bUität  und  die  linearen  Transformationen,   welche  auf  beide 
Argnmente  gleichzeitig  ausgeübt  werden  können.    Den  Schluss 
Wldet  die  wirkliche  Entwickelung  der  Gleichung  für  einen  be- 
hebigen   unpaaren    Transformationsgrad     ohne    quadratischen 
^heiler.    Die  Theorie  der  Gleichungen,  welche  zwischen  dem 
^i^ltiplikator  M  und  dem  Integralmodul  des  zu  transformirenden 
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Integrals  bestehen,  wird  im  dritten  Abschnitt  ganz  analog  durch- 
geführt.  M. 

L.  Königsberger.     Die  linearen   Transformationen   der 
Hermite'schen  y-Funktionen.     ciebsch  Ann.  m.  i-io.  1870. 

L.  ScHLÄFLi.     Beweis  der  Hermite'schen  Verwandlungs- 
tafeln für  die  elliptischen  Modularfunktionen.    Borchardi 

J.  LXXII.  360-369.  1870. 

Bezeichnet  k^  den  Modul  eines  elliptischen  Integrals,  k'*  seic 
Gomplement  und  (o  den  Modul  der  zugehörigen  i?*- Funktion,  s^ 

4         4 

lassen  sich,  wie  Jacobi  (fundamenta  p.  89)  gezeigt  hat,  }^  }/S 


11 


i/kk!  durch  q==e^'*^  darstellen  in  der  Form: 


Hermite  hat  diese  drei  Grössen,  als  Funktionen  von  (o  b< 
trachtet,  bezeichnet  mit  resp.  ^(a>),  V(^),  xC^)  ^^d  ihre  Bedeo 
tung  für  zahlentheoretische  und  algebraische  Untersuchungen 
dargelegt.  In  seinem  Werke  „Sur  la  th^orie  des  öquations  mo- 
dulaires  et  la  rösolution  de  T^quation  du  cinqui^me  degrö.  18ö9"] 
p.  4  und  15,  giebt  er  —  ohne  Beweis  —  zwei  Tabellen  für  di^ 
Werthe,  welche  die  Funktionen  9/((ü)  und  ;^(io)  bei  lineare! 
Transformation  der  elliptischen  Funktion  annehmen.  Später  ha^ 
Herr  Königsberger  (Die  Transformation  etc.  1868,  p.  34)  4  Res^ 
lationen  zwischen  den  (p  und  xp  bewiesen,  aus  denen,  wie  e" 
dort  sagt,  die  erste  Hermite'sche  Tabelle  sich  ableiten  lässt. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  führt  er  den  Beweis  für  dies«' 
Tabelle  genauer  durch.    Dieser  Beweis  beruht  auf  dem  Satz^ 


dass  jede  Transformation 


«0«! 


arer  Transformationen   auf   die  einfachste  Transformation 


durch  Anwendung  einfacher  lin^ 

IC 

zurückgeführt  werden  kann,  was  in  anderer  Form  bereits  yop 
Herrn  Kronecker  (Berl.  Monatsber.  1860)  ausgesprochen  word0 
ist.    Die  Richtigkeit  der  Hermite'schen  Formeln  wird  zunäch.^ 

für  den  Fall  bewiesen,  dass  sich  -^  in  einen  Kettenbrucb  tc 
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oor  drei  Elementen  entwickeln  lässt,  und  das  Resultat  auf  be- 
liebige Werthe  von  a^  und  a,  durch  den  Schluss  von  n  auf 
n~|-l  ausgedehnt. 

Herr  Schläfli   giebt   einen   Beweis   für  beide  Hermite'sche 

aß 

rd 

der  &'  von  einem  zwischen  0  und  1  liegenden  Punkte  nach 
einer  Anzahl  von  Umläufen  um  0  und  1  in  denselben  Werth  zu- 
rückkehrt, Yon  den  fünf  übrigen  Gattungen,  indem  er  eine  Ketten* 
bmchentwiekelung  anwendet,  wo  alle  Theilnenner  a,,&j,a,,&j, 
•••o«,  6»  gerade,  positive  oder  negative,  Zahlen  sind.  Eine  solche 
ist  immer  möglich,  wenn  Zähler  und  Nenner  der  zu  entwickelnden 


Tafeln.    Er  trennt  die  Hauptgattung  der  Substitutionen 


m 


Rationalzahl  -^  incongruent  mod.  2  sind.    Die  Summen  a^-\-a^+ 

P 

•••a»  und  6, +  &t +•*•*»•  werden  mod.  16  durch  a, /S,  y,  <?  so  dar- 
gestellt, dass  sie  bei  Verwandlung  dieser  Substitutionselemente 
in  die  entgegengesetzten  ungeändert  bleiben.  Die  transformirten 
fPj  yfy  X  ergeben  sich  dann  mit  Hülfe  dreier  Relationen ,  welche 
in  Hermite'scher  Bezeichnungs weise  (Herr  Schläfli  hat  fp  und  x 
vertauscht),  also  lauten: 

wo  -g-  =  logg,  _  =  log£. 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  Relationen  zwischen  ;f(«u) 
^^iid  ;if (nöi) ,  welche  für  «^1  oder  2  mod.  3  einfacher  sind  als 
^«  entsprechenden  zwischen  y(cü)  und  (f^ncoi).  M. 

*-••  Kiepert.    De  curvis  quarum  arcus  integralibus  ellip- 
ticdß  primi  generis  exprimuntur.     Dies,  inaug.  Berlin.  1870. 

Das  Problem  „Alle  Curven  zu  finden,  deren  Bogen  sich  — 

''rte  die  der  Lemniscate    —   durch   elliptische  Integrale  erster 

^ttung   ausdrücken  lassen,   welche  also   die  Eigenschaft   der 

Kreisbogen  besitzen,  dass  sie  addirt,  subtrahirt,  multiplicirt  und 

^ividirt  werden  können'*,  hat  vielfach  das  Interesse  der  Mathe- 

^natiker  erregt.  Legendre  (Traitö  des  fonctions  clliptiques.  IL  590) 

fend  eine  Curve  sechster  Ordnung,  deren  Bogen  sich  darstellen 
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liess  als  Summe  eines  elliptischen  und  eines  AbeFschen  Inf 
grals  erster  Gattung.  Gudermann  und  Boberts  fanden  ei 
Gattung  sphärischer  Kegelschnitte,  welche  die  im  Problem  | 
forderte  Eigenschaft  besassen.  Des  Ersteren  Arbeiten  sind  nie 
vcröfifentlicht,  die  des  Letzteren  siehe  Liouville  J.  (2)  IX.  IE 
X.  297,  VIII.  263.  Serret  wies  nach,  dass  die  Anzahl  solcl 
Curven  schon  in  der  Ebene  eine  unendliche  sei  (Liouville  J.  { 
X.  256-295).  Doch  ist  es  bis  jetzt  weder  ihm  noch  einem  Andc 
gelungen,  das  besagte  Problem  allgemein  zu  lösen.  Herr  Kiep< 
gelangt  in  der  yorliegenden  Arbeit  zu  einer  Verallgemeinern 
der  von  Serret  gefundenen  Curven,  indem  er  specielle  F& 
derjenigen  Form  untersucht,  in  welcher  Herr  ViTeierstrass  i 
seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen)  alle  doppe 
periodischen  Funktionen  durch  die  von  ihm  eingeführte  (y-Funkti 
darstellt.  Definirt  man  nämlich  eine  Funktion  p(u)  durch  d 
Gleichung 

("Ir)  ^  '^P^^y~'^^  -^^"^  ""*»'  t**  =  ^'  ^W  =  «>]. 

worin  9,,  ^3  die  Invarianten  der  allgemeinen  biquadratiscb 
Form  sind,  und  führt  die  Funktion  a(u)  durch  die  Gleichung 

ein,  so  ist  jene  allgemeine  Form  jeder  doppeltperiodiscb 
Funktion: 

C  +  2:y  ci,y  ^log  a(u-'a,^  +  ^y02^y  — log  a(u'-'a^)  +  '" 

mit  der  Bedingung:  Ci,i  +  C2,iH |-Cr,i=0.    Die  Eigenschaf 

der  Funktion  a  und  ihrer  logarithmischen  Ableitung  geben  X. 
das  Mittel  an  die  Hand,  aus  den  vom  Verfasser  zunächst 
trachteten  Beispielen: 

.  .      dx  +  idy      ;,         £?»'+»  ,        ^  .   , 
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und 

WO  2w  und  2(0  die  Perioden  der  Funktion  <t(m)  sind,  Gleichungen 
zar  Bestimmung  der  Constanten  zu  gewinnen.  Durchgef&hrt 
wird  nur  das  letztere  Beispiel  für  den  Fall  »w  =  n  =  I,  der  die 
Curve  6*"  Grades:  _ 

4       4        32     .  ,  ,    ,^,  ,  27-, .  ,  ,    ,.     243|/3'-, 

liefert,  worin  e,  eine  beliebige  positive  Zahl  ist.  —  Ein  ferneres 
Beispiel  liefert  die  Curye 

,  .      dx  +  idy       /     ,  2co     2a;\  ,       /       2w\  ,    ,  /     ,  2(J\ 

Wo  f  primitive  Wurzel  der  Gleichung  as''  =  1 .  — 

In  dem  zweiten  Theile  der  Arbeit  weist  der  Verfasser  an 
dem  Beispiel  der  Lemniscate  nach,  dass  alle  ebenen  Curven  der 
ini  Problem  verlangten  Eigenschaft  nur  specielle  Fälle  von 
Curven  doppelter  Krümmung  sind.  Ihre  Bogen  lassen  sich  — 
^e  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Funktionen  lehrt  — 
'ölt  Hülfe  von  Lineal  und  Cirkel  theilen.  M. 

^  ScHERiKG.    Mittheilung  über  den  III.  Band  von  Gauss' 

Werken.      Clebsch  Ann.  I.  139-140.  1869. 

Einigen  Bemerkungen  über  den  Inhalt  des  III.  Bandes  von 
^^uss'  Werken  folgt  eine  Notiz  über  die  Dreitheilung  der  Jacobi*- 
*^Vien  Funktionen.    Der  Herr  Verfasser  hat  nämlich  aus  den  von 
^^üss  und  Jacobi  gefundenen  algebraischen  Gleichungen  zwischen . 
^C«,?),  ö,(0,g),  ^3(0,  q)  und  0(0,  g»),  6,(0,  ^Q,  g,(0,  g»)  die  Re-  . 

•^  0,(0,  g)     J  ö(ü,g)  "^r  ö.(0,g) 
^^^d  andere  ähnliche  hergeleitet.  M. 

T^B.  NoTH.    Ueber  die  mit  Hülfe  der  Jacobi'schen  Funk- 
tion   zu    behandelnden    Fälle    der    Centralbewegung. 

Jena  1869. 

Siehe  Abschnitt  X.  Gap.  4. 

i  Foruchr.  d.  Math.  II.    1.  16 
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K.  Seegers.     Zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen. 

Pr.  Insterbarg  1869. 


E.  V.  Bonsdorf,    Den  geometriska  theorie  för  comple: 
funktioner.     (Theorie  gdom^trique  des  fonctions  couk  — 
plexes,  appliqu^e  k  Tintdgrale  elliptique  du  premi^x 

ordre.)      Dies.  HelaiDgfors  1870. 

M.  EoBERTS.     Sur  les  fonetions  ab^iennes.     Brioschi  Axtn. 

(2)  IIL  70-80.  1869. 

Es  handelt  sich  darum  uach  Jacobi's  Methode  (Grelle  XXI Y. 
28)    Relationen    zwischen    AbePschen  Funktionen   S*"*"  Gatttuag 
herzuleiten.    Hat  man  zwischen  den  m-^l  Yariabeln  x^,x^J...^Dm    k 
und  t  das  System  von  Differentialgleichungen:  q 


i 


dx^  =o,j;^=o,...iE;%^^=o,^?l=^^ 


■3( 


v=i..«|//(a;0  iKxy)  ]^f^  ifixy^ 

worin  f(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  (2m— !)*<""  Grades  ist, 

80  ist  1^ 

dx 

(1  +  nxy)  }//X^ 
das  Differential  einer  logarithmischen  oder  Kreisfunktion  von  <• 
Diese  Funktion  stellt  der  Verfasser   für  die  AbeFschen  Funl^' 

tionen,  in  denen  m=3und/lCa?)=<i~ir)(l-*«a;Xl-&'*a?X*--*"*^^ 
ist,  wirklich  her.    Geht  f(x)  durch  die  Substitution  aj  =  8in'«?'  i^ 
J(ß'')  über,  so  ergeben  sich  zwischen 
rd»    f%m'&d&    r^n^&d&     /'sin  '&d&    f        1  rfg; 

bemerkenswerthe  Relationen,  deren  einige  auch  ftlr  andere  WertJ^^ 
des  m  gelten.  M. 

Camille  Jordan.     Sur  les  dquations  de  la  division  A^^ 

fonetions   ab^liennes.      Clebsch  Ann.  I.  583-591.  1869. 

Diese  Abhandlung  bildet  einen  Abschnitt  aus  einem  de^^' 
nächst  erscheinenden  Werke  über  algebraische  Gleicbnng^^"* 
Ersetzt  man  p*  Grössen  mit  den  Indices  a?,  y  . . . . ,  die  von  0  K^^^^ 
p— 1  (p  Primzahl)  variiren  können,  durch  solche  mit  den  Indh^^®* 
aa?-ffcy...,  a'ir  +  fr'y+  ••  ^^<5-  (naod.  p),  so  erhält  man  eine  „Si^*-'^' 
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stitotion",  wenn  die  Determinante  aus  den  a,  6, . . .  a^  b',...  nicht 
durch  p  theilbar.  Die  Gesammtheit  dieser  Substitutionen  nennt 
Herr  Jordan  eine  „lineare  Gruppe  vom  Grade  p"".  Eine  „Abel'- 
Bcbe  Grappe"  bilden  diejenigen  Substitutionen  der  linearen 
Gruppe  vom  Grade  p" ,  welche  auf  die  2n  Variabein  a?, ,  y, , . . . 
^fif»;  iijVn-'-^njVr  zugleich  ausgeübt,  die  Funktion 

n 
1 

in  ^.Const.  verwandeln.  Herr  Jordan  untersucht  die  Eigen- 
Bchaften  dieser  Gruppen,  ihre  Zerlegung  resp.  Zusammensetzung 
und  ihre  Ordnung.  Die  Gleichungen  für  die  Theilung  der  Pe- 
rioden in  den  AbeVschen  Funktionen  haben  Gruppen  von  der 
betrachteten  Art  (Kronecker).  Dies  führt  zu  dem  Theorem:  „Die 
Losung  der  Gleichung,  welche  die  Theilung  der  Perioden  in  den 
2ii-fach  periodischen  Aberschen  Funktionen  giebt^  lässt  sich  zu- 
rilckftlhren  auf  die  Lösung  einer  Beihe  einfacher  Gleichungen, 
welche  sämmtlich  von  einer  Primzahlordnung  (also  Abersche 
ßleichungen)  sind,  eine  ausgenommen,  deren  Ordnung 

2 
^er  das  Doppelte  dieser  Zahl,  je  nachdem  p^2  ist".     M. 

*•  Casorati.    Le  relazioni  fondamentali  tra  i  moduli  di 
periodicitk   degli  "integrali    abeliani   di  prima  specie. 

BrioBchi  Ann.  (2)  HI.  1-26.  1869. 

Vorliegende  Arbeit  ist  eine  Umarbeitung  des  vierten  Ab- 
^^Inittes  (Periodicität)  in  dem  Werke  von  Clebsch  und  Gordan: 
>  Iheorie  der  Aberschen  Funktionen  (Leipzig  1866)".  Mit  Aus- 
^^hme  einiger  fjigenschaften  der  Verzweigungspunkte,  die  sich 
^^  Puiseux's  „Becherches  sur  les  fonctions  algöbriques"  ergeben, 
^^thalten  die  beiden  ersten  Abschnitte  vorliegender  Arbeit  die- 
^^Iben  Resultate,  welche  sich  in  §  22  und  §  25  der  „Theorie" 
^nden,  nur  muss  die  Reduktion  der  Periodicitätsmoduln  auf  2p 
^mt  dem  §  23  folgen.  Den  Inhalt  dieses  Paragraphen  und  eine 
^^«rrinfachte  Herleitung  der  Schluss  -  Resultate  des  §  24  enthält 
^«r  dritte  und  vierte  Abschnitt.  Ihm  folgt  der  übrige  Inhalt  des 
§  24  mit  den  Verbesserungen,   welche  dazu  fuhren,  die  voU- 

16* 
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Ständige  Reciprocität  zwischen  den  beiden  Klassen  von  Funda- 
mentalpunkten  in's  Lieht  zu  setzen.    Die  Vereinfachung  tritt  be- 
sonders im  Folgenden,  bei  Herleitung  der  Relationen  zwischen 
den  Periodicitätsmoduln   der  Integrale   erster   Gattung,   hervor^ 
Die  Endgleichung   (5)   §  26   £Aibi  =  £[Ai](bi)   wird   aus   de 

n 

Gleichung  (1)  2!yAyby  =  0  nicht  durch  drei,   sondern  nur  durri 

1 

zwei  Transformationen  gewonnen:   nämlich  erstens   durch  di 
welche  auch  in  der  „Theorie"  als  erste  benutzt  wird,  und  zwei- 
tens durch  die  analoge   in  Bezug  auf  die  Fundamentalpunkte 
der  2'®"  Art.    So  erspart  man  überdies  die  mühsame  Herleituog 
der  Form  der  gefundenen  Relationen  in  §  27.    Mit  den  obig'eii 
Vereinfachungen  wird  dann  das  Beispiel  des  §  28  (n  =  4,  p  =  3) 
auch  hier  durchgeführt.  M. 

J.  Thomae.     Beitrag   zur  Bestimmung  von  ^(0,0,...  0) 
durch  die  Klassenmoduln    algebraischer  Funktionen. 

Borchardt  J.  LXXI.  201-222.  1870. 

Riemann  hat  in  seiner  Abhandlung   über  AbeFsche  Funk- 
tionen (Borchardt  J.LIV.)  2p— 1  Verzweigungspunkte  eiper(2p-|-0'' 
fach   zusammenhängenden   Fläche  2\   welche  aber   eine  Ebea^ 
nur  2 fach  tiberall  bedeckt,   die  „Moduln  einer  Klasse''  gleielx^ 
verzweigter  Flächensysteme  oder  algebraischer  Funktionen,  welch 
wie  jene  verzweigt  sind,  genannt.    Die  vorliegende  Arbeit  steVP 
die  Constante  i*(0,  0 ...  0)  und  mehrere  andere  Constanten  ali 
Funktion  der  Verzweigungswerthe  der  Fläche  T,  also  als  Funk 
tion  der  Elassenmoduln  vollständig  dar.    Sie  ergänzt  die  Arbei 
des  Verfassers  (Borchardt  J.   LXVI.  92) ,   wo  d  log  *(0, 0 . . .  0)^ 
als  ein  Differential  der  Klassenmoduln  dargestellt  wird,  und  ein 
zweite  (Schlömilch  Z.  XI.  427),   worin   die  Integration 
Ausdrucks  für  p  =  2  ausgeführt  wird.  M. 

L.  Cremona.     Sugl'  integrali  a  difFerenziale   algebrice.-^ 

Mem.  di  Bologna  X.  1870. 

Die  vorliegende  analytisch  -  geometrische  Abhandlung  ist  io^ 
3  Theile  oder  Capitel  getheilt.  Im  ersten  Gapitel  (Beduktioii^ 
der  Abel'schen  Integrale  auf  3  Arten)  und  im  3**"  (Satz  voo^ 
Abel)  hat  der  Verfasser  das  in  den  beiden  ersten  Paragraphen^ 
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der  Theorie  der  AbeVschen  Funktionen  von  Clebsch  und  Qor- 
dao  Stehende  behandelt,  indem  er  dasselbe  in  einer  Form  er- 
klärt, die  der  geometrischen  Anschauung  bei  weitem  näher 
H^,  wodurch  er  in  einigen  Punkten  nennenswerthe  Verein- 
fachungen erreicht.  Der  2**  Theil  (Bildung  der  Integrale  2**'" 
oad  3'^'  Oatt4ing)  ist  seinem  Inhalte  nach  neu.  Der  Verfasser 
ladet  die  Form  der  normalen  Integrale  der  S'^""  Gattung  in 
anderer  Weise,  als  die  Herrn  Clebsch  und  Gordan  und  ent- 
nimmt daraus  als  speciellen  Fall  die  Integrale  2''''  Gattung, 
ohne  auf  die  algebraischen  Schwierigkeiten  zu  stossen,  die 
pag.  28  der  erwähnten  Arbeit  angedeutet  sind.         Jg.  (0.) 

A.  Clebsch.     lieber  die  Curveu,  für  welche  die  Klasse 
der    zugehörigen    Aberschen    Funktionen    /?  =  2    ist. 

Clebach  Ann.  I.  170-172.  1869. 

Eine  neue  Darstellung  der  Goordinaten  eines  Punktes  der 
Curve  4*®''  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  als  rationale  Funk- 

Honen  von  i  und  ]/L,  wo  L  eine  ganze  Funktion  6'*^"  Grades 
dö8  willkttrlichen  Parameters  A  ist.  (Vgl.  Clebsch  und  Gordan, 
Theorie  der  Aberschen  Funktionen,  §  21.)  M. 

*L  Wbber.    Ueber  das  Additionstheorem  der  Aberschen 

Funktionen.      Borchardt  J.  LXX.  198-211.  1869. 

Abel  hat  (Grelle  J.  IV.  260)  durch  Anwendung  des  nach 
lUm  genannten  Theorems  .  das  Additionsproblem   für  die   ellip- 
*^Bchen  Integrale  entwickelt,  und  Weierstrass  hat  (Borchardt  LII. 
^85)  dasselbe   auf  die    hyperelliptischen   Integrale   ausgedehnt 
^^d  die  Lösung  ebenfalls  in  iS*- Funktionen  gegeben.    Auf  ähn- 
^che  Weise  löst  Herr  Weber  das  Additionsproblem  für  die  all- 
gemeinen AbeVschen  Funktionen.    Er  legt  das  Abersche  Theorem 
^H  der  Form  zu  Grunde,  welche  Riemann  (Borchardt  J.  LIV.  137) 
^r  die  Integrale  erster  Gattung  aufgestellt  und  für  die  übrigen 
^^tegrale  angedeutet  hat,  und  leitet  unmittelbar  aus  Kiemann's 
*^ltatcn  Formeln  her,  welche  das  Umkehrproblem  in  der  Ja- 
^bi'schen  Fassung  lösen.    Es  sind  dieses  im  Wesentlichen  diß- 
^Ibea  Formeln,  welche  Clebsch  und  Gordan  (Theorie  der  Abel- 
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sehen  Funktionen.  Leipzig  1866.  Absehnitt  VI.)  auf  anderm  Weg< 
nämlich  durch  Vermittlung  yon  Integralen  S*"""  Gattung,  en* 
wickelt  haben.  Die  für  die  erste  Gattung  gewonnene  Lösun 
lässt  sich  mit  Hülfe  yon  iS*- Funktionen,  unter  Anwendung  d< 
Riemann'schen  Principien,  durch  die  unabhängigen  Variabel 
des  Umkehrproblems  darstellen.  Das  Additionsproblem  für  di 
2*^  und  die  3'**  Gattung  löst  der  Verfasser,  indem  er  gewiss 
Summen  von  Integralen  2*^*^  und  S'^""  Gattung,  betrachtet  als  Funl 
tionen  der  Integralsummen  V^'  Gattung,  als  Transcendenten  2 
und  3^*^  Gattung  einführt.  Die  sich  ergebenden  Additionsforme 
haben  grosse  Aehnlichkeit  mit  den  von  Jacobi  (Fundam.  noi 
§  ö4  und  55)  aufgestellten  Additionsformeln  für  die  elliptisch< 
Integrale  2'^*^  und  3*^'^  Gattung.  M. 

H.  Weber.    Zur  Theorie  der  Umkelirung  der  Aberschei 

Integrale.      Borchardt  J.  LXX.  314-345.  1869. 

Die  allgemeinen  Lösungen  des  Jacobi'schen  Umkehrproblem 
algebraischer  Integrale,  wie  sie  von  Clebsch  und  Gordan  (Theori 
der  AbeFschen  Funktionen)  und  Weber  (s.  die  vorige  Arbeit 
gegeben  worden  sind,  ermangeln  der  Einfachheit,  -  welche  ii 
von  Weierstrass  für  den  Fall,  wo  sich  die  Irrationalität  auf  ei3 
Quadratwurzel  beschränkt,  gegebene  Lösung  auszeichnet.    HeJ 

# 

Weber  hat  nun  gefunden,  dass  der  Grund  dafür  allerdings  i 
einer  charakteristischen  Eigenschaft  der  hyper elliptischen  Funb 
tionen  liegt,  sich  aber  zugleich  die  Aufgabe  gestellt,  auch  di 
allgemeine  Lösung  in  völlig  entwickelter  Gestalt  darzustellex 
Seine  Resultate  sind  in  der  vorliegenden  Arbeit  enthalten. 

M. 

A.  WiNCKLER.    Ueber  die  Eelationen  zwischen  den  voll 
ständigen  Aberschen  Integralen  verschiedener  Gattung 

Wien.  Der.  LXII.  49-124.  1870. 

In  dem  ersten  Theile  der  Arbeit  giebt  der  Verfasser  tu 
anderem  Wege  und  in  weiterem  Umfang  als  bisher  gescbehei 
Gleichungen  zwischen  linearen  Verbindungen  voÜBtändige 
Aberscher  Integrale  verschiedener  Gattung,  und  benutst  eift  Vei 
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ftbren,  das  ihm  bereits  in  einer  früheren  Arbeit  (Ueber  die  voll- 
sttndigen  AbeFBcben  Integrale.  Wien.  Ber.  LYIII.  967)  gedient, 
die  einfachsten  Jacobi'schen  Relationen  (Grelle  XIII.  55)  zwischen 
ganzen  Aberschen  Integralen  zu  beweisen  (vgl.  Fortschr.  d.  M.  I. 
137).  Die  Erweiterung  dieser  Relationen  besteht  einmal  darin, 
dass  der  Zähler  des  Bruches  unter  dem  Integral  von  beliebi- 
gem Grade  ist,  und  der  Nenner  ausser  der  Quadratwurzel  einer 
rationalen  Funktion  noch  einen  rationalen  Factor  enthält,  zwei- 
tens dasB  diese  Relationen  auch  den  Fall  umfassen,  wo  die 
Wuraelgrösse  im  Zähler  steht.  —  Der  zweite  Theil  der  Arbeit 
Im  die. Aufgabe,  die  bekannten  Gleichungen  zwischen  Pro- 
dukten vollständiger  Aberscher  Integrale  verschiedener  Gattung 
zu  erweitem.  Der  einzuschlagende  Weg  ist  analog  dem,  welchen 
Weierstrass  gewählt  hat,  um  zwei  aus  Aberschen  Integralen  zu- 
Bammengesetzte  Doppelintegrale  zu  ermitteln,  welche  seiner 
Theorie  der  Periodicitätsmoduln  zu  Grunde  liegen  (Braunsberger 
Pr.  1849).  Dieser  Weg  lässt  sich  auf  vielfache  Integrale  an- 
'^enden  durch  Bildung  der  von  Cayley  „Pfaffian"  genannten  und 
^on  Jacobi  bei  der  Darstellung  der  PfaflTschen  Integrationsme- 
ftode  benutzten  Summe  pc»,',3..2«')  von  1.3.5...(2m— 1)  Pro- 
^okten  aus  je  m  Faktoren  (Grelle  J.  XXIX.  237),  und  mittelst 
^es  ähnlichen  Ausdruckes  p(0(i,?,3...2m-i)^  ^je^  ^{^  ^^m  pfaff*- 

^hea  gewisse  Eigenschaften  gemein  hat.  Die  sich  ergebenden 
^lationen  zwischen  einer  Anzahl  von  Produkten  aus  2m  voll- 
'ttudigen  AbeFschen  Integralen  haben  die  Form 

oder  C;»!/^)" 
^^d  enthalten  u.  A.  als  speciellen  Fall  die  Gleichung 

(2;i)« 


i2M 


1.3.5...(2m— 1/ 


**€  von  Jacobi  (vgl.  Grelle  XIX.  312  und  Hädenkamp.  ib.  XXII. 
184)  gefunden  ist,  und  woraus  sich  für  m=l  die  Legendre'schen 
^«lationen  zwischen  den  vollständigen  elliptischen  Integralen 
^>^tor  und   zweiter  Gattung  ergeben.     Ebenso   liefern  unsere 
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Produktrelationen  eine  Verallgemeinerung  der  Formeln: 


/l. 


i^y-x. 


worin  X=(a;— aj(a;--a,)(^— a,),  welche  Lam6  (Liouville  J. 
167)  mittelst  elliptischer  Coordinaten  hergeleitet  hat.        M. 

L.  Fuchs.    Die  Periodicitätsmoduln  der  hyperelHptischi^sn 
Integrale  als  Funktionen  eines  Parameters  aufgefas  ^t 

Borchardt  J.  LXXI.  91-127.  1870. 

Diese   Abhandlung   steht  im   engsten  Zusammenhange   d^iit 
den  Arbeiten  desselben  Verfassers  aus  der  Theorie  der  lineair — ^en 
DiflFerentialgleichungen  (Bd.  66  u.  68  dieses  Journ.).    Währ^  oid 
dort  aus  der  Betrachtung  der  Dififerentialgleichungen  das  Ver- 
halten der  ihnen  genügenden  Integrale  in  der  Nähe  der  Unai^- 
tigkeitspunkte  dargelegt  wurde,  sollen  hier  die  Haupteigenschaffcen 
einer  Klasse  yon  bestimmten  Integralen,  unter  deren  Form  häufi^r 
die' Lösungen   der   linearen   Dififerentialgleichungen    erscheinen» 
aus  der  Integralform  selbst  namentlich  hinsichtlich  ihrer  Mehr*^ 
deutigkeit  hergeleitet  werden.    Beide  Untersuchungen  ergfinzea  -^ 
sich  insofern   wesentlich,   als  ihre   combinirten  Ergebnisse   das 
Mittel  darbieten,  die  bestimmten  Integrale  als  homogene  Funk- 
tionen der  Integrale  eines  der  vom  Verfasser  in  den  angeführten 
Abhandlungen   definirten  Fundamentalsysteme  der   betrefifenden 
DifiTerentialgleichung  wirklich  darzustellen. 

Insbesondere  werden  die  Periodicitätsmoduln  der  hyper- 
elliptischen Integrale,  als  Funktionen  eines  Parameters  aufgefasst, 
in  dieser  Weise  behandelt  und  die  linearen  Dififerentialgleichun- 
gen, denen  sie  genügen,  entwickelt. 

Die  Methode,  welche  sich,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  auf 
die  Periodicitätsmoduln  der  allgemeinen  Aberschen  Integrale 
anwenden  lässt*),  besteht  im  Wesentlichen  in  Folgendem: 

*)  Diese VerallgemeineraDg  ist  inzwischen  bereits  ansgefohrt  Bd.  72  d.  J. 
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Es  sei  «'  =  (p(x^  u)  eine  ganze  rationale  Fnnktion  von  x  und  u 
vom  Grade  n  in  Beziehung  auf  x^  und  a^  a, . . .  Hm  seien  die  Wurzeln 
der  Gleichung  tf(x^  ti)=0  fllr  x^  f(x)  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  X  und  u,  so  handelt  es  sich  um  die  Untersuchung  der  n—  1  In- 
tegrale /    f-^dx(ß=iy  2...11),  als  Funktionen  von  u,  deren  dop- 

pelte  Wertbe  die  Feriodicitätsmoduln  des  allgemeinen  Integrals 

/  ^^dx  in  der  zweiblättrigen  o:- Fläche  T  sind,  durch  welche 

ein  durch  die  Yerzweigungspunkte  a^  a, . . .  a«  hindurchgehender 
Schnitt  geführt  ist.    Da  nun  ausser  der  Funktion  $  unter  dem 
Integrale  die  Lage  der  Punkte  a^  selbst  mit  u  sich  ändert,  so 
bat  man  sich  ttber  die  ursprüngliche  a;-Fläche  T^ ,  die  der  Lage 
a^z=ajt  für  ti  =  tio  entspricht,  nach  einander  eine  Reihe  von  x- 
PlSchen  T  ausgebreitet  zu  denken,  die  den  folgenden  Werthen 
Von  u  der  Art  entsprechen,  dass  s  auf  einem  Punkte  in  T  den- 
jenigen Werth  erhält,  in  welchen  sein  ursprünglicher  Werth  auf 
dem  darunter  liegenden  Punkte  in  T^  durch  die  Aenderung  von 
*  nmgewandelt  ist.    Ftir  die  Continuität  dieser  Umwandlung  ist 
T|    ^    nothwendig,   dass   u   durch   keinen   der   singulären  Werthe 
^1  b^...by  hindurchgeht,  für  welche  mehrere  Wurzeln  a^  einander 
Sleich  werden. 

Ueber  die  Art,  wie  die  Schnittstrecken  zwischen  den  Ver- 

^'W'eigungspunkten  sich  von  T^  in  T  fortsetzen^  wird  folgender- 

i»i ^ggen  verfügt :  Gehen  a]al...ai  resp.  längs  der  Cur ven  A^Ä^...An 

^^   a^a^...an  ttber^  so  besteht  die  Schnittstrecke  a^a^+i  ^^  ^  &^ 

^^r  rückwärts  durchlaufenen  Curve  i4^  der  Strecke  a^a^+i  und 

^^r  direkt  durchlaufenen  Curve  il^+i,  geht  also  aus  dem  ent- 

^I^rechenden  Schnitt  in  T^  durch  blosses  Einschalten  der  Curven 

-^  hervor.    Für  den  Integrationsweg  wird  noch  festgesetzt,  dass 

'^^«lui  er  eine  Curve  Ä  längs  einer  Linie  überschreitet,  welche 

^^eier  Curve  vorangeht,   ein  Integrationsweg   einzuschalten  ist, 

^^eleher  den   nachfolgenden  Theil   der  letzteren   umgiebt.     Es 

"^«rden  nunmehr  folgende  Sätze  bewiesen: 

1)  Die  Feriodicitätsmoduln,  sowie  die  Ableitungen  derselben 
^r  Ordnungen  nach  u  sind  in  der  Umgebung  eines  jeden  von 


i*i- 
fe 


'& 
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den  risgalären  Werthen  6  verschiedenen  Werthes  von  u  eon 
nuirUch  und  eindeutig. 

2)  j-i  =  "ö"/  'Äi^'i  ^^  ^  ein  Periodicitätsmodul  zwisch 

f(x)  p 

a^  und  a^^  y=:^^-^  und  das  Zeichen  /     eine  Integration  Uli 

eine  geschlossene  Curve  bedeutet,  welche  den  Integrationsw 
von  ri  so  umgiebt,  dass  er  alle  übrigen  Yerzweigungspunk: 
durch  welche  17  nicht  hindurch  führt,  ausschliesst 

3)  Macht  u  einen  Umlauf  um  einen  der  Werthe  6,  so  geh 
die  Periodicitätsmoduln  in  lineare  homogene  Funktionen  r 
ganzzahligen  GoefGcienten  ihrer  ursprünglichen  Werthe  über. 

Dasselbe  gilt  im  Allgemeinen,  wenn  u  einen  Umlauf  1 
00  macht 

Die  Art  des  hierbei  einzuschlagenden  Verfahrens  wird 
dem  besonderen  Fall  erläutert,  wo 

y(aj,  11)  =  (a?— *, )  (ar— Ar, )  —  {x—u) 
ist,  und  es  werden  die  Belationen,  welche  bei  einem  Umlauf  v 
%   um    kl   zwischen    den    ursprünglichen    und   umgewandelt 
Werthen  der  17  bestehen,  vollständig  angegeben. 

Zur  UerleituDg  der  linearen  Differentialgleichung^  der  ci 
ri  genügen,  dient  folgende  Betrachtung: 

Die  Zahl   der  von  einander   linear  unabhängigen  n  sei 
und  die  zu  bildende  Differentialgleichung  laute: 

und  es  werde  gesetzt: 

''=ÄS+Ä-.^i+-  +  Ay,  y  ^e  oben  =^. 
Dann  folgt  aus  der  ersten  Gleichung,   dass  JYix  be 

Ueberschreiten  eines  der  Querschnitte,  welche  die  Fläche  T 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandeln,  ungeänd 
bleibt,   und,  flir  ein  grades  n,  für  a;=cx}  nicht  logarithmifi 

unendlich  wird.    Also  \9i  lYdx  eine  rationale  Funktion  von 

und  8  und  zwar,  wie  eine  leichte  Ueberlegang  zeigte  von  c 
Gestalt  ß.<,  wo  A  eine  rationale  Funktion  von  x  ist 
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Kan  tf giebt  aber  ein  von  Weierstrass  angegebenes  Redak* 
tionsyerfahren  fbr  jeden  Werth  von  l: 

w^o  die  Grössen  Si^6  und  die  Coefficienten  der  rationalen  Funk* 

tioiiX(x)  rationale  Funktionen  von  u  sind.    Also  ist  r=-p(Ä.«) 
von  der  nämlichen  Form: 

Es  erfordert  aber  die  Bedingung,  dass  F=-T-(ft.s),  wie  be- 

0*17 

wiesen  wird,  das  Bestehen  der  n—\  Gleichungen: 

fiü,ü  "=  0,  ftijü  =  0, . . .  fiii-2,0  =  0, 
welche  in  Beziehung  auf  die  ß  linear  und  homogen  sind.  Indem 
nun  die  ß  mit  höherem  Index  als  n— 1  gleich  Null  gesetzt 
werden,  resultiren  aus  diesen  Gleichungen  im  Allgemeinen  be- 
Btunmte  Werthe  für  die  Verhältnisse  der  Grössen  ß»^i,  /9».2, ... 
ßtißtj  wodurch  die  gesuchte  Differentialgleichung  für  die  Periodi- 
citätsmoduln  ti  hergestellt  ist,  und  sich  zugleich  ergiebt,  dass  die 
Ordnung  derselben  höchstens  =n— 1  ist.  Sie  ist  =p,  wenn  ß, 
die  erste  der  Grössen  ß^^i,  ß^^i . . .  ist,  durch  deren  Verschwinden 
obige  Gleichungen  mit  einander  unverträglich  werden. 

Die  singulären  Werthe  der  Differentialgleichung  sind  die 
Werthe  h  von  ii,  itir  welche  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 
9^(a;,ti)  =  0  einander  gleich  werden.  Aus  der  Integralform  fto 
^le  r^  wird  gezeigt,  dass  sie  mit  einer  bestimmten  Potenz  von 
^—6  mnltiplicirt  f&r  fi  =  &,  und  mit  einer  bestimmten  Potenz  von 

'^  multiplicirt  ftlr  t*  =  cx5  endlich  bleiben. 

Folglich  muss  die  Differentialgleichung  für  die  17,  wie  der 
Verfasser  in  der  Abb.  Bd.  66  d.  J.  nachgewiesen,  von  der  Form 

^cni,  dass,  wenn  p  ihre  Ordnungszahl  ist:   c^=  (g-'K  )^  ^^ 

^i(u)  eine    ganze  rationale  Funktion    von    u   höchstens    vom 
Gfade  A,  und  tp(u)  =  (u—b,^(u—b^),..(u—br). 

Eft  aeigt  sich  ferner,  dass  die  Exponenten ,  zu  welchen  die 


T^  _P  1    Ä^(x)  /l(a;)     1  cte 


254  ^^  Abschnitt    FanktioDeatheorie. 

lineare  Differentialgleichung  4*'^  Ordnung  fUr  die  Perioden  i 
fayperelliptischen  Integrale  V'  Ordnung  herzuleiten,  combii 
der  Verfasser  die  3  Differentialgleichungen: 

1    dK'       dE  \   dK       dW  \    dE       dP 

ftlr  die  vollständigen  hyperelliptischen  Integrale  1***'  und  2*'^'Gatta 

K=r^  w^T—  E=r'^  E^^r^^ 

mit  einer  4*^"  Differentialgleichung  von  der  Form: 

dK 

welche  durch  die  Zerlegung  des  R  in  eine  Summe  von  Potens 
von  (a?— p-),  aus 

gewonnen  wird.  Die  benutzte  Methode  lässt  sich  auch  anwend( 
zur  Herstellung  der  Differentialgleichung  ülr  die  Perioden  d 
hyperelliptischen  Funktionen  beliebiger  Ordnung.  M. 

L.  Königsberger.  Die  Modulargleichungen  der  hype 
elliptischen  Funktionen  erster  Ordnung  flir  die  Trau 
formation  dritten  Grades.     Clebsch  Ann.  I.  161-164.  1869. 

Umformung   der   sechs   (Borchardt  J.  LXVII.  98)   ftr   1 

Transformation  dritten  Grades  der  hyperelliptischen  Funktion 

erster  Ordnung  vom  Verfasser  gegebenen  Relationen  zwiscl 

den  für  die  Nullwerthe  der  Argumente  genommenen  tl^-Fui 

tionen  des  vorgelegten  und  denen  des  transformirten  hyperell 

tischen  Systemes   in  drei  andere,   die  Stelle   der  Modulargl 

chungen  vertretende  Relationen,  welche  nur  3  der  ^-Fanktioii 

des  vorgelegten   und  dieselben  3   des   transformirten  Systen 

enthalten.    Diese  3  Modulargleichungen  haben  eine  der  Modul: 

gleichung  dritter  Ordnung  für  die  elliptischen  Funktionen 

4 4 

analoge  Form,  M. 
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A  .  Q.BBSCH.    Zur  Theorie  der  binären  Formen  6**"  Grades 
und  zur  Dreitheilung  der  hyperelliptischen  Funktionen* 

Oottingen,  Dietrich  1869,  Clebsch  Ann.  II.  193-197.  1870. 

Siehe  Abschnitt  ü.  Gap.  2  p.  66. 
F.  Casorati.    SuUi  moduli  di  periodicitk  degli  integrali 

Abeliani.      Milano.  Bemardoni  1869. 

Carl  Neümann.     Ueber  die  Entwickelung  einer  Funk- 
tion   nach    Quadraten    und    Produkten    der    Fourier- 

Besserschen   Funktionen.      Leipz.  Ber.  1869.  221-256.    Leipzig 
1870. 

In  der  Schrift:  „Theorie  der  BesseVschen  Funktionen.  Leip- 
^^S  1867"  hat  Herr  Neumann  gezeigt,  dass  für  zwei  complexe 
Va.riable  x  und  y 

» 


y—x    »=o 

iBt,  sobald  mod.  a;<  mod.  y;  und  dass  jede  gegebene  Funktion 
fXj*\  welche  eindeutig  und  stelig  ist,  so  lange  mod.  z  kleiner  als 
eine  reelle  Constante  R  bleibt,  sich  darstellen  lässt  in  der  Form: 

0 

Wo 

^d  die  Integration  positiv  tlber  einen  um  »  =  0  mit  r<Ä  be- 
^tiiriebenen  Kreis  erstreckt  wird. 

Die   vorliegende  Untersuchung  wurde   angeregt   durch    die 

^^Q  Herrn  E.  Lommel  (Studien  über  die  BesseFschen  Funktionen. 

^ipzig  1868  p.  50  8.  Fortschr.d.M.I.p.  139)  ausgesprochene  Vermu- 

^Ung,  dass  für  eine  grade  Funktion  f{%)  auch  eine  Entwickelung 

^^lieh  sein  dürfte  nach  den  Quadraten  der  BesseVschen  Funk- 

^^Hen,  —  oder  wie  sie  Herr  Heine  (Borchardt  J.  LXIX.  128,  s.  Fort- 

^^^hr.  d.  M.  1. 146)  nennt,  Fourier-Besserschen  oder  Cyliuder-Funk- 

^^Uen.    Herr  Neumann  gelangt  zu  dem  Besultat:  dass  für  jede 

^^'ade  Funktion  /(»),  welche  eindeutig  und  stetig  ist,  so  lange 
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mod«»<A  bleibt,  eine  solche  nach  den  Quadraten  der  Foari 
Besserschen  Funktionen  fortschreitende  Entwickelung 

existirt,  welche  gdltig  ist  fttr  alle  der  Bedingung  mod.  s<A  c 
sprechenden  Werthe  von  s.  Die  allgemeine  Methode,  m 
welcher  der  Verfasser  die  Coeflßcienten  k^  einer  derartigen  E 
Wickelung  bestimmt,  beruht  auf  der  Entwickelung  des  Brucl 

-T s  nach   den   Funktionen  J^»)Ca?)   und  anderen  Funktioi 

.Q*Cy),  welche  definirt  sind  durch  die  Formel: 

W      s«  ^  2     »♦  ^3.4  »•  ^ 

1.2.3  4nV4»'— 2')(4n'-4')  , 

■■    I  I     •  ■  IUI  -I    ■    •  •  •  •  * 

4.5.6  »»  ^      ' 

es  ergiebt  sich 

Hieran  schliessen  sich  einige  Relationen  für  die  Quadrs 
der  Fourier-Besserschen  Funktionen  und  weitere  Untersuchung 

ttber  die  durch  Differentiation  der  fttr  -i -,  gefundenen  Sumn 

y    ^ 

woraus  dann  Sätze  fllr  die  Entwickelung  ungrad  er  Funktion 
folgen,  welche  den  oben  fUr  grade  Funktionen  hergeleitet 
ganz  analog  sind.  M. 

Hermite.     Sur  la  transcendante  E^.     Briosebi  Ann.  (2)  : 

83.  1869. 

Der  Verfasser  setzt  mit  Gauchj  die  Bessersche  Funktioo 

0 

und  findet  durch  die  Substitution  c^nsiny  für  ein  groflses 
den  Grenzwerth 

(e^o'^'.tg^y 
y  2n  n  cos  (f 
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R.    Most.     Ueber   die  Differentialquotienten  der  Kugel- 
funktionen.     Borchardt  J.  LXX.  163-168.  1869. 

Es  wird  gezeigt,  dass  auch  die  höheren  Ableitungen  der 
Kugelfunktionen  nach  Kugelfunktionen  entwickelt  werden  können. 
—  Die  ersten  Ableitungen  sind  von  Heine  und  Christoffel  in 
dieser  Weise  dargestellt.  Wy. 


H.  Hankbl.     Die  Cylinderfunktionen  erster  und  zweiter 

Art.      Clebsch  Aon.  I.  467-501.  1869. 

Heine  hat  (Fortschr.  d.  M.  I.  p.  146)  die  Fourier-Besser- 
schen  Funktionen  oder  Cylinderfunktionen  als  Grenzwerthe  von 
Kugelfunktionen  dargestellt.  Hankel  verweist  auf  Hansen  (Ab- 
handlnngen  der  Sächsischen  Gesellsch.  d.  W.  1855  p.  252),  welcher 

d.  i.  /»(x)  als  Grenzwerth  der  hypergeometrischen  Funktion  F 
für  unendlich  grosse  <o  und  (o'  ableitet,  was  zur  Yervollständi- 
gQQg  der  im  vorigen  Jahrgang  aufgeführten  Literatur  erwähnt 
^in  mag. 

Die  Abweichung  von  der  Continuität  der  Lösungen  der 
Gleichung 

^ws,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  J\x)  und  J^\x)  nicht  mehr 
2^ei  verschiedene  particuläre  Integrale  darstellen,  hebt  der  Ver- 
fasser dadurch,  dass  er  J\x)  als  erste  und 

lim .  (^i)"J"^"-^)(x)-J-^Ca:) 

^^  zweite  partikuläre  Lösung  nachweist,  wodurch  er  ausserdem 
^  <ier  Keihenentwickelung 

.■«=-(i)-'i:'^^(f)" 

'^^'^'gr»+,+"<'rü,+<)(|)''!'<)''^»+'-^')-'Kf+o| 

''•"»Chr.  d.  Math.  \i.  1.  11 
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f&r  die  zweite  Lösung  bei  ganzen  n  gelangt,  indem  er 

.  .       dlogr(x) 

setzt. 

Dann  entwickelt  er  nach  einem  rationellen  Princip  eine 
Reibe  von  Integralausdrlicken  flir  die  Cylinderfunktioneii;  bei 
denen  er  scharf  zwischen  den  verschiedenen  möglichen  Voraus- 
setzungen über  die  reellen  Theile  der  Complexen  x  und  n  unter- 
scheidet, leitet  aus  diesen  semiconvergente  Reihen  für  dieselben 
ab,  welche  grösstentheils  neu  sein  dürften,  und  giebt  einige  be- 
achtenswerthe  Winke  über  die  Natur  solcher  Reihen.      Wy. 


E.  LoMMEL.     Ueber    die   Anwendung    der    Bess ersehen 
Funktionen  in  der  Theorie  der  Beugung.     Schlomilch  z. 

XV.  141-169.  1870. 

Es  wird  die  praktische  Bedeutung  dieser  Funktionen  ftlr  die 
Untersuchung  der  Frauenhofer'schen  Beugungserscheinungen  in 
eleganter  Weise  illustrirt,  wobei  namentlich  die  Wichtigkeit  der 
Integralausdrucke  für  die  Funktionen  erster  Gattung  und  des 
Satzes  Über  die  Lage  der  Wurzeln  hervortritt.  Im  Anhange  be- 
finden sich  Tafeln,  welche  auch  für  andere  Zwecke  nutzbringend 
sein  dürften.  Das  Interesse  der  Arbeit  ist  wesentlich  ein  phy- 
sikalisches. Wy. 


E.  LoMMEL.     Integration  der  Gleichung 


^-"^ä^.+y^o 


durch  BesseVsche  Funktionen.     Clebsch  Ann.  li.   6^4-635. 

1870. 

Die  Gleichung  ist  von  Liouville  (J.  de  Töc.  pol.  1835)  durch 
dad  m-fache  Integral 


m 


y=z/dx^    2;    Cpe^V"", 
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und  von  Spitzer  (Studien  Ober  die  Integration  linearer  Differen- 
tialgleichongen.   Wien  1860)  durch 

integrirt  worden,  wobei  die  Cp  constant  und  die  Ap  die  Wurzeln 
der  Gleichung  il^'"+'  =  +  l  sind. 

Lommel  erhält,  indem  er  von  den  Differentialeigenschaften 
der  Besserschen  Funktionen  ausgeht,  fast  ohne  Rechnung  die 
Auflösung 

p=U 

wo   unter  den  a^  die  Wurzeln  der  Gleichung  «'"»+' =  qpt  yer- 
standen  werden. 

Aus  diesem  Ausdruck,  welcher  die  Wichtigkeit  der  J  mit 
gebrochenem  Parameter  illustrirt,  leitet  er  dann  noch  die  fol- 
genden ab,  welche  nur  aus  algebraischen  und  Exponentialfunk- 
tionen zusammengesetzt  sind: 

^Als  vollständiges  Integral  der  Gleichung 
hat  man  auch 

wo    €«**^^*  =  +t    ist;    während    das    vollständige    Integral   der 
Gleichung 

wenn  jetzt  a**+3  =  lf  t  bedeutet,  durch 

dargestellt  wird". 

Theils  um  diese  Transformation  zu  Stande  zu  bringen, 
theila  um  die  in  den  vorjährigen  (1868)  „Studien  etc."  aufge- 

17* 
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führten  Relationen  zwischen  den  J  zn  vermehren,  beweist  < 
Verfasser,  dass  die  Entwickelung: 

nicht  bloss  ftar  ganze  positive,  sondern  auch  für  ganze  negat 
m  gilt,  dass  für  jedes  ganze  m: 

^  y(2m+l--2ryl'  /(m+ l~r)"'-M*y    1 
n^^i^  r!  V  2'"-'-         /»"?— ^'^^ 

dass  für  jedes  r  und  jedes  ganze  Ar: 

lim  »[(7^(8))'+  (J^+"+'(s))']  =  -^  ••  •  (§  4); 

SO  wie  dass  stets: 

Am  Ende  der   Arbeit  wird  die  in  den  „Studien  etc."  j 
gebene  Auflösung 

y  =  x'^'''z\A^J^(^ii^x)^B^  r'"C2tl/^)],(a«=  ±1), 

der  Gleichung 

mit  denjenigen  Liouville's: 

"•"4  /*        I  ''=^'" 

und  Spitzeres: 

verglichen ,  um  daraus  bis  auf  die  Bestimmung  von  Constant 
abzuleiten^  dass  die  Integrale  und  die  Differentialquotienten  v« 


(§  5)  ist. 
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der  Ordnung  (»»+-0-J  von  Exponentialfunktionen   sich  durch 
BcBsersche  Funktionen  ausdrücken  lassen  müssen.         Wy. 

L.  ScHLÄFLi.    Einige  Bemerkungen  zu  Herrn  Neumann's 
Untersuchungen    über    die    BesseFschen    Funktionen. 

Clebsch  Ann.  m.  134-159   1870 

Da  die  BesseVschen  Funktionen  gegenwärtig  von  vielen 
Analysten  bearbeitet  werden,  so  ist  es  nicht  zu  verwundem,  dass 
Mehrere,  ohne  von  einander  zu  wissen^  deoselben  Ausgangspunkt 
wählen.  So  ist  hier  und  in  der  oben  besprochenen  Arbeit 
Hankel's  die  Ableitung  beider  Integrale  der  Besserschen  Glei- 
chuDg  dieselbe,  auch  wird  des  Werkes  von  Lommel  i;us  dem 
Jabre  1868  nicht  erwähnt,  obgleich  beide  Autoren  durch  Erwei- 
terung des  Parameters  a  in  J*\x)  auf  gebrochene  Werthe  von 
der  ursprünglichen  Betrachtungsweise  abweichen. 

Der  Satz  H.  Neumann's,  dass 

'8t,  erfuhrt  hier  die  Ei  Weiterung: 

{x + yy  Fda,  (x  +  y)')  =  Is^x^'-FCa--^  n,  x') . y" F(n,  y'). 


«= 


wobei 

2u  nehmen  ist. 

Für  die  Neumann'sche  Funktion  0*,  deren  Differentialglei- 
chung unter  Voraussetzung  eines  graden  oder  ungraden  n  bei 
ilirem  Erfinder  verschieden  lautet,  wird  die  CoUectivform  an- 
gegeben: 

*  •-^^+3x—^-^  +  (^x'-n'+  l)0"Ca;)  =a; cos  -^  +n sm -^; 
68  wird 

^iögeführt,  und  der  Satz 


lr=-' 


« 


262  ^n.  Abschnitt    FanktioneDtbeorie. 

durch  den  folgenden  erweitert: 

p=— 00 

wo  a  eine  ganze  positive  Zahl,  und 

2  /  • 

S^(a;)  =— (^a;0"(a?)  —  cos  - 

bedeutet. 

Dann  wird  die  Gleichung 


2"/ 


71 


2     /*2 
F(o,a;) .  F(b,x)=  —J  (2  cos  9)"+^  cos  [(a— 6)ff  ] .  F(a+6,4a;  cos  »rf 

abgeleitet,  welche  eine  von  H.  Neuroann  ausgeführte  DarstelluD; 
von  \J\o[')Y  in  sich  enthält,  und  die  Funktion  F  aus  vier  Theilei 
y:»=logx.J'*-fG»  +  jy"  +  £''  zusammengesetzt,  die  einzeln  be 
stimmt  werden. 

Im  Nachtrage  zeigt  der  Verfasser^  wie  seine  in  Brioscl 
Ann.  I.  (s.  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  112)  gegebene  Formel 

r  ^  N       1    /*'*    ,rt     .              N  j        sin  a;i  /•*,    . 
J»{x)  =  —  /  cos  (2a?  sin  y—  atf)  d(f /  e"^^  ""  v-o9dg> 

einfacher  bewiesen  werden  könne,  als  dort  geschehen  ist. 

Wy. 

C.  Neumann.   Ueber  Produkte  und  Quadrate  der  Bessel 
sehen  Funktionen.     Clebsch  Ann.  11.  192.  1870. 

Eine  kurze  NotiZ;  in  welcher  angegeben  wird,  dass 

(y'-x'r'  JZ  In  Sl\y)  \J\xJY 

entwickelt  werden  kann,  wobei  moda?<moQy,  *o=l,  «,==£,=£,=- 
=  2  bedeutet,  und  iß^Cy)  eine  ganze  rationale  Funktion  (n  +  1^ 
Qrades  von  y"^  darstellt. 

Wie  aus  dieser  Gleichung  die  Entwickelung  einer  grad 
Funktion  nach  den  Quadraten  [«/"(o;)]'  und  der  ungraden  ne 
den  Produkten  J"(s).  J'+'C«)  folgt,  findet  keine  Ausführung,  de^ 
es  auch  kaum  bedarf.  Wy. 
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Gr-  Mehler.  Ueber  eine  mit  den  Kugel-  und  Cylinder- 
fiinktionen  verwandte  Funktion  und  ihre  Anwendung 
in  der  Theorie  der  Electricitätsvertheilung.     Fr.  Eibing 

1870. 

Verfasser  behandelt  die  „Kugelfunktion'' 


„  ,  ^N      2  cos  (uni)  /         cos  tiada 

KfC—  cos  d)  = 5^-^/  -  ^ 

n       «-^   i' 


2(co8  ai  —  cos  d) 
welche  der  Differentialgleichung 

genügt.    Das  allgemeine  Integral  der  letzteren  ist 

Ä'  =  i4^^(C08e)  +  BÄ>'(-C08Ö).     . 

Er  zeigt  den  Zusammenhang  der  Funktion  Kf"  mit  den 
'^ngel-  und  Cylinderfunktionen  und  entwickelt  dieselbe  für  ein 
zusammengesetztes  Argument  (Additionstheorem).  Wy. 

J-  Thomae.     Beitrag  zur  Theorie  der  Funktion 

K "'  2  '\  4 

Schlömilch  Z.  XIV.  48-61.  1869. 

Die  Arbeit  verfolgt  den  Zweck,  direkt  zu  zeigen  —  was 
^^ietnann  in  der  Abhandlung  über  die  durch  die  Gauss'sche  Reihe 
■^C«r,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Funktionen  (Göttingen  1857)  nicht  aus- 

^hrt  —  dass  das  von  einem  der   vier  Werthc  0,1, — ,  rx)  bis 

X 

Zu  einem  andern  erstreckte  Integral 

^(1  ^xys-^'-ß-r\  (1  -Ä)-«'-/?'-y.  (1  -xsy^-P-rds 

jede  der  sechs  Funktionen  P«,  P«', . . .  Py'  darstellt. 

Nach  einer   für  einzelne  Fälle   nöthigen,    in    vortheilhafter 

Weise  gewählten  Definition  von  /,  erschliesst  sich  der  Zusammen- 

n 

'^ng  mit  den  Euler'schen  Integralen  und  den  Gauss'schen  Funk- 
^onen  ¥  und  n(^X)  =^  / s^  e-' ds  ohne  Zwang. 


ß 


0 
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Auf  die  Einzelheiten   der  Ausführung   lässt  sich   ohne 
grosse  Breite  nicht  eingehen.    Es  mag   nur  noch  erwähnt  wi 
den,  dass  am  Schluss  die  Werthe  sämmtlicher  24  Constanten 
durch  //-Funktionen  ausgedrückt  sind,  welche  in  den  12  Gleichung 

vorkommen.  Wy. 

AscoLi.  Dimostrazione  di  un  teorema  fondamenta 
nella    teorica    delle  funzioni    di    variabili    compless 

Brioschi  Ann.  (2)  IV.  31-35.  1870. 

Kurzer  Beweis  des  Satzes^  dass  die  Reihe 

^(»)  =  Vi(»)  +  <PtC»)  +  Vs(»)H — > 

wenn  sie  zugleich  mit  ihren  Gliedern  in  einem  Flächenstück  ei 
synektische  Funktion  darstellt,  gliedweise  differentiirt  und  in 
grirt  werden  darf.  Wy. 

P.  DU  Bois-Reymond.  Bemerkungen  über  die  versclii 
denen  Werthe,  welche  einB  Funktion  zweier  reell 
Variabein  erhält,  wenn  man  diese  Variabein  entwed 
nach  einander  oder  gewissen  JBeziehungen  gema 
gleiclizcitig  verschwinden  lässt.     Borcbardt  J.  LXX.  lO- 

18G9 

Es  kann  vorkommen^  dass  eine  Funktion  F(j3c^  y)  für  x  = 
i/=0  unbestimmt  wird,  während  sie  in  der  Nähe  von  x=0,y- 
stetig  und  bestimmt  ist  und  nicht  unendlich  viele  Maxima  u 
Minima  besitzt.  Dann  lässt  sich  fragen,  zu  welchem  Grei 
werthe  oder  zu  welchen  Grenzwerthen  F(^x,y)  herantritt,  we 
X  und  y  entweder  nach  einander  oder  gleichzeitig  verschwindi 
Um  eine  geometrische  Anschauung  unterzulegen,  heisst  dicsi 
Die  2-Axe  eines  orthogonalen  Goordinatensystems  kann  ganz  o( 
theil weise  in  der  Fläche  »  =  F(a:,y)  liegen.  In  diesem  Fa 
wird  die  gedachte  Fläche  sich  mit  einer  Cylinderfläche,  die  eb< 
falls  durch  die  i&-Axe  hindurch  geht,  in  einer  Curve  schneid* 
welche,  je  nachdem  man  die  Gestalt  der  Cylinderbasia  ändc 
in  verschiedenen  Punkten  --  oder  auch  in  einem  und  demselfc 


) 
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Pttskte  —  an  die  s-Axe  herantritt.  Nimmt  man  gogleicb  hinzu, 
dass  die  Fläche  »  =  F(a?,  y)  an  der  a-Axe  faltig  angeheftet  sein 
kann,  so  dass  man,  auf  ihr  bei  der  s-Axe  vot  beischreitend,  über 
Berge  und  Thäler  hinüber  gelangt,  welche  an  dieser  Axe  ent- 
i?eder  endliche  oder  unendliche  Höhe  und  Tiefe  zeigen  können^ 
80  sieht  man  ferner,  dass  die  Durchschnitte  mit  den  Gylinder- 
Sachen,  selbst  wenn  diese  sich  in  der  z-Axe  berühren,  möglicher 
Weise  zu  ganz  verschiedenen  Punkten  derselben  führen,  und  er- 
kennt, dass  sich  die  Entscheidung  hierüber  aus  den  Gleichungen 
der  Fläche  z  =  F(x,y)  und  der  Cylinderfläche  (fix,y)=^0  ohne 
wesentliche  Schwierigkeiten  des  Calculs  treffen  lässt. 

Den  fraglichen  Punkt  (a;  =  0,  y  =  O)  nennt  der  Verfasser 
^Stetigvieldeutigkeitspunkt"  und  die  Grenzgestalt  der  Projection 
des  Schnitts  einer  der  s-Axe  unendlich  nahen  Cylinderfläche  und 
der  Fläche  »  =  FQc,  y)  auf  eine  feste  Fläche  „Limitale". 

(f{x,K)dx^   in  denen  k  und  h 

() 
verschwinden,  und  viele  andere  Beispiele.  Wy. 

-*-!•  Pochhammer.     Ueber  hypergeometrische  Funktionen 

»'"   Ordnung.      Borchardt  J.  LXXI.  316-352.  1870. 

Unter  dieser  Bezeichnung  werden  Funktionen  verstanden, 
"Welche  für  n=2  in  die  bekannten  Gauss'schen  hypergeometrischen 
-^tinktionen  tibergehen  und,  auch  hiervon  abgesehen,  ein  ihnen 
^^aloges  Verhalten  zeigen. 

Sie  lassen  sich  durch  die  Differentialgleichung 

^«finiren,  in  welcher  (f:(x)  eine  ganze  Funktion  n**"',  t//(a;)  eine 
Dze  Funktion  (n— 1)'""  Grades  und   X  eine  Constante  bedeutet, 
ie  besitzen  ausser  x='yo  noch  n  endliche  singulare  (Unendlich- 
eits-  und   Verzweigungs-)   Punkte  a,,o,,...a«,    und  ihre  ver- 
schiedenen Zweige  sind  gleich  Integralen  von  der  Form: 

Consty  (tt-a,)^-»  (tt-aj^^-^ . . .  (tt-a„y'«-*(u-xy-' du, 

8 
''•rudir.  d.  Matb.  II.  1.  18 
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WO  g  und  h  je  zwei  der  (n+l)  Grössen  aj,a,,  ...a»  und  x  b 
deuten.  Für  jeden  der  n  singulären  Punkte  a,,aj,...a,  es 
stiren  je  (n—l)  wesentlich  von  einander  verschiedene  particulä 
Integrale,  welche  convergent  entwickelbar  sind,  und  je  ein  n^ 
welches  durch  Division  mit  einer  Potenz  von  (j?— a^)  eindeuf 
und  von  Null  verschieden  wird;  ähnlich  für  a?=oo.       Wy. 

L.  Fuchs.     Bemerkungen   zu  der  Abhandlung:    „Ueb 
liypergeometrische  Funktionen  «'"  Ordnung",  in  diese 

Journal    LXXI.    316.      Borchardt  J.  LXXII.  255-262.  1870. 

Das  Referat  erfolgt  im  nächsten  Bande  im  Zusammenhang 
mit  der  Antwort  des  Herrn  Pochhammer.  Wy. 


Irster  Aib$c^j[tt  .(^^mitrag). 

chichte'ti'ii'ö  i^litlosophie. 


Capitel  1. 
Geschichte. 

Le  mattre  de  Descartes ;  ses   theories.     C.  R. 

18-729.  1870. 

über  ein  bisher  unbekanntes  Manuscript:  ^In  univer- 
am  moralemque  i)hilosophiam  commentarius  autore 
0  professore  Grandillonio''  vom  Jahre  1619,  das  sich 
)Iiothek  von  Tours  findet  und  den  Lehrer  Descartes', 
nius  ex  convictu  regio  Flexensi"  zum  Verfasser  hat, 
'  kurzen  Bemerkung  ttber  die  Anschauungen  desselben 
las  Jahr,  in  welchem  Descartes  das  Institut  zu  La  Flertä 
hat.  0. 

:r.  Vies  des  savants  illustres  du  XVII'"*  sifecle. 
3R.    Vies  des  savants  illustres  du  XVIIP*  sifecle. 

ibr.  interaat.  1869  u.  1870. 

3rste  der  beiden  Bände,  der  4*^  des  Gesammtwerkes, 
ich  einem  Ueberblick  über  den  Stand  der  Wissen- 
eim  Beginn  des  17**"  Jahrhunderts  die  Lebensbeschrei- 
n  Keppler,  Galilei,  Descartes,  Bacon,  Huyghens,  Pascal, 
)6sargue8,  Cassini,  der  zweite  die  von  Newton,  Leib- 
r,  d'Alembert,  Jacques,  Jean  und  Daniel  Bemoulli, 
9ndorcet.  Des  Nähern  auf  die  einzelnen  Arbeiten  ein- 
die  sich  meist  mehr  mit  dem  äusseren  Lebensgange 
er  wissenschaftlichen  Entwickelung  beschäftigen,  er- 
hier  gestattete  Raum  nicht,  zumal  da  die  Darstellungen 
eine  ernste  Kritik  erfordern  würden.  0. 

.  Math.  u.  2.  19 
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Chasles,    Le  Veirier,  Bertrand  et  cdt.    Newton,  Fase; 

et  Galil^e.     C.  R.  LXVIII.  17-42.  256-264.  710-713.  740-761.  774-T'3 

793-796. 807-808.  862-864.  885-894.  957-959.  969-973.  993-1006.  1071-107 
1093-1095.  1239-1243.  1425-1433.  1533.  -CR.  LXIX.  5-28.  62-9f 
103-105.  145-152.  213-248.  305-315.  369-380.  391-392.  429-436.  646-650 
677-684.  1869. 

Abdruck  der  von  H.  Chasles  der  Pariser  Akademie  vorge- 
legten Manuscripte  PascaFs  etc.  nebst  dem  sich  daran  knüpfen- 
den Streit  über  die  Echtheit  derselben.  Einen  Ueberblick  flbei 
den  Verlauf  der  Angelegenheit  findet  man  bei  Hankel,  Schlömilel 
Z.  XIV.  165-173  und  Pisco,  Newton  und  Pascal.  Pr.  Wien.  1869 
Siehe  p.  13.  0. 

J,  Hottel.     Vie   de  Riemann.     M6m.  de  Bordeaux,  vni.  6-i 

1869. 

Notizen  über  das  äussere  Leben  Eiemann's,  die  theils  an 
den  Göttinger  Nachrichten  1867,  theils  aus  Mittheilungen  de 
Prof.  Angelo  Forti  geschöpft  sind.  —  Georg  Friedrich  Bernhar 
Riemann,  geb.  17.  Sept.  1826  zu  Breselenz  an  der  EUbe,  sti 
dirte  1846—1849  zu  Göttingen  und  Berlin,  war  1849—1862  Di 
cent  in  Göttingen;  1862 — 1865  aus  Gesundheitsrücksichten  i 
Italien,  namentlich  in  Pisa;  starb  20.  Juli  1866  zu  Selasca  am  Lag 
maggiore.  —  Verzeichnisse  seiner  Schriften  finden  sich  in  de 
Göttinger  Nachrichten  1867  und  in  Boncompagni  Bulletino  m.  ili 
(1870.)  Wn. 

Bertrand  et  Combes.     Discoui's   prononcds  aux  fiin^ 

railles  de  Lamd.  inst.  l.  sect.  XXXVIII.  175-176.  1870.  Bali 
Math.  I.  183-194.  1870. 

Während  Herr  Bertrand,  ohne  historische  Daten  zu  gebeOf 
üher  die  Methode  Lamä's  spricht,  geht  Herr  Combes  yorzugsweifle 
auf  Lam^'s  Arbeiten  über  Gegenstände  der  practischen  Mechanü^ 
und  auf  seine  Verdienste  um  die  Elasticitätstheorie  ein^  wobei 
einige  der  hauptsächlichsten  Arbeiten  Lamä*s  angeführt  werden* 

Wn. 

E.  DE  Beaumont.     Eloge   historique  de  Puissant.    !»•*■ 

1.  sect.  XXXVII.  201-206  209-214.217-223. 225-231.  233-237.241-244 1^' 

Eine  Lebensbeschreibung  Puissant's  mit  besonderer  Henro/ba- 
bung  seiner  Verdienste  um  die  Triangulation  und  Geodäsie.  0. 
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(ÜN  Bibliophile).    Sur  T^tymologie  du  mot  Algorithme. 

Nonv.  Ann.  (2)  VIII.  188-191.  1869. 

Der  Verfasser  leitet  das  Wort  Algorithmus  her  von  dem 
Mathematiker  Mohammed-ben-Moussa  mit  dem  Beinamen  Al- 
Kharizmi  von  seinem  Geburtslande  Kharizm  oder  Khovarezm. 
Er  lebte  im  9*"^"  Jahrhundert  und  sehrieb  ausser  einer  Algebra 
ein  Bach  über  indische  Rechnungsm etli  öden.  (Vgl.  B.  Boncom- 
pagni:  Trattati  d'Arithmetica.  Rom  1857).  M. 

L.  Beziat.     Notice  sur  Piaton  de  Tivoli,  tradueteur  du 

XIP   sifecle.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  145-162.  1870. 

Nach  einer  Notiz  des  Fürsten  Boncompagni  (Nouv.  Ann.  (2) 
K.  286-i^87)  nur  ein  Auszug  aus  seiner  Schrift:  Delle  Versioni 
&tte  da  Piatone  Tiburtino,  traduttore  del  secolo  duodecimo. 
Borna  1851  (auch  Atti  d.  Acc.  pont.  dei  Nuovi  Lincei  IV.  254-286). 

M. 

J.  HoüEL.     Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  N.-J. 

Lobatschefsky.      Bull.  Math.  L  66-71.  324-328.  384-388.  1870. 

Der  erste  Artikel  enthält  das  Wichtigste  aus  dem  Leben 
Ubatschefsky's ,  nach  der  Rede  Janichefsky's ,  die  von  Potocki 
ii^i  Französische  übersetzt  und  in  Boncompagni  Bull.  II.  223 
^ffientlicht  ist.  (S.  Fortschr,  d.  M.  II.  p.  22.)  Im  zweiten  Ar- 
fil^el  sind  die  Arbeiten  L.'s  zusammengestellt  und  mit  kurzen 
^feraten  versehen  mit  Ausnahme  der  geometrischen,  welche  im 
^IrittcD  Artikel  ausführlicher  besprochen  sind.  Herr  Janichefsky 
2u  Kazan  veröffentlicht  gegenwärtig  eine  neue  Ausgabe  der 
^vres  g^om^triques  de  N.-J.  Lobatchefsky.  M. 

V»  PüiSEüx.    Discours  sur  Lam^.    Bull  Math.  L  194-195.  1870. 

Die  drei  Reden,  welche  am  3.  Mai  1870  am  Sarge  Lam^'s 
^ön  den  Herren  Bertrand,  Combes  (S.  vor.  Seite)  und  Puiseux 
Schalten  worden  sind,  heben  die  Verdienste  des  Verstorbenen 
^  die  Mathematik  und  die  mathemathische  Physik  hervor.  Die 
^Aktion  des  Bulletin  des  sciences  mathömatiques  etc.  veröffent- 
*^^W  im  Anschluss  daran  eine  kurze  Uebersicht  über  die  Haupt- 

19* 
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momente  in  Lamö's  Leben  und  ein  Verzeichniss  seiner  Schrift 
unter  dem  Titel:  „Gabriel  Lamö.  Liste  de  ses  trayaux  et  ( 
fonctions  qu'il  a  occupäes''.    Bull.  Math.  L  224-228.  1870. 

M. 


Capitel  2. 
Philosophie. 

J,  M.  C.  Duhamel.    Sur  les  principes  de   la  science  ( 

forces.      C.  R.  LXIX.  773-779.  1869. 

Der  Verfasser  legt  die  Grundsätze  dar,  nach  welchen 
sein  Werk:  Sur  les  Sciences  de  raisonnement^  geschrieben  1 
Von  diesem  waren  die  zwei  ersten  Theile,  Science  des  nomh 
und  Science  de  TÄtendue,  bereits  erschienen.  Der  gegenw&rt 
Artikel  begleitet  das  Erscheinen  des  dritten  Theils,  Science  < 
forces. 

Bedingung  einer  reinen  Verstandeswissenschaft  (science 
raisonnement^  welche  der  experimentellen  Wissenschaft  geg 
über  gestellt  wird)  ist  die  Nothwendigkeit  in  der  Folgen 
aller  Beziehungen  zwischen  den  Gegenständen.  Die  wirkli 
Welt  hat  keine  Nothwendigkeit.  Wir  bedürfen  erst  vieler  Be 
achtung,  ehe  wir  die  erforderlichen  Data  gewinnen,  aus  dei 
die  Theorie  mit  Nothwendigkeit  abgeleitet  werden  kann.  E 
absolute  Gewissheit  kommt  diesen  nie  zu :  doch  können  wir  i 
befriedigt  finden.  Die  allgemeinsten  und  einfachsten  Gese 
liefert  die  Bewegung;  sie  muss  daher  erster  Gegenstand  < 
Studiums  der  Materie  sein.  Durch  sie  werden  die  Begriffe  < 
Zeit  und  der  Gausalität  eingeftlhrt.  Die  Zeit  ist  von  Natur  ke 
Grösse.  Wir  machen  sie  dazu,  indem  wir  diejenigen  Zei 
gleich  setzen,  in  denen  unter  gleichen  Bedingungen  gleiche  i 
wegungen  stattfinden.  Bewegung  ist  stets  relativ  und  bleibt 
in  aller  Rechnung.  Es  ist  daher  unnütz,  einen  absolut  ruhenc 
Raum  anzunehmen,  um  ihn  gleich  nachher  wieder  fallen 
lassen. 
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Es  wird  daon  weiter  die  Eintheilung  der  Mechanik  in  die 
Lebre  vom  Gleichgewicht  und  von  den  Bewegungsgesetzen  be- 
sprochen und  das  Vorausgeben  der  ersteren  gerechtfertigt,  end- 
M  von  der  Aufgabe ,  die  Kräfte  aus  der  Bewegung  zu  finden 
und  von  der  Erleichterung,  welche  Newton  durch  Kepler's  Ent- 
deekung  bei  der  Lösung  zu  Theil  ward,  gehandelt.  Die  Klar- 
heit der  Darlegung  rechtfertigt  die  besten  Erwartungen  in  Be- 
treff des  Werkes.  H. 

J.  HoüEL.     L'enseigiiement  de  la  geoin^trie  d^nentaire 

en  Italic.      Nouv.  Ann    (2)  VIII.  278-281.  1869. 


Notizen  über  die  Discussion,  die  sich  in  Folge  des  Be- 
8dda88es  der  italienischen  Regierung,  den  Euclid  als  Lehrbuch 
der  Geometrie  einzuführen,  über  die  Zweckmässigkeit  dieser  Ein- 
fthrang  erhoben  hat.  0. 

B.  RiEMANN.   Sur  les  hypothfeses  qui  servent  de  fondement 
ä  la  geomdtrie.     Trad.   par  J.  Hoüel.     Brioschi  (2)  iii. 

309-327.  1870. 

Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  p.  22.  Wn. 

CoFPiN.    Mdtapliysique  du  calcul  diffi^rential.    Arras.  1869. 
J»  Bertrand.     Sur  la  soinme  des  angles   d'un  triangle. 

C.  R.  LXIX.  1265-1269   1869. 

J«  Bertrand.    Sur  la  dänionstration  relative  ä  la  somme 
des  angles  d'un  triangle.     c  R.  LXX.  17-20.  1870. 

Im  ersten  Artikel  theilt  der  Verfasser  einen  von  Garton  ge- 
lieferten Beweis  flir  den  Satz  von  der  Summe  der  Dreiecks- 
^iikel  mit  Dieser  stützt  sich  auf  zwei  Sätze,  welche  nach 
•^er  Behauptung  bereits  bewiesen  sein  sollen :  Legendre  habe 
"^csen,  dass  die  Summe  der  Dreieckswinkel  nie  >2B  ist; 
Lobatschefsky,  dass,  wenn  die  Winkelsumme  in  einem  Dreieck  2Ä 
^er  in  einem  Viereck  4ß  beträgt,  das  gleiche  von  allen  gilt.  Es  ist 
Meriii  zu  bemerken,  dass  schon  der  ersterc  Satz  das  Gebiet  der- 
i^^u  Sätze  überschreitet,  welche  ftlr  sphärische  Flächen  gelten, 
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die  daher  ohne  specifische,  die  Ebene  eharakterisirende  Ännabm 
beweisbar  sind.  Es  kam  daher  vor  allem  darauf  an,  über  ] 
gendre's  Annahmen  Rechenschaft  zu  geben,  was  nicht  ] 
schehen  ist. 

Der   zweite  Artikel    spricht  von  Einwürfen    der  Anhang 

imaginärer  Geometrie  gegen  Carton's  Beweis,  deren  Discussi* 

jedoch  zu  keinem  klaren  Ergebniss  fährt.    Am  Schluss  find 

sich  die  Notiz,  dass  Minarelli  in  den  Ann.  de  Terquem  1& 

einen  ähnlichen  Beweis  aufgestellt  hat.  H. 


Zweiter  Abschnitt  (Nachtrag). 

Algebra. 

Capitel  1. 
Gleichungen. 

C  Jordan.  Sur  les  equations  de  la  g^ra^trie,  c.  B.  Lxvni. 

656-659.  1869. 

Die  yerschiedenen  Lösungen  geometrischer  Probleme  geben 
Beziehongen^  welche  eine  Untersuchung  der  Gruppe  der  in  Frage 
kommenden  Gleichung  möglich  machen  und  umgekehrt:  aus  dem 
algebraischen  Resultate  können  geometrische  Eigenschaften  ab- 
geleitet werden.  —  Die  merkwürdigsten  Gleichungen  dieser  Art 
siiid  von  „hyperelliptischem  Typus";  sie  sind  vom  Grade  p'»  (p 
ist  Primzahl);  und  wenn  ihre  Wurzeln  x^^y^,...x„Jyn  sind,  so 
ist  ihre  Gruppe  durch  die  Substitutionen 

x^ ,  a\  a?,  +  c;  y,  H \'anXn  +  Cn  y, 

gebildet,  wobei 

iV0d(;)-.6(;)c(;)=l,  ^a(,Od(;)~6(fc(;)=0,  ^a(;)c(;)-a(;)c(;)=0, 

^6Cr)dC.)_6(*)d(r)=o  (mod  p), 


fi    ^    f*       ^    ^ 


^e  Hermite  gezeigt  hat  Am  Schluss  werden  einige  hierher- 
S^örige  Gleichungen  besprochen.  —  Dieser,  sowie  der  fol- 
K^de  Aufsatz  steht  in  enger  Beziehung  zu  dem  Werke  des 
VerÜEkSBerg  tlber  Substitutionen  und  algebraische  Gleichungen, 
^  welches  wir  erst  im  nächsten  Jahrgänge  ausfUhrlich  werden 
eingehen  können.  No. 
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« 

C.  Jordan.  Tli^orfemes  sur  les  dquatious  alg^riques.   c.  : 

LXVIII.  257-258   1869. 

Die  Ordnung  einer  Gleichung  ist  die  Anzahl  der  Sabstit 
tionen  der  Gruppe.  Die  Lösung  zusammengesetzter  Gleichung'« 
kann  auf  diejenige  einer  Reihe  einfacher  zurückgefllhrt  werdei 
die  Ordnung  der  ersten  ist  gleich  dem  Produkt  der  Ordnunge 
der  letzteren.  Diese  ^Faktoren  der  Zusammensetzungen"  könne 
in  verschiedener  Aufeinanderfolge  auftreten,  sind  aber  stets  die 
selben.  Der  Gleichung  F(a;)  =  0  sind  diejenigen  irreductible: 
Gleichungen  ^^^  =  0  „subordinirt",  durch  welche  x^  als  Funk 
tion  von  a;^  bestimmt  wird;  jeder  Faktor  der  ZusammensetzuDi 
von  (fft^y  muss  dann  Theiler  eines  der  Faktoren  der  Zusammen 
Setzung  von  9^',y'  sein.  No. 

C.  Jordan.     Thdorfemes   sur  les   equations   alg^riques 

Liouville  J.  (2)  XIV.  139-146.  1869- 

Diese  Theoreme  finden  sich  am  Schlüsse  des  ersten  Capite' 
vom  3.  Buche  in  dem  Werke  des  Herrn  Verfassers  ttber  Su'' 
stitutionen  und  Gleichungen.  Bei  der  Besprechung  dieser  Schri 
werden  wir  die  Grundzttge  auch  dieses  Theiles  derselben  geb^ 

No. 

C.  Jordan.     Sur  la  trisection   des   fonctioiis  ab^lienn^ 
et  sur  les  vingt-sept  droites  des  surfaces  du  troisi^nK 

ordre.      C.  B.  LXVIII.  865-869.  1869. 

C.  Jordan.    Sur  une  nouvelle  combinaison  des  27  droit 
dWe  surface  du  troisifeme  ordre.    0.  R.  LXX.  826-328. 18* 

C.  Jordan.     Sur  T^quation   aux   vingt-sept  droites  d 
surfaces  du  troisifeme  degr^.     Liouville  J.  (2)  xiv.  147 -i^ 

1869. 

Hermite  hat  aus  der  Erniedrigung  der  Modulargleichnng^^ 
für  die  Transformation  5**",  7*'",  11*^"  Grades  bemerkenswert] 
Resultate  gezogen,  und  Clebsch  und  Gordan  haben  eine  äbnliel 
Erniedrigung  für  die  Perioden -Gleichungen  nachgewiesen,  y- 
denen   die  Zweitheilung    der  AbeFschen   Funktionen   ai|i>häni 
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Aehnliches  wird  hier  durchgeführt  fbr  die  Gleichung,  welche  die 
Dreitheilung  der  Abel'schen  Funktionen  giebt.  Diese  Gleichung 
ist  vom  80*^"  Grade  und  lässt  sich  höchstens  auf  eine  Gleichung 
vom  27**"  Grade  zurückführen,  identisch  mit  der  für  die  27  Ge- 
raden der  Fläche  dritten  Grades.  In  der  zweiten  Arbeit  unter- 
rocht der  Verfasser  umgekehrt,  welches  ist  die  Combination  der 
27  Geraden,  die,  als  unbekannt  angesehen,  von  einer  der  Thei- 
langsgleichung  der  Aberschen  Funktionen  analogen  Gleichung 
abhängt  In  der  dritten  Arbeit  ist  der  Beweis  für  die  Unmög- 
lichkeit der  Reduktion  der  Gleichung  27***"  Grades  auf  eine 
niedere  vollständig  durchgeführt.  Alle  hierher  gehörigen  Unter- 
BUchuDgen  sind  übrigens  jetzt  im  Zusammenhange  dargestellt  in 
des  Verfassers  „Trait^  des  substitutions  et  des  ^quations  algä- 
briques.    Paris  1870"  (Livre  III.  Ch.  III.  §  5  und  Ch.  IV.  §  3). 

M. 

L.  Kronecker,    Sur  le  th^orfeme  de  Sturm,    c.  R.  Lxviii. 

1078-1082.  1869. 

Ist  F(x')  =  0  vom  n*^"  Grade  mit  den  Wurzeln  x^,x^,...Xn; 
^i(a;)  vom  n— 1*«"  Grade;  F,(a;)  ...  F«(a;)  durch  den  Algorithmus 
h^i  =  (^AhX'\-Bh^Fh—Fh+i  abgeleitet,  so  besteht  die  charakte- 
ristische Gleichung 

^öd  aus  dieser  folgt  für  ungleiche  h  und  t, 

^  F,(^x,)  F^Cx,-)  _ 

^^MZ^j...Zn  Veränderliche   und   setzt   man   Zk  =  £Z,FyQDk), 
^  wird  "=' 

*=i  FXxO  F,  (j:,)  ^^r^i  F'Cxk) .  F,  ((r*)  "",-f ,  Ay 
^^f  diese  Gleichung  wird  die  Methode  Hermite's  angewendet  und 
^*^*  Resultat  auf  Grund  einer  Arbeit  Kronecker's  in  den  Berl.  Mo- 
^^tsber.  1869  März  (s.  p.  203  u.  f.),  einer  geometrischen  Deutung 
^^terzogen.  Dasselbe  Resultat  liefert  für  F^  =  F'  eine  Beziehung 
^"Higchen  der  Zahl  der  reellen  Wurzeln  von  F  und  den  Zeichen 
*«T  Ar.  No. 
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F.  Brioschi.     Sur  les  fonctions  de  Sturm.    0.  R.  Lxvn 

1318-1321.  1869. 

Anknüpfend  an  eine  frühere  Note  in  den  Nouy.  Ann.  ISt 
XV.  leitet  der  Verfasser  die  eben  besprochenen  Resultate  a. 
anderem  Wege  her.    Bezeichnen  wir  A^x  +  Bh  mit  0/iCa:),  fem 

1 

die  Nenner  der  Näherungswerthe  von  1  mit  1?,(^ 

Z),  (X) . . .,  80  ist  2:  D,(x^-)  ^^  =  0,  ^  !).(«»)  Z>r(x«)  ^"^ = 

F^(x„,)Dg(x„^),  und  hieraus  folgen  die  oben  abgeleiteten  Gle 
chungen.  No. 

Parpaite.     Note  sur  la  rfegle   des  signes  de  Descarte^ 

Nouv.  Ann.  (2)  VUI.  269-272.  1869. 

Eine  Gleichung  hat  wenigstens  2n  complexe  Wurzelt 
1)  wenn  zwischen  2  Gliedern  2n  ausgefallen  sind;  2)  weo 
zwischen  2  Gliedern  von  entgegengesetzten  Zeichen  2n  -f  1  aui 
gefallen  sind;  3)  wenn  zwischen  2  Gliedern  von  demselbe 
Zeichen  2w  — 1  ausgefallen  sind.  No. 

Le  Besgüe.     Sur  T^quation   du   3.  degr^.     Nouv.  Ann.  c 

IX.  529-530.  1870. 

Wenn  a\p^—3q)  +  a(pq^qr)  +  q^^-Spr  =  0  ist,  so  wir 
x*+px^'\-qx+r  =  0  für 

3a;  +  p=y(p'-3g)(3a  +  p)-  3        ^'""^^ .    No. 

y(p-3?X3a+p) 

Laguerre.     Sur   T^uation    du    troisi^me  degrd     Neu 

Ann.  (2)  IX.  842-847.  1870. 

Bezeichnen  F(x)  und  f(x)  Polynome,  welche  in  Beziehuc 
auf  X  vom  3**'"  Grade  sind ,  bezeichnet  y  eine  beliebige  Orö» 
und  ist  femer  F=0  die  Disoriminante  der  Gleiehung:  FCx)- 
y.f(x)=.Oj  dann  kann  man  stets  (und  zwar  auf  4  Weisen)  d 
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Gleiehung  F^x)  +  y.f{x)  =  0  mit  Hülfe  von  drei   der  Wurzeln 
fl,  6,  c,  d  der  Gleichung  F=  0  in  eine  irrationale  Form : 

r  x—a  1  a:— /7         '  x—y 

setzen.  Betrachtet  man  x  und  j/  als  rechtwinklige  Coordinaten 
eines  Punktes,  der  sich  in  der  Ebene  bewegt,  dann  repräsentirt 

die  Gleichung  AV- 1 — etc.  =0  eine  Curve,  welche  gleich- 
zeitig die  Curve  F(^x')-{-y.f(x)  =  0  und  eine  gleichseitige  Hyperbel 
darstellt,  deren   Asymptoten  Parallele  zu   den  Coordinatenaxen 

Bind.    Ist  die  Gleichung  A^^--—  +  ^"=0  gegeben,  dann  kann 

man  stets  eine  Relation  unter  den  CoefBcienten  der  Gleichung 
angeben,  so  dass  die  durch  die  Gleichung  dargestellte  Curve  in 
eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen laufen,  und  in  eine  andere  Curve  zerfällt,  deren 
Grleichung  die  Form  F(a?)  +  y ,  f(aO  =  0  hat.  Diese  Betrachtungen 
laseen  sich  auch  auf  Gleichungen  ausdehnen,  deren  Grad  höher 
als  der  dritte  ist.  T. 

E.  Catalan.    Note  sur  Tarticle  de  M.  Alexandre.    Nouv. 

Ann.  (2)  IX.  379-380.  1870. 

Die  Resultate  des  Herrn  Alexandre   sind  bereits  in  einem  • 
Briefe  des  Herrn  Le  Besgue  vom  22.  Februar  1838  enthalten. 

M. 

^-   Boger.     Methode  et  forinule   pour  la  r^solution  des 
^quations  du  troisifeme  degr^.     Nouv.  Ann.  (2)  ix.  293-302. 

1870. 

Die  Gleichung  dritten  Grades:  a?'+pa:'+^a;  +  r=0  gestattet 
^^*^e  unmittelbare  Auflösung,  wenn  die  Bedingung  p'— 3^  =  0  er- 
^Ut  ist.  Um  die  Gleichung  nun  auch  für  den  Fall  aufzulösen, 
^*^8  p' ^ 3q  ist,  wird  sie  durch  die  Substitution  x  =  y-\'h  in  eine 

^Iche  umgewandelt,  welche  in  Beziehung  auf  —  als  Wurzel  der 

^^Ängung  p"— 3?=0  genügt,  so  dass  diese  neue  also  in  Be- 
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Ziehung  auf  —  zu  lösen  ist.     Die  Bedingungsgleichung  liefi 

den  bestimmten  Werth  für  A^  so  dass  also  nun  auch  x  bekai 
ist.  In  den  speciellen  Fällen,  dass  einer  der  CoefGcienten  d 
Bedingungsgleichung  für  h  verschwindet,  werden  die  ResulU 
einfacher;  einen  dieser  Fälle,  nämlich  gr— p5f  =  0,  kann  m 
aber  doch  noch  zur  allgemeinen  Lösung  einer  Gleichung  dritt 
Grades  benutzen.  Denn  ist  in  der  ursprünglichen  Gleichung  ( 
Bedingung  qr—pq  nicht  erfüllt,  dann  kann  man  sie  stets  dur 
Substitution  in  eine  andere  umformen,  welche  dieser  Bedingu 
genügt.  Die  Annahme,  dass  in  ^er  ursprünglichen  Gleichu 
p  =  0  sei,  führt  zur  Cardani'schen  Formel.  (Litt. :  Nouv.  Ann.  ( 
V.  358  u.  527.  Serret.  Cours  d'alg^bre  sup^rieure.  3-  Auf 
L  n.  57  f.  n.  63  n.  183  n.  191).  T. 

Darboüx.    Sur  la  m^thode  d'approximation  de  Newto 

Note   de   Gerono.      Nouv.  Ann   (2)  VIU.  17-27.  1869. 

Nachweis,  auf  welche  der  beiden  Grenz -Näherungswert 
einer  Wurzel  die  Newton'sche  Formel  anzuwenden  sei.  In  d 
Note  ein  numerisches  Beispiel.  No. 

H.  MoNTücci.    Sur  la  mdthode  de  Gauss  pour  Tabaiss 
ment  des  ^quations  trinomes.     C.  R.  LXX.  445-446.  1870. 

Der  Verfasser  hatte  eine  Notiz  über  trinomische  Gleichung 
veröffentlicht^  ohne  die  Gauss'sche  Arbeit  gekannt  zu  habi 
Wir  wiesen  (S.  48)  darauf  hin.  Hier  folgt  die  Angabe,  d« 
Verfasser  von  dem  Gauss'schen  Aufsatze  Kenntniss  genomm 
habe.  No. 

Hermann.    Methode  de  r^limination  des  intervalles  po 
servir  ä    la  rdsolution    des    ^quations   algdbriques 
transcendentes.     Nonv.  Ann.  (2)  ix.  180.  1870. 

Cauchy  hat  zur  numerischen  Berechnung  der  kleinsten  ] 
sitiven  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  eine  wichtige  NäI 
rungsformel  gegeben,  welche  im  Zusammenhange  mit  einig 
Sätzen  über  Elimination  vom  Verfasser  entwickelt,  und  der 
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Anwendung  Ton  ihm  Eliminationsmethode  der  Intervalle  genannt 

wird.    Ist  nämlich  fC^)  =  0 

Qine  gegebene  Gleichung,  so  wird  sie  geschrieben: 

Wo  (p(x)  alle  positiven,  tp(x)  alle  negativen  Glieder  umfasst. 
Sind  nun  f(a)^  f(b)  von  gleichem  Vorzeichen,  z.  B.  positiv,  und 
ist  es  ebenso  mit  <p(a)  —  V(^)i 

80  hat  die  Gleichung  keine  Wurzel  zwischen  a  und  b.  Diese 
Bemerkung  reicht  zur  numerischen  Auflösung  von  algebraischen 
Crleichungen  hin,  und  kann  auch  mit  einer  gewissen  Modifikation, 
die  der  Verfasser  angiebt^  zur  numerischen  Auflösung  transceh- 
denter  Gleichungen  angewandt  werden. 

Weiterhin  zeigt  der  Verfasser,  dass,  wenn  f(d)  und  /(6) 
gleiche  Vorzeichen  haben,  und  dieses  Vorzeichen  dasselbe  ist, 
wie  dasjenige  einer  der  drei  Funktionen: 

die  Gleichung  /'(x)=0  keine  Wurzel  zwischen  a  und  h  hat. 
l8t  aber  das  Vorzeichen  jeder  dieser  drei  Funktionen  von  f(a) 
^d  fQi)  verschieden,  so  hat  die  Gleichung  keine  Wurzel  zwischen 


Diese  Bemerkungen  sind  auf  zwei  numerische  Gleichungen 
*%ewandt.  Mz. 

^*  Darboux.  Discussion  de  la  fi-action    ,  .  .  .  »^ä  .— #*    ^ovly. 

-Ann.  (2)  VIII.  81-86.  1869  c*      T    o.  -p 

Die  Werthe  dieses  Ausdrucks  werden  in  den  3  Fällen,  wo 
C2ac'+2ca'-660'-C6'-4ac)(6"-4a'c0  <0,  =0,  >0  betrach- 
^^5   was  auf  bekannte  geometrische  Sätze  führt.  M. 

^-   Pellet.    Solution  d'une  question  (869).     Nouv.  Ann.  (2) 

IX.  420-422.  1870. 

ht  Ux')  =  l  +  {^yx  +  ('!^^^  80   haben 

AC^)=0,^,(;a;)  =  0,  .../'m(a?)  =  0  reelle  und  verschiedene  Wurzeln, 
^^ö  die  Wurzeln  von  /'«(o?)  =  0  liegen  einzeln  zwischen  den  ein- 
*^^en  Wurzeln  von  ^,+i(a;)=0.  M. 
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E.  Pellet.     Solution  d'une  question  (890),    Nouv.  Ann.  o 

IX.  329-330.  1870. 

Die  Gleichungen  n(n  +  l)Xi -(l~a:*)J!r*  =  0,  in  der  X«  da 
Legendre'selie  Polynom  bezeichnet ^  hat  nur  reelle,  ungleich< 
zwischen  +i  und  —1  liegende  Wurzeln.  M. 


Capitel  3. 

Elimination  und  Substitution,  Determinanten, 
Invarianten,  Covarianten  und  symmetrische 

Funktionen. 

C.  Jordan.  Traitd  des  substitutions  alg^briques.  Paria  187* 

Das  Referat  folgt  wegen  verspäteten  Eintreffens  im  nächste:: 
Bande.  Red. 

E,  Radau.     Sur  la  r^sultante  de  3  formes  quadratiques 

temaires.      Nouv.  Ann.  (2)  VIIL  358-362.    1869.     C.  R.  LXVIi: 

327-329.  1869. 
Es  sei  S+a^  6,  Cj=  (a,  6,  r).  Ist  gegeben  a^x^-\-b^y^+  c^z^A 
f^y*+gl»x-\-k^xy;  a,a;'+**;  öt8^'+"  ^i^d  bildet  man  (a^b.h 
(a,  by  +  hx  +  fzj  cz  +  gx)  —  (a,  6,  flf)(a,  6,  Äoy  +  /y«  + ..)  —  (a,  Ä, fi 
(Ä,  a,6y'+/y»  +  -0j  so  ist  diese  quadratische  Form  durch  a  thei- 
bar.  Bildet  man  die  ähnlichen  Ausdrücke,  dividirt  durch  z,y^ 
bez.,  so  erhält  man  die  Resultante  der  obigen  3  Formen  a' 
3 zeilige  Determinante.  Diese  ist  (^P+^/^PyQ+J.q^R-^-J.r)  fi 
J  =  (a,  6,  Ä),  wobei  (P,  0,  Ä)  =  0,  CpQR  +  qRP+  rPQ)  =  //'(p,  g,  t= 
und  2z/(p,  9,  r)  +  (J^qr)  +  (Orp)  +  (Rpq)  =  0.  No. 

Abonne.    Expos^  des  principes  ^ämentaires  de  la  th^or' 

des  d^terminants.     Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  97.  1869. 

Bekannte  Determinantensätze  nebst  bekannten  Anwendungen 

No. 

Gerono.     Sur  uue  application   de  la  th^rie   des  ddtes 

minants.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  392-398.  1870. 

Mit  Hülfe  der   Determinantensätze  wird   die   rechtwinkb 


Capitel  3.    Elimioation  nnd  SobstitatioD. 


281 


Cbordinaten- Transformation  ausgeführt,  und  eine  geometrische 
Deutung  der  Formeln  gegeben.  No. 

F.  Lucas,    Sur  une  formule  d'analyse.    C  R.  Lxx.  1 167-1168. 

1870. 

Mittheilung  folgenden  Satzes  ohne  Beweis: 

„Sind  a,,  a^, ...,  a^j  "^ay  beliebige  Grössen,  bezeichnet  man 
femer  ihre  Summe  mit  S  und  fQr  einen  beliebigen  Index  m 
Am  =  S—Om^  so  ist  die  Determinante 


I — A^•^x..•,     a, 


.  • .  • 


Am 


J= 


a. 


•  •  •  •  "^uflj  ""j~  •!>•.••        ^M 


•  •  t  • 


a. 


Om  •'" — Alll-\-X 


=x(x-S^^-^". 


0. 


Dritter  Abschnitt  (Nachtrag). 

Zahlentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

Andre.     Solution   des  questions  912  et  913  nebst  ein( 
Note  von  Gerono.     Noav.  Aun.  (2)  viii.  78-81.  1869. 

2  Beweise  des  Satzes:  ^Entsprechen  sieh  die  Glieder  zwei 
Reihen  von  n  ganzen  Zahlen  a  und  b  der  Art,  dass 

a,  6,  =  a,  6,  =  •  •  •  •  =  a„  6n  =  f  1 
80  ist,  wenn  D,,^  Db  resp.  den  grössten  Theiler,  Ma,  Mf,  resp.  d 
kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der  n  Zahlen  der  betrefiV 
den  Reihen  bezeichnen, 

J^LioüviLLE.    Th^orfeme  concernant  les  nombres  ent 

=^5   (mod.  12).      Liouville  J.  (2)  XIV.  7-8.  1869. 

Siehe  Abschnitt  IIL  (Nachtrag)  Cap.  2. 

Laisant  et  Beaüjeüx.    Memoire  sur  certaines  propr 
des  räsidus  num^riques.    Nouv.  Add.  ^,2)  ix.  221, 271, 30 

1870. 

Sind  r^,t\^..  die  Reste  von  Ag^Ag,..  bei  der  Divisic 

D ,  so  folgen  die  Gleichungen  «o  +  «i  ^  H 1-  a^  9**  =  D . 

a^  r,  -f-  a,  r„+i  H h  «p  rn+p=D .  m'  gegenseitig  aus  eii 

Hieraus  wird  eine  Reihe  von  Schlüssen  gezogen.  I 

E.  Catalan.     Note  sur  la  partition  des  nombres. 

Ann.  (2)  VIU.  407-414.  1869. 

Behandlung  des  Theorems :  auf  wieviel  Arten  kann 
q  ganzen^  gleichen  oder  ungleichen  Zahlen  eine  Summe 
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ERONO.      Note    sur   une    d^mouBtration   de    Legendre. 

Noav.  Ann.  (2)  VIII.  454.  1869. 

Der  Legendre'scbe  Beweis  des  Satzes^  dass  jeder  Tbeiler, 
m  der  Form  a?'+  1,  zweier  Quadrate,  welche  theilerfremd  sind, 
leichfalls  die  Summe  zweier  theilerfremden  Quadrate  sei^  ist 
ihlerhaft.  No. 

I.  Sanchis  Barrachina.    Note  sur  los  racines  des  nom- 

bres.      Nouv.  Anu.  (2)  VIII.  266.  1869. 

Die  m'*^"  Wurzeln  aller  ganzen  Zahlen,  welche  m«, mn— 1,.. 
M— (m— 1)  Ziffern  haben,  von  denen  die  nicht  identischen  Zahlen 
>n  rechts  gerechnet  nicht  die  (n— l)(m~l)"*  Stelle  überschreiten, 
iterscheiden  sich  um  weniger  als  1.  No. 

KPIN.    Sur  la  d^composition  d'un  iiombre  entier  en  une 
Summe  de   deux   cubes    rationnels.     Liouvilie.  J.  (2)  xv. 

217-237.  1870. 

Bezeichnet  man  mit  p  und  q  zwei  Primzahlen,  dered  Formen 
ezUglicb  18m +  5,  ISm+ll  sind,  so  ist  es  unmöglich,  die  Zah- 
'U  von  den  Formen  p"*,  q^,  2p''"+',  !^g3'»+^,  4^^»»+^,  4^"'+',  9p^+*, 
q^ii^  9p3m-f?^  9^«+^,  5p^-+',  5^^""+',  2^"»+»,  25^*"+'  als  Summe 
weier  rationaler  Guben  darzustellen;  m  ist  ganz,  positiv  oder  0. 
liegen  ist  das  Doppelte  einer  Triangularzahl  stets  als  Summe 
zweier  Guben  darstellbar.  Wenn  die  Summe  oder  die  Differenz 
zweier  Zahlen  eip  Gubus  ist,,  so  ist  ihr  Produkt  die  algebraische 
Summe  zweier  rationaler  Guben.  No. 

Lb  Besgue.     Demonstration  de   la   m^thode  de   Jacobi 
pour  la  formation  de  la  p^riode  d'une  racine  primitive. 

f.  R.  LXX.  1243-1251.  1870. 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  folgende  Theoreme:  „Jede  Wurzel 
»"ier  Congruenz  x'^^a,  wo  m=zn^  oder  ein  Theiler  von  n'  ist, 

^»id  0  zum  Exponenten  n  =  ^^  gehört,  hat  eine  Periode  von 

"••»Gliedern,  wenn  keiner  der  Reste  von  r^r^,,,r^'^  sich  in 
*^  Periode  von  a  findet".  —  „Ist  6«  =  a*,  wobei  6  nicht  in  der 
Periode  von  a  enthalten  ist,  und  g  die  kleinste  Zahl  ist,  welche 

^***r.d.||tih.  n.  2.  20 
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dieser  CoDgruenz  gentigt,  so  wird  x^^a  befriedigt  durch  x^a^b^^ 
/  <  fi,  II  <  g  und  g<  +  tM—  1  =  nv.  Sind  u  und  ^  theilerfremd,  und 
nur  dann,  so  gehören  die  Wurzeln  zum  Exponenten  ng".  — ■ 
„Wenn  (immer  bei  denselben  Bezeichnungen)  alle  Primtheilei 
von  m  auch  n  theilen,  so  haben  die  tn  Wurzeln  von  x'^^a  eine 
Periode  von  mn  Gliedern;   sind  die  Primtheiler  g^,  r, ...  von  m 

keine  Theiler  von  n,  so  haben  nur  mll j(l j...  Wur 

zeln  eine  Periode  von  mn  Gliedern".  No. 

J.  BoüRGET.    Sur  la  throne  des  racines.    Nouv.  Aon.  (2)  15 

505-513.  1870. 
Beweis,  dass  die  Tausender  einer  Wurzel  von  den  6  letzte 
Stellen  der  Zahl  unabhängig  sind,  und  ähnliches  mehr.    No. 

J.  BouRGET.     Note  sur  la  racine   carr^e  des   nombre 

approcll^S.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  541-545.  1870. 

Der.  Verfasser  erinnert  daran,  dass  im  Allgemeinen  die 
Quadratwurzel  aus  einer  angenäherten  Zahl  auf  eben  so  viele 
Stellen  richtig  sei,  wie  die  Zahl  selbst.  M. 

J.  LiOüviLLE.    Nouveau  thdorfeme  concernant  la  fonetion 

num^rique  F(Ä).      Llouville  J.  (2)  XIV.  260-263.  1869. 

Ist  m  eine  ungrade  Zahl,  relativ  prim  zu  5,  so  hat  man 
für  alle  Zahlen  /,  wofür  10m  -25«'>0,  die  Gleichung 

F(10m)  -  2^,F(10m-.25/')  =  2^,  (m), 
wo   F(/c)    die  Anzahl   der   binären   quadratischen   Formen  der 
Determinante  — /r,  in  denen  wenigstens  ein  äusserer  Goefficient 
ungrade  ist,   und  ^i(m)  die  Summe  der  Divisoren  von  m  be- 
deutet. M. 

J.  LiouviLLE.    Remarque  au  sujet  de  la  fonetion  ^^{n) 
qui  exprime  la  somme  des  diviseurs  de  f».    Lloaviile  J. 

(2)  XIV.  263-264.  1869. 

Ist  n =09  und  q  wieder  durch  a  theilbar,  so  hat  man 
^aq)  +  o/«  £;  (-1)  =  (oA  +  1)  f^(,), 
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(fo  ^  die  Summe  der  jEt***"  Potenzen  der  Divisoren  von  m  be- 
deutet Diese  Formel  ist  von  Bedeutung,  da  ^^  in  dem  Aus- 
iiQck  illr  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  ganzen  Zahl  durch 
(one  Summe  von  4  Quadraten  erscheint  M. 

J.  LdouviLLE.     Theoreme  concemant  la  fonction  numd- 

rique  Q2{n).      Liouville  J.  (2)  XIV.  302-304   1869. 

Zerlegt  man  die  ungrade  Zahl  n  in  irgend  zwei  Factoren 

i.i,  80  bedeutet  g^Qi)  die  Summe  i^C— 1)  ^  .  d^.  Bedeutet  m 
Bgend  eine  Zahl  von  der  Form  8k  +  7,  mit  Ausnahme  der  Qua- 
drate t'  von  ungraden  Zahlen,  so  ist : 

••<«•  ^    A    y 

E.  Pkllet.     Sur  les  fonctions  irr^ductibles  suivant  un 
module  prämier  et  une  fonction  modulaire.    C.  R.  LXX. 

388-330.  1870. 

Es  sei  i  eine  Wurzel  einer  irreductiblen  Congruenz  i^*^"  Gra- 
te mit  rationalen  Goefficienten ,  dann  bestimmt  der  Verfasser 
(He  Anzahl  der  ganzen  (nach  einem  Modul)  irreductiblen  Poly- 
Booe,  deren  CoefBcienten  rationale  Funktionen  von  t  von  be- 
ibuntem  Grade  sind,  und  giebt  Sätze  über  die  Zerlegung  eines 
iMh  einem  Modul  irreductiblen  Polynoms  mit  reellen  GoeflG- 
denten  in  irreductible  Faktoren  mit  rationalen  CoefBcienten, 
ferner  über  die  Zerlegung  einer  irreductiblen  Funktion  mit  ra- 
tionalen CoefBcienten  nach  der  Substitution  x^  für  rr,  und  über 
ife  Zerlegung  der  Funktion  a^—x  —  g,  wo  g  eine  rationale 
^^onktion  von  t  ist.  M. 

^  BiGNON.    Solution  d'une  question  (826).    Nouv.  Ann.  (2) 

Vffl.  415-417.  1869. 

^t  n  irgend  eine  ganze  Zahl,  so  ist  eine  der  Zahlen  n^ 

"^1*  »»'—4,  n*+3  durch  12  theilbar,  und  der  Quotient  giebt 

^  Zahl  der  verschiedenen  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung 

+  Sf-|-»=ii  in  ganzen,  positiven,  von  Null  verschiedenen  Zahlen. 

M. 

20* 


2Sß  III-  Abschnitt  (Nachtrag).    Zahlootheorie. 

A.  IjAisant.     Solution  d'une   question   (902).     Nouv.  An 

(2)  VIII.  315-317.  1869 

Beweis  des  Satzes:  „Jeder  vollständige  Cubus,  vermehrt  u 
3,  4,  5  oder  6  beliebige  Potenzen  von  V\  ist  kein  vollstilndig 
Cubus",  mit  Folgerungen.  M. 

S.Morel.  Solution  d'une  question  (914).  Nouv.  Ann.  (2)  vi: 

238-240.  1869. 

Sind  a  und  b  relative  Primzahlen,  so  enthält  ax-\-b  nur  i 
lative  Primzahlen  zu  m,  wenn  alle  Primfactoren  von  m  Theil 
des  a  sind.  Sind  aber  p^q^r,...  Primfaetoren  von  m  und  nie 
Theiler  des  a,  so  giebt  es  unter  m  auf  einander  folgenden  Zahl 

OiT+fc  (a;=a,  a+l,...a+m— 1)  genau  m\^ — V? j(^ j 

relative  Primzahlen  zu  m.  M. 

V.  Schlegel.    Solution  d'une  question  (889).    Nouv.  Ann. 

VIU.  91-93   1869. 

lieber  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lösungen  der  Gleich i: 
^  +  y  +  *  =  ^  in  ganzen  positiven  Zahlen.    Hinzugefügt  ist 
Note  eines  Ungenannten  über  die  verschiedenen  Lösungen    i 
allgemeinen  Gleichung  x^-}-x^-\ \-x„^  =  N.  M. 


Capitel  2. 
Theorie  der  Formen. 

J.  LiouviLLE.    Th^orfeme  concernant  les  uombres  entie: 

£Ee5   (niod.  12).      Liouville  J.  (2)  XIV.  7-8.  1869. 

2;f(^— g — J=.—^(—Jd^  wenn  m  =  dS=b  (mod.  12)  ni 

i  über  die  ungraden  Zahlen  sich  erstreckt,  welche  ^2m  und  a 
3  theilerfremd  sind,  wenn  F(/r)  die  Klassenanzahl  quadratisch« 
binärer  Formen  von  der  Determinante  — *  bezeichnet.    No, 
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J.  LiouviLLE.    Sur  la  forme  temaire  x^  +  2y'  +  3ä'.    Liou- 

ville  J.  (2)  XIV.  359-360.  1869. 

Die  Anzahl  der  Darstellungen  von  m  =  6^1*+ 1  unter  der  an- 
g^benen  Form  ist  =:F(6m),  wobei  F  die  oben  angegebene 
Bedeutung  hat.  No. 

J.  LiouviLLE.     Extrait   d'uiie    lettre   adress^e   k  M.  Le 

ßesge.      Liouville  J.  (2)  XIV.  1-6.  1869. 

2;(— 1)  2  tF(4/»-0=-2^(ö'-46');  wenn  m  auf  alle  mög- 

Hden  Arten  in  a*-f-46*   zerlegt   wird,   wobei   a   ungrade  und 
positiv  ist,  6  grade  positiv,  null  oder  negativ;   und  i  alle  un* 

graden  Zahlen   V'im  durchläuft.  No. 

J.  LiouviLLE.     Extrait    d'une   lettre    adress^e  k   M.  Le 

Besge.      Liouville  J.  (2)  XV.  298-302.  1870. 

Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  4  (Nachtrag). 

N.  DE  Khanikof.     Procdde  pour  rdsoudre,   en  nombres 
entiers,  r^quation  ind^termin^e  ^  +  ß/^  =  w^    C  R.  Lxix. 

185-188.  1869. 

Einfache  Methode  zur  praktischen  Losung  obiger  Gleichung, 
WPtindet  auf  einige  Eigenschaften  der  beiden  letzten  Stellen 
i^on  Quadraten.  No. 

^EKOKo.     Sur  la  r^solution   en  nombres  entiers  et  po- 
ßitifs  de  r^quation  a;"'  =  y"+  1.     Nouv.  Aud.  (2)  IX.  469-471. 

1870. 

Wenn  x  Primzahl  ist,  sind  nur  die  Lösungen  a;  =  3,  m  =  2; 
!f=2,  n^i  möglich.  No. 

^K  Besgue.    Note  sur  quelques  dquations  ind^termin^es. 

Nottv.  Ann.  (2)  VIII.  452.  1869- 
Manche  Gleichungen,    wie  a;'+y*  =  (4a  +  3)«;  a;*  =  y'-|-7; 
*+jf'=9«-|-r(r  =  3, 4,  5, 6)  lassen  sich  auf  die  Form  mi'\-r  = 
*''+r'(r^r')  bringen,  können  also  nicht  in  ganzen  Zahlen  auf- 
K^Iö8t  werden.    An  diesen  Aufsatz  schliesst  sich  an: 


2gg  III-  Abschnitt  (Nachtrag).    Zahleatheorie. 

J.  LiouviLLE.  Extrait'd'une  lettre  adress^e  k  M.  Lei 

Liouv.  J.  XV.  133-136.  1870. 

wo  ^  eine  beliebige  algebraische  oder  nuroeriBche  Funkl 
und«,!,  *,,tj  den  Gleichungen  4m  +  l=t*4-c5*+16*';  4« 
^^  +  <^i  +  8^ I  genügen,  in  denen  i  ungrade  und  positiv,  w 
positiv,  null  oder  negativ  und  s  willkürlich  sein  kann.    I^ 


Vierter  Abschnitt  (Nachtrag). 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und 
Combinationslehre. 


Serret.      Sur   un   problfeme    de    calcul   int^gi-al. 

.  de  rfic.  Norm.  VI.  177-185.  1869.    C.  R.  LXVin.  1182-37.  1869. 

err  Crofton  hat  der  Pariser  Akademie  (C.  B.  LXV.  p.  994) 
len  Satz  mitgetheilt: 

iine  Fläche  Sl  werde  von  einer  convexen  Grenzlinie  von 
ger  Gestalt  und  der  totalen  Länge  L  nmschloBsen;  nennt 
f  den  Winkel,  welchen  die  beiden  von  einem  äusseren 
3  (x,  y)  an  diese  Grenzlinie  gezogenen  Tangenten  mit  ein- 
bilden, so  ist 


#( 


(&-B\Ti&)dxdy  =  ^L'-nSi, 


das  Doppelintegral  über  die  ganze  Ebene  ausserhalb  der 
inie  erstreckt  wird".  S.  Fortschr.  d.  M.  I.  75. 
und  y  bedeuten  hier  rechtwinklige  Coordinaten. 
on  diesem  Satze,  auf  welchen  Crofton  Betrachtungen,  die 
ahrscheinlichkeitsrechnung  entnommen  sind,  geführt  haben, 
der  Verfasser  einen  analytischen  Beweis ;  nachdem  er  zu- 
gemerkt, dass  die  Formel  bestehen  bleibt,  wenn  die  Grenz- 
statt eine  continuirliche  Curve  zu  sein,  aus  geraden  und 
aen  Linien  zusammengesetzt  ist,  die  einen  beliebigen  Winkel 
inander  bilden,  wofern  man  alsdann  unter  &  denjenigen 
il  versteht,  unter  welchem  die  Grenzlinie  L  vom  Punkte 
aus  erscheint.  Es  genügt  offenbar,  um  diese  Formel  in 
ganzen  Allgemeinheit  abzuleiten,  die  Beschränkung  auf 
all,  dass  der  Umfang  L  ein  geradliniges  convexes  Polygon 
eliebig  vielen  Seiten  ist.    Der  für  diesen  Fall  geführte  Be- 
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weis,  so  elegant  er  übrigens  ist,  lässt  sich  in  Kürze  nicht  wieder- 
geben.    Es  sei  nur  angedeutet,  dass  das  Integral  der  Art  in 
Theilintegrale  zerlegt  wird,  dass  ein  solcher  Theil  sich  über  alle 
die  Punkte  (x^y)  ausserhalb  L  erstreckt,  deren  äusserste  Ge- 
sichtslinien durch  dieselben  zwei  Ecken  des  Polygons  hindurch 
gehen,  und  darauf  die  allen  möglichen  Combinationen  der  vor- 
handenen Eckpunkte    zu  je    zweien  entsprechenden  Theilinte- 
grale summirt  werden.    Statt  der  Coordinaten  x^y  werden  die 
Winkel  a,  ß  als  Variable  eingeführt,  welche  die  vom  Goordinaten- 
ursprung  —  der  im  Innern  von  L  angenommen  ist  —  auf  die 
beiden   äussersten   Gesichtslinien  des   Punktes   (x^  y)   gefällten 
Senkrechten  mit  der  positiven  Abscissenachse  bilden.    Im  zwei- 
ten Theil  des  Memoire  wird  in  ähnlicher  Weise  ein  anderer  eben-  - 
falls  von  Crofton  aufgestellter  Satz  abgeleitet,  des  Inhalts,  dass,^ 
wenn  in  einer  eine  Fläche  Si  umschliessenden  convexen  Grenz — 
linie  C  eine  Sehne,  p  die  Distanz  dieser  Sehne  von  einem  festeiiL 
Punkt  0,   &  den  Winkel  zwischen   der  Geraden  p  und  eine"  - 
festen  Geraden  OX  bedeutet,  die  Formel  gilt: 

jyC'dpd&  =  3Si\ 

wo  die  Integration  sich  auf  alle  Werthe  von  p  und  i^  erstreck*  ^ 
welche  eine  reelle  Sehne  C  geben.  Hr. 

W.  Crofton.     Sur  quelques  thdorfenies   de  calcul  int 

gral.      0.  R.  LXVIII.  1469-1470.  1869. 

Siehe  Abschnitt  VI.  Cap.  3  (Nachtrag). 


A.  G.  Melon.     Sur  les  combinaisons  complfetes.     Non»-- 

Ann.  (2)  VIII,  168.  1869. 

Ein  bekannter  Satz  weitläufig  abgeleitet.  No. 

De  St.  Germain.     Lettre  k  JVL  Bourget  sur  un  artie'  - 
des  Nouvelles  Annales.     Nouv.  Ann.  (2)  ix.  84-86.  1870. 

Kurzer  Beweis   des    von   Melon   (VIII.    1869)   bewiesen-^ 
Satzes  aus  der  Combinationslehre.  M. 


Fünfter  Abschnitt  (Nachtrag), 

Reihen. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

^*    Lemoine.      Note    sur    une    question    d'aritlim^tique. 

Kouv.  Ann.  (2)  IX.  368-369.  1870. 

Es  wird  bewiesen,  dass  die  fi""  Potenz  einer  ganzen  Zahl  / 
*^  Summe  von  /*  auf  einander  folgenden  Gliedern  der  Reihe 
der  ungraden  Zahlen  dargestellt  werden  kann,  wenn  ^,  /,  k 
S^Uze  positive  Zahlen  sind  und  fi^2k  ist.  Der  allgemeine 
^^tz  wird  dann  beispielsweise  auf  fi  =  2k  und  /ii  =  5,  k  =  2  an-. 
S^^andt.  T. 

^-  Catalan.  Note  sur  le  th^or ferne  de  M.  Lemoine  (Nouv. 

Ann.  (2)  VIIL  266).      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  90-91.  1870. 

Das  von  Doueet  bewiesene  Theorem  ist  enthalten  in  einem 
^^H  Herrn  Catalan  bereits  1841  gefundenen,  aber  nicht  veröflFent- 
*>chten  Satze,  der  wieder  ein  specieller  Fall  der  Bertrand'schen 
^^geln  für  die  Convergenz  ist  (vgl.  Bertrand's  Memoire,  Liou- 
^lle  J.  VII.  und  Catalan,  traitö  6l6m.  des  s6ries  p.  17).    M. 

^*  DoucET.    Note  sur  un  caractfere  de  convergence  des  s^- 

ries.      Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  266-269.  1869. 

Es  wird  mit  Hülfe  eines  bekannten  Gauss'schen  Satzes  der 
^^8  Laurents  Algebra  (S.  229)  citirte  Satz  bewiesen,  dass  die 
^eihc  «7*  +  «7*  +  w7*  +  ••  • 

^^nvergirt,  wenn  die  Grösse  ti„4-2  —  2  m,,^  i  +  w*  constant  ist  oder 
^«chst  Wy. 
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Ch.  Brisse.     Demonstration   d'un    th^orfeme    de    Grai 

relatif  aux  s^ries.     Nouv.  Ann.  (2)  IX.  36-37.  1870. 

Beweis  des  bekannten  Gauss'scben  Satzes  über  die  Com 
genz  der  Reihen,  deren  Yermehrungsfactor  eine  gebrochene 
gebraische  Funktion  der  Gliednummer  ist  Wy. 

Ungenannter.    Note  relative  k  quelques  cas  de  conv 
gence  ou  divergence  des  s^ries.    Nouv.  Ann.  (2)  ix.  107- 

1870. 

Beweis  eines  besonderen  Falls  desselben  Gauss'scben  Sata 

Wy. 

E.  Catalan.  Sur  quelques  d^veloppements  en  sdries.  Nc 

Ann.  (2)  IX.  199-202.  1870. 

Beweis  und  Anwendung  der  flir 

F(iF)  =  afXbx)  +  aff(x) 
geltenden  Reihen 

(f(x)  +  a(p(bx)  +  oV(6*a?)  +  •••  =-^^-^ — , 

auf  Kreisfunktionen,  wenn 

k  =  lim.  arF(l/'x)y 

u  =  lim.  — -— 
bedeutet  Wy. 

Bailland.    Note  sur  les  s^ries  de  termes  positifs.    ^ 

de  rfic  Norm.  VI.  185-202.  1869. 

Reproduction  bekannter  Sätze.  Wy. 

A.  Genocchi.     Sur  la  th^orie  ^Idmentaire  des  prodi 

infinis.      Nouv.  Ann.  (2)  Vm.  121-133.  1869. 

Der  Verfasser  giebt  eine  elementare  Herleitung  der  al 
meinen  Sätze  über  Convergenz  unendlicher  Produkte  nach  < 
von  Wderstrass  (Grelle  J.  LI.  18-33)  angegebenen  Verfah: 
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Er  legt  die  von  Nicole  (Nonv.  Ann.  (2)  VI)  gefundene  Identität: 

0-6    a+c.'^(a+rj(a+i»,)^'*' ■^(o-l-i».Xa+t),)...(o+i>.X«-ft) 

KU  Orande,   welche  sich  durch  die  Substitutioii  — j- —  =  ti«  in 
folgende  umwandeln  lässt:  ** 

n  (i+t*.)=i+ti.+(i+tio)«H-o+ti,)(i+ti,)ti.+- 

Die  Reihe  rechts  wird  ftlr  reelle,  imaginäre  und  eomplexe 
tf»  ontersucht.  M. 

F.  DiDON,    Sur  certains  systfemes  de  polynomes  associds« 

Ann.  de  TÄc.  Norm.  VI.  111-127.  1869. 

Es  seien  üb,!  Ui^i  Ü2,i...  U^,x 

Polynome  von  den  resp.  Graden  0, 1,2, 3..ejEt,  so  werden  die 
Polynome  der  Beihe: 

^^n    ersteren  zugeordnet  (associäs)  genannt,   wenn  f&r  (i^v 

/^M,Xrr,ldx==0  ist. 

^  Die  verschiedenen  Werthe  des  Index  k  bezeichnen  verschie- 
dene Arten  der  Zuordnung,  die  wir  der  Kürze  wegen  folgender- 
^assen  zusammen&ssen: 

Es  werde  I/^,i  durch  die  /i  Bedingungen  definirt: 

^  ü  ü  0 

^^im  ergiebt  sich  ftar  ü^^i  bis  auf  einen  constanten  Faktor: 
l^.  --%^    4N.(*+l)(i+^+l)(i+2A  +  i)...(i+0i-l)A+l)  . 
^'*     S^     ^  1.2.3...f.l.2.3..\f4-i 

Die  zugeordneten  Polynome  Vu,i  erhält  man  dann,  wenn 
"^^an  setzt:  • 

Für  A  =  1  erhält  man 

^6  Funktion,  welche  in  die  Legendre'sche  X^  übergeht,  wenn 
•  durch     T     ersetzt  wird. 
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Die  Uju^k  haben  folgende  Eigenschaften: 

1)  Die  Wurzeln  der  Gleichung  f/^^;  =  0  (desgl.  von  F]w,2=( 
sind  Bämmtlich  reell  und  liegen  zwischen  0  und  1. 

2)  In  der  Entwickelung  von  (/^,;ilogM J  nach  fallende 

Potenzen  von  x  fehlen  die  mit 

i^    J_       1         1^_ 

behafteten  Glieder. 

Dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  obigen  Bedingung^ 
gleichungen  für  l/^,;. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann,  wenn  der  Kürze  wegen  (f(a 
f^T  Ufj^x  gesetzt  wird: 

3)  (fQx)  log  (i  -  — )  +  «i3p(ax)  log  (l  -—)...  -(- 

+  a^-^(;p(«^-'a.)log(l -^)=P+^f^  +  ..., 

wenn  a  eine  primitive  l*^  Wurzel  der  Einheit  und  P  eine  gans 
Funktion  von  x  bedeutet. 

4)  Uft,x  (desgl.  V^^x)  gentigt  einer  linearen  homogenen  Diflfi 
rentialgleichung  k+V"'"  Ordnung,  welche  eine  Verallgemeinerur 
der  DifFerentialgleichung  2'*'''  Ordnung  für  die  hypergeometriscl 
Reibe  bildet.  Aus  dieser  wird  die  Eigenschaft  (2)  von  Neue 
abgeleitet. 

Als  erzeugende  Funktion  ftlr  das  System 

Uii^x  Vi^x  Ü2,2 1/3,/ . . .  oder  für  ^Z  a^  Vp,i 

wird  mit  Hülfe  der  Lagrange'schen  Reihe  der  Ausdruck ; 

a  d 

gefunden,  wo  z  die  Wurzel  der  Gleichung:  »  =  a— ^j b< 

deutet.  •  ]/r^Ii 

Für  das  System 

Ko,;K|,;F.,i... 

erhält  man  als  erzeugende  Funktion  x"'   "^^  *  ^^^  Gleichur 

»  =  a?  -f  a«  («^—  1 )  gentigt.  Hr, 
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Besondere  Reihen. 

Gr.  Darboüx.  Sur  la  serie  de  Laplace.  c.  R.  Lxvni.  324.  1869. 

Die  von  Laplace  verallgemeinerte  Lagrange  sehe  Reihe  wird 
in  eine  übersichtliclie  Reihe  gebraclit  und  Convergenzbedingungen 
aufgestellt.  Wy. 

P-  Tardy.    Note  sur  uiie  fonnule  de  Leibniz.    Nouv.  Ann. 

(2)  Vni.  69-77.  1869. 

Identisch  mit  der  im  l"'"  Bande  dieses  Jahrbuchs  p.  85  be- 
sprochenen Arbeit.  Wy. 

J*  BüURGET.  Note  sur  les  s(^ries  de  Taylor  et  de  Maclaurin, 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  537-540.  1870. 

Nichts  Neues.  Wy. 

K*     Lucas.      Note    sur    les    coefficients    du    biiiöuie    de 

Newton.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  308-310.  1870. 

Man  weiss,  dass  fUr  irgend  eine  Potenz  des  Binoms  die 
^^mme  der  Coefficienten  der  graden  Stellen  gleich  der  der 
^oefficienten  der  ungraden  Stellen  ist.  Der  Verfasser  leitet  für 
^i^  Summen  der  Coefficienten  der  Stellen,  von  drei  zu  drei  ge- 
kommen, ähnliche  Gesetze  ab.  M.  * 

^B  VnuEU.      Solution   d'une   question   (615).     Nouv.  Ann. 

2)  IX.  231-234.  1870. 

Ueber  die  Produkte  entsprechender  Glieder  in  arithmetischen 
Leihen  höherer  Ordnung.  M. 

J*  Chatelain  und  Moret-Blanc.  Solutions  de  la  question 

951.      Nouv.  Ann.  (2)  VUI.  533-535.  1869  und  IX.  89-90.  1870. 

Beweis  der  Formel 
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S.  Bealis.     Identitds  arithm^tiques.     Nouv.  Ann.  (2)  IX. 

bis  547.  1870. 

I.  Der  Ausdruck 

worin  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  Ti  den  Coefficienten  voj 
a^  in  der  Entwickelung  von  (i— a;)*»+*  bedeutet,  ist  =0,  sobal^sd 
k   eine    ungrade    positive    Zahl    ^2n— 1;    aber   =2'*,    wem 
ik  =  2ii+l. 

n.  Der  Ausdruck 
/]C*)  =  n*  +  r,(n-l)*+T.Cn-2)*+...-fr,Cn-t)*  +  ... 

+r,_3-3*+n_2.2*+r.-i.i*, 

worin  n  eine  ganze  Zahl  >  1 ,   und  Ti  der  GoefBcient  von  af  xx^  ^J 

der  Entwickelung  von  (1— a;)'*,  ist  =0,  wenn  h  eine  grade  IZah 

{ 

zwischen  0  und  2n;  aber  =:-^  für  &  =  2ra.  IL 

Ph.  Gilbert.    Sur  la  somme  des  puissances  semblablef 
des  termes  d'une  progression  aritlira^tique.     Nouv.  Am 

(2)  VIII.  434-437.  1869. 

Es  wird 

a,,p  =  |tiP  +  (^  +  a>>  +  (|ti  +  2a)^+...+(iti  +  «ii)P, 
wo  n  und  p  ganze  Zahlen  bedeuten,  als  Funktion  von  On^^^  z^ 
On.p-'*  etc.  ausgedrückt  M- 

E.  Pellet.     Solution  d'une  question  (853).     Nouv.  Ann. 

(2)  IX.  417-419.  1870. 

Es  handelt  sich  um  die  Summe  der  Reihen  ^^ok^ — ^ 

1.^.  o.*.ti 

wo  q>  ein  Polynom  p**"  Grades,  und  £^-4^  wo 

/(«)  =  (n  +  a)(n  +  a  +  l)...C«  +  a+p) 
und  (p  ein  Polynom  vom  (p— 1)*^°  Grade  höchstens.         M. 

Desire  Andre.    Solution  d'une  question  (838).    Nouv.  Ann. 

(2)  IX.  86-88.  1870. 

Bezeichnet  p !  9^  das  Produkt  von  p  auf  einander  folgenden 
Zahlen,  deren  erste  (a— l)p  ist;  femer  p\q^  ein  eben  solches 
Produkt  von  Zahlen,  deren  erste  (a— l)p— a;  p\q^  ein  drittes 
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ciit  dem  Anfangsgliede  (a— l)p— 2a  u.  s.  f.^  bis  man  null  oder 
ine  negative  Zahl  erhält,  so  ist 


a.-.l=9,-^,^  +  P(^,,_etc. 


M. 


>•  Healis.  Demonstration  d'une  formule  de  tiigonom^trie. 

Nonv.  ADD.  (2)  IX.  12-20.  1870. 

Neuer  Beweis  der  von  Euler  (Nov.   Gomm.  Petrop-  VIIL 
L&7)  gegebenen  Formel: 

. .  X  X  X  o;      sin  o; 

Lim  cos  y .  cos  gr  •  CO»  gT  —  cos  gj;- = -^, 


2    ™2 
mit  Hülfe  der  Relation: 

XXX  X  \      f  X 

coa-^.co82rC08^-oo8^=2;r-,Loos2^+co8 
und  Folgernngen. 


3a; 


■(2'-<>1. 
2' 


+C08""  ^,'^~'']; 


M. 


S.   Lucas.    Note  sur  les  sommes  des  puissances  sem- 
l)lables  des   n    premiers    nombres    entiers.     Nonv.  Ana. 

(3)  IX.  49-53.  1870. 

Durch  Gruppirung  der  n'  Glieder  in  Zahlenquadraten,  die 
eine  Verallgemeinerung  des  Quadrates 


1  1 
1  1 
1  1 

i 
1 

• 

1 

1 
1 
1 

1  1  1 

1 

und,  gewinnt  der  Verfasser  einfache  Relationen  zwischen  den 
Summen  gleich  hoher  Potenzen.  Die  Verallgemeinerung  be- 
steht darin,  dass  Horizontal-  und  Verticalreihen  andere  gesetz- 
iDbsig  fortschreitende  Zahlenreihen  sind.  M. 


Sechster  Abschnitt  (Nachtrag). 

Differential-   und  Integral  -  Rechni 

Capitel  L 
Allgemeines. 

J.  Bertrand.     Traite  de  calcul  diff^rentiel  et  de  c 

integral.      Paris  Gauthier -Villars.    Calcul  diff^reDÜel  1864.  - 
cul  iDtegral.    Integrales  definies  et  iDdöfinies.  1870. 

Die  beiden  ersten  Theile  des  vorliegenden  Werkes  ent 
eine  grosse  Fülle  und  Mannigfaltigkeit  des  Stoffes  und 
scheiden  sich  dadurch,  sowie  durch  Reichhaltigkeit  voi 
spielen  von  den  bekannten  Werken  über  Differential-  und 
gralrechnung.  Aber  gerade  diese  Mannigfaltigkeit  verbiete 
das  Einzelne  einer  wenn  auch  rein  sachlichen  Kritik  zu 
werfen.  Wir  verweisen  desshalb  auf  die  Kritiken  von  SU 
den  Göttinger  Gelehrten  Anzeigen  1865,  St.  18  und  1870,  i 
Der  dritte  Band  des  Werkes  wird  die  Differentialgleichung( 
handeln.  & 

Debacq.     Theorie  des  infiniment  petits.     Mondes  (2 

487.  XX.  77-86.  173-176.  368-373.  761-765.  1869. 

Fortsetzung  der  Arbeiten,  die  im  1*""  Bande  der  Fo 
p.  94  angeführt  worden  sind.  Sie  enthalten  weitere  Reflex 
über  die  vom  Herrn  Verfasser  gegebene  Definition  des  une 
Kleinen,  Yertheidigungen  gegen  Angriffe,  und  zum  Schlus 
Ableitung  der  bekannten  Resultate  über  Funktionen,  die  ftl 

cielle  Werthe  die  Form  —  annehmen.    Der  letzte  Artikc 

hält   ein  R6sum6  über  die  Arbeiten    des  Verfassers  mit 
Kritik  der  DuhameFschen  Differentialrechnung.  ( 
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A..  Genocchi.     Sur  le  passage  des  difFdrences  aux  diflf^- 

rentielles.      Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  385-388.  1869. 

Die  Beweise  f\lT  den  Satz 

wie  sie  sich  in  den  bestempfohlenen  Lehrbüchern  der  Differential- 
rechnung  finden,   scheinen  dem  Verfasser   wenig   befriedigend. 
Sein  Beweis  des  Theorems,  in  welchem  er  behufs  grösserer  All- 
gemeinheit annimmt,  dass  die  successiven  Zuwachse  von  x  die 
gleichen  oder  ungleichen  Grössen  ä,  h^,h^  ejp.  seien,  ist  folgender: 
Es  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  die  Definition  der  J  und  d 

dx  ^  dx'^ 

«ad  hieraus  durch  Schluss  von  n  auf  w  +  i : 

'dy\     d(J''y) 


^■© 


dx^         dx 

£s  sei  nun  e  eine  mit  h  verschwindende  Grösse,  dann  ist 
darch  Definition: 


und 


h       dx 
Wenn  ^V  _       '^y  _  t 


«««etztwird:         ^y,_dy,  ^_dl,. 

"h,   ~dx'^  "   h,  ~dx^    ' 
'"  *,  und  «'  ebenfalls  mit  ä  verschwindende  Grössen  sind. 

Aber  rfy.  _  i  djJy)  ^  1  jMy\^Jy' 

dx       h     dx         h     ^rfx/        h ' 

A.  -rfx+*+  " 


"•  0. 

"n*    hieraus: 

•""•  AA.      rfx'- 

Durch  Schluss  von  n  auf  w  +  1   wird  dann   die  allgemeine 
*orixi0i  bewiesen: 

hm.  TT — ^—  =  -j^.  Hr. 

''^'^lir.  d.  Math.  IL  2.  21 
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F.  TissERAND.    Sur  un  point   du  calcul   des  difiP(^rences. 

C.  R.  LXX.  678.  1870. 

Sind  die  Werthe  von  f(jx)  für  die  aequidistanten  Werthe  ^ 
von  a?,  die  in  dem  Ausdruck  x^+pw  (p  eine  ganze  positive  oder  -r^ 
negative  Zahl)  enthalten  sind,  bekannt,  so  handelt  es  sich  danim^  j 
die  Werthe  der  auf  einander  folgenden  Derivirten  und  Integral^^ 
von  [(x)  als  Funktion  der  DiflFerenzen  /**,/*'...  zu  bestimniea^r: 
fttr  welche  die  Gleichungen  gelten: 

r(^o+pii^+|-)^r(^o+p«'+|-)--K^o+p"'-f). 

Dieselben  sind  in  gleicher  Weise  nach  den  negativen  Indien  es 
der  f  hin  fortzusetzen.  Zur  Losung  der  gestellten  Aufga^  be 
werden  ohne  weitere  Ableitung  3  Gruppen  von  Formeln  mitj — re- 
theilt 

In  den  ersten  beiden  Gruppen  sind  die  Integrale  zwi8ct:m.eo 

x^  und  Xy   in  der  letzten  zwischen  x^  und  x-\--^  genommen; 

und  in  dieser  der  Werth  der  Derivirten  fUr  das  Argument  x  -] —  -^ 

angegeben.  In  allen  3  Gruppen  lassen  sich  die  Ausdrücke  für 
die  n'*°  Integrale,  aus  denen  für  die  n'^"  Derivirten  durch  Ver- 
tauschung von  n  mit  —n  ableiten.  Endlich  ergeben  sich  so^fv^chl 
zwischen  den  numerischen  Coefficienten  in  den  Integralen  sls 
zwischen  denen  in  den  Derivirten  gewisse  die  successive  Berech- 
nung erleichternde  Relationen.  Hr. 
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DifFerentialrechnung. 

E.  Lemoine  et  Gerono.    Note  sur  la  fonction  y =a*- 

Nouv.  Ana.  (2)  VIII.  526-527.  1869. 

Berichtigung  einer  Stelle  in  Serret's  Traiti  de  Calcul  di 
rentiel  I.  55,  betreflFs  der  Wurzeln  der  Gleichung  a""— a?=0.     Äl^ 


[i 
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C.    CoMBEScuBE.     SuF    quclqucs    formes    diffi^rentielles. 

C.  R.  LXX.  1164-1167.  1870. 

Bestehen  zwischen  den  Variablen  x^x^  .,.Xn  die  m  Gleichungen : 

/i C^i  ^t  •  •  •  ^n)  =  0, . . .  /m(iC|  i», . . .  a?«)  =0, 
wo  n^^ny  und  ersetzt  man  dieselben  durch: 

o=iP.=/;, 

wo   die  1^  beliebige  Funktionen  bedeuten,  so  kann  man  die  9 
durch  die  Bedingung  bestimmen,  dass 

i=zi  dxi  dxi        ' 
wenn  r^$\  man  erhält  alsdann,  zur  Bestimmung  von  d'^J^'^y  i>(/\.. 
*Ji»)j  p— 1  in  diesen  Grössen  lineare  Gleichungen,  wodurch  die  q> 
bestimmt  sind.    Setzt  man  nun 


/(^')+(t)'+-"+(0 

und 

wo  die  lA  beliebige  Funktionen  sind,  welche  die  Belationen: 

OffUlen,  so  erhftlt  man  die  allgemeinste  Transformation  der  f 
^  solche  Funktionen  F,  dass 

i   aXi  äXi 

■ 

i^  nachdem  g  und  h  verschieden  oder  gleich  sind. 

Dies  wird   auf  die   Bestimmung    der  Multiplikatoren   X  in 
^«n  Gleichungen  der  Dynamik  angewandt.    Man  findet: 

i     *(ixi      ij  dXidxj  dt  dt ' 
^^  X^  ...  Xn   die  Kraftcomponenten   und   f^  (a?,  . . .  a?,)  =  0, . . . 
•■C«! . . .  a?„)  =  0    die   Bedingungsgleicbungen   in   der   oben   be- 
rechneten transformirten  Gestalt  darstellen.  Hr. 


21* 
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Integralrechnung. 

F.  DiDON.   Sur  uue  integrale  double.   Ann.  de  rfic.  Norm,  v: 

89-96.  1870. 

Es  handelt  sich  um  den  Werth  des  Doppelintegrals  : 

wo  ^  eine  ganze  positive  Zahl,  a<l,  6<  1^  und  die  IntegratL  ^o 
sieh  auf  alle  Werthe  von  x  und  y  erstreckt,  welche  der  Bei  Fü- 
gung a;'4-y*=^  genügen.    Setzt  man: 

wo  A  eine  positive  ganze  Zahl,    so   erhält  man  durch  Amalige 
Differentiation  von 

die  Beziehung: 

Es  wird  nun  vermittelst  bekannter  Eigenschaften  der  Legendre'-^ 
sehen  Funktionen  XJ^x)  abgeleitet,  dass 

ausser  wenn  n  =  n'=:2m,  und  indem  zugleich  für  diesen  aus- 
geschlossenen Fall  der  Werth  des  Doppelintegrals  ermittelt  wird 
erhält  man: 


# 


(1-  2aa;  +  a')-^"'  (l-26y+6')~^""*  (1  -»'-»'y-'  *«?rfy» 


durch  eine  unendliche  Reihe  ausgedrückt,  welche  summirt  dui 
das  bestimmte  Integral 

0 

dargestellt  werden  kann,  wo  ar=zah. 

Indem  das  nämliche  Verfahren  auf  die  Entwickelung : 
—  log(l— 200? +a')  =  22:0"  Ä«(a?) 
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aufwandt  wird,  aus  welcher  man  durch  Amaliges  Differentiiren 
nach  X  die  Beziehung: 

/) .  ^ L_       rfifi-±iW 

erhält,  wo  Qn{x)  den  CoeiBcienten  von  a*  in  der  Entwickelung 
von  (1— 2aa?  +  0~^  l>6deutet,  ergiebt  sich  für  das  Doppelintegral 

eine  Reihe,  deren  Summe  gefunden  wird: 


■"1.2.3...(A-1)  da^-*' 
wo  a  =  a6,  und  1/  abgesehen  vom  Vorzeichen  entweder  gleich 

arctg  a  vermindert  um  die  —^  ersten  Glieder  der  Entwickelung 

^on  arctg  «   nach  wachsenden  Potenzen   von  }/«,  oder  gleich 

f  X 

2'^^S(*4-^)  vermindert  um  die  Hälfte  der  -^ — \  ersten  Glie- 
der der  Entwickelung  von  log  (1  +  a)  nach  wachsenden  Potenzen 
^ou  «,  je  nachdem  X  ungrade  oder  grade  ist.  Hr. 

TissoT.    Sur  rint^orration  d'une  classe  de  fonetions  traiis- 

o 
Cendantes.      J.  de  l'fic.  Pol.  Cah.  43.  201-213.  1870. 

Es  handelt  sich  tim  die  Integrale 


/ 


l'JC 


^'^  denen  F(x)  und  X  ganze  Funktionen  vorstellen,  oder  F(x) 
^'^^nigstens  rational  ist:  im  Wesentlichen  um  zu  ermitteln,  wann 
Wcl  dieselben  in  endlicher  Form  darstellen  lassen,  und  den 
^^crth  der  Integrale  zu  extrahiren.  Wy. 

*^*  A.  Serret.      Sur    un    problfeme    de    calcul    integral. 

Ann.  de  rfic.  Norm.  VI.  177-185.  1869.  —  C.  R.  LXVIII.  1132-1134. 
iB69. 

Siehe  Abschnitt  IV.  (Nachtrag)  p.  289. 
•   Crofton.    Sur  quelques  thdorfemes  de  calcul  integral. 

^.  R.  LXVIII.  1469-1470.  1869. 

.^      Eine  Fortsetzung  der  durch  die  Methoden  der  geometrischen 
^LrBcheinlichkeit  gewonnenen  Sätze  tlber  Doppelintegrale  (s. 
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Fortschritte  I.  75).  „Zieht  man  in  einer  convexen,  die  Fläc 
Si  umechliessenden  Curve  eine  Sehne  und  nennt  p  das  Ton  eini 
festen  Punkte  0  auf  C  gefällte  Loth  und  &  den  Winkel,  welch 
p  mit  einer  festen  Geraden  OX  macht,  so  kann  man  C  i 
Funktion  von  p  und  &  ansehen,  und  hat 

/yC'dpd&=^3Si\ 

erstreckt  über  alle  p  und  &,  welche  eine  reelle  Sehne  C  geben". 
Zu  erwähnen  ist  noch  der  Satz:  „Die  mittlere  Länge  einer  Sehi 
welche  man  willkürlich  in  einer  geschlossenen  Gurre  L  gezog 

hat,  ist  ~'\  M. 

R.    Hoppe.      CoroUaire    au    th^orifme    de    M.    Croft^ 

0.  R.  LXX.  1394-1397.  1870. 

AusSerrefs  analytischem  Beweise  des  Crofton'schen  Theorei 

jyi&  -  sin  &)  dxdy  =  ^  L'-  nSi 

(s.  Foi-tschr.  I.  75,  IL  289  und  Ann.  de  FEc.  Norm.  VL  177),  las« 
sich  3  ähnliche  besondere  Theoreme  gleichzeitig  herleiten,  da  ( 
Integral  in  3  irreductible  Theile:   eine  Summe  von  Polygor 

r=-^LM,  eine  Summe  von  Kreissectoren*  (=  —  ;iiß)  und  e: 

Summe  von  Produkten  aus  einem  Logarithmus  und  einem  Po 
gone  (=0)  zerfällt.  M. 

F.  DiDON.    Ddveloppemeiits  sur  certaines  s^ries  de  po. 
nomes   a  un   nombre  quelconque  de  variables.     ^ 

de  l'fic.  Norm.  VII.  247-268.  1870. 

Wird  das  Polynom  P„,„  definirt  als: 


m.H  —  '»m.n 


'  (y5— !)«+*  dy^  da^  ' 

worin    kfn.n  eine  Constante  bezeichnet,   so   betrachtet  der   ^ 
fasser  das  Doppelintegral 


fß 


Pm,n  Ptn*,n'  dx  dy, 

erstreckt  über  alle   Punkte  innerhalb  des  Kreises  ^*+y* 
Diese  Funktionen  P^^n,  die  das  Doppelintegral   unter  des* 
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dingung,  dasg  (m— wO'+ («— n')'  von  Null  verschieden  ist,  ver- 
Behwinden  machen,  haben  die  grösste  Analogie  mit  den  Kugel- 
fanktionen;  jede  beliebige  Funktion  zweier  Variabein  kann  durch 
BJe  annähernd  ausgedrückt  werden.  Femer  untersucht  der  Ver- 
fasser eine  Reihe  von  Polynomen  P^^k,  welche  der  allgemeineren 

Gleichung  ^P.,.P.,..A(^,y)rfxrfy  =  0. 

mit  der  Bedingung,  dass  nicht  zugleich  tn=m\  n^n*  ist,  genügen. 
Die  Integration  kann  hier  innerhalb  irgend  eines  Bereiches  ge- 
maeht  werden.    Solche  Funktionen  hängen  zusammen  mit  dem 

htegral  1 1 1  \_  A ^  und  führen  zu  einer  Verallgemeinerung 

der  Theorie  des  Integrals  /   ^^ — .    Die  Ausdehnung  der  ge- 

a 

wonnenen  Resultate  auf  beliebig  viele  Variable  ist  sehr  einfach. 

M. 
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Bestimmte  Integrale. 

J-  LiouviLLE.     Exti-ait   dWe  lettre   adreas^e  ä   M,  La 

Besge.      Liouville  J.  (2)  XV.  7-8.  1870. 

/;(.+l).K.,4=|./^,+  l)?.     KO. 


0  u 


^'   LiouviLLE.     Extrait   d'une   lettre  adressee  ä  M.  Le 

Besge.      Lioaville  J.  (2)  «ST.  298-302.  1870. 

Anmerkung  über  ein  bestimmtes  Integral.  —  lieber  qua- 
^^^tische  Formen,  deren  Determinante  mit  verändertem  Zeichen 
^  O  und  =3  (mod.  8)  ist.    Endlich  die  Relation 

u  u 

*"•  TissKRAND.    Sur  rinterpolation.     0.  R.  LXVIII.  iioi.  1869. 

/'^^  fCx)  d(x') 
^^7==~  f(x)  aus  n  +  i 
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Werthen  a,a^,a^.,.a»  in  dem  Intervalle  zwischen  —1  und  +" 
iDterpoIirt,  so  hat  Jaeobi  gezeigt,  dass^  um  bei  der  mechanischer^ 
Quadratur  dieses  lutegrals  denselben  Grad  der 'Annäherung  Ui 

f(x)dx   die  Anwendung  doa 

— i 
Wurzeln  der  Gleichung  P"(x)=0  ergiebt,  die  Zahlen  aJa^^a^ 

die  Wurzeln  der  Gleichung:  cos  («  + 1  arccos  a:)  =  0  sein  mtUs^ 
Es  wird  nun  weiter  nachgewiesen,  dass  die  Goefficienten  R 

dem  Ausdrucke  2!Rf^K(^fi)j  der  alsdann  fttndie  Quadratur    ^ 

halten  wird,  säuimtlich  einander  gleich  und  zwar  = — -^  werd.« 
und  folglich  die  Quadratur  selbst  den  Ausdruck 

H+i;^JV^^'^  2(n4-i)  J 
erhält.    Dies  Resultat  lässt  sich  leicht  geometrisch  deuten. 
Setzt  mau  x  =  cos  ^,  so  wird  das  Integral 

0  0 

und  die  entsprechende  Quadratur: 

Die  Fläche  der  Curve  y  =  (f{C)  zwischen  £=0  und  ^= 
wird  also  durch  einfache  Zerlegung  in  Rechtecke  erhalten  u 
der  Fehler  hängt  nur  ab  von  dem  Goefficienten  von  cos '" 
(oder  von  cos(2ii  +  l)C)  und  den  folgenden  in  der  Entwickel' 
von  /"(cosO- 

Dies  wird  auf  die  Interpolation   der  graden   periodis 
Funktionen  angewandt.  •• 

i 

Sei  /',0  =  y5o+2:fi»co8f^  wo  bekanntlich 


I) 


ist,  so  erhält  man  die  sehr  angenäherte  Bestimmung  von 
w+i  gegebenen  Werthen  der  Funktion  durch; 

-"♦  nur  von  dem  Goefficienten  von  cos  (2i 
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Fttr   den  Fall  einer  graden   periodischen  Funktion  von  2 
Variabein,  in  welchem  man  hat: 

/(£,  SO  =  y  ßu,o  +  2:  ß^,*  cos  t£  cos  ä£', 

bestimmt   man   die   (n+l)'   Werthe   von   /(S^  £0»   welcbe   den 

Werthen:    — t-ii  —r-r  "  *  ^^    .  A    von  f  und  f'  entsprechen, 
«  + 1    n  + 1        2(n  +  1 ) 

und  der  Werth  von  ß,,*  wird  genau  sein  bis  auf  Glieder,  welche 

von  dem  Coefficienten  von  cos  (2w  -f-  2— if )  •  cos  (2n  +  2— Ärf ')  und 

den  folgenden  in  der  Entwickelung  von  fi^yO  abhängen. 

Die  Formeln  fttr  Bi  und  Bi,k  fallen  mit  denen  zusammen, 

welche   man  erhalten   wUrde,   wenn    man   die  Entwickelungen 

rojx  ^O  und  /"(^fO  auf  ihre  n+i   bez.  (ti  +  ty  ersten  Glieder 

^iuachränkte,   indem  man  S,   bez.  C  und  S'  die  obigen  Werthe 

ertheilte  und  die  erhaltenen  Gleichungen  auflöste.  Hr. 

Ch.  Hermite.    Sur  Tintc'grale  /^\^^^^^-r—^.    Bull.  Math. 

1  320-323.  1870.  Jf  ^  -  ^^  ^^»  «  "f"  ^ 

Dieses  Integral  ist,  als  Funktion  von  a  angesehen,  periodisch, 

aa  f(a -\- Tt)  =  —  f(^a)  ist,  und  man  findet  seinen  Werth  =+-ö- 

^der  — -g-?  je  nachdem   a  zwischen  2n7i  und  (2ii  +  l);i  oder 

^vriachen  (2n—l)n  und  2n;i  liegt.    Dies  führt  auf  die  Darstellung 
dieser  discontinuirlichen   Funktion   durch    die   trigonometrische 

Reihe  sin  a  -] ^ 1 1 Dieselbe    discontinuirliche 

Funktion  ergiebt  auch  das  Integral  / M. 

j{  (a— jr)yt— a:' 
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Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

Andrejeavsky.     Sur  Tint^gration   de  quelques  Äjuations 
difF^rentielles    du    second    ordre  par   la  m^thode    du 

facteur.      C  R   LXVII.  716-720    1869. 

Für  DiflFerentialgleicliungen  von  der  Form: 

A+By'+  Cy^  +  Dy^+^ +Ey^-^y"=0, 
wo  A,B^...E  Funktionen  von  x  und  y  sind,  m  irgend  eine  yo'Mi 
Null  verschiedene  Zahl  ist,  erhält  man  das  erste  Integral  dttroli 
Quadratur,  wenn  die  Goefficienten  den  beiden  Bedingungen  g* 


+  "<— F— /'=^' 


<l)  <l)^„ 


dy  dx 

Der  integrirende  Faktor  wird: 

i 
E 
wo 


M=-Le'''', 


und  das  erste  Integral  lautet: 


/' 


M(iAdx+  Bdy)  +  —  y^  =  a. 


Ein  besonderer  Fall  ist  ^4  =  0,  5  =  0;   man  kann  dann  ^J^* 
beschadet  der  Allgemeinheit  m  =  \  nehmen  und  man  hat: 

Da  die  erste  Bedingung  von  selbst  erfüllt  ist,  so  ist  di^^ 
Gleichung  integrirbar,  wenn 


dy  dx 

Für  —=zf(x\  —=z(f(y)  gelangt  man  zu  einer  Gleicha>^^' 

die  bereits  Liouville  in  seinem  Journal  (1)  VII.  p.  134  integ^^ 
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t.  Der  Verfasser  wendet  seine  Methode  noeh  auf  eine  Reihe 
mplieirterer  Fälle  an,  bei  denen  er  sich  darauf  beschränkt, 
^  Resultate  ohne  weitere  Ableitung  mitzutheilen.  Hr. 

:>LLET.  Th(5orie  du  facteur  pour  rintdgration  des  ex- 
pressions  difRJrentielles  du  premier  ordre.  (Extrait 
par  Tauteur.)     c  R.  LXViii.  799-803.  1869. 

Bertrand.    Ilaj)port  sur  un  Memoire  de  M.  Collet  in- 
titul^ :  Theorie  da  facteur  etc.     C  R.  LXVIII.  1534. 1869. 

Nach  der  Analyse,  die  der  Verfasser  von  diesem  Memoire 
ebt,  ist  der  Inhalt  desselben  mit  einigen  Erweiterungen  vom 
'rfasser  in  der  weiter  unten  besprochenen  Schrift:  Du  facteur 
^rant  etc.  (Ann.  de  TEc.  Norm.  VII.)  reproducirt  worden. 

Hr. 

►llet.  Du  facteur  int^grant  pour  lös  expressions  diflK- 
rentielles  du  premier  ordre  renfermant  un  nombre 
quelconque  de  variables    inddpendantes.     Ann.  de  rfic. 

Norm.  VII.  59-88.  1870. 

Den  Gegenstand  der  Untersuchung  bildet  die  Integration 
*  totalen  Differentialgleichung: 

X,dx,+X,dx,  +  .''+XndXn  =  0  (1) 

den  Fällen,  wo  sie  möglich  ist,  durch  die  Bestimmung  des 

ktors  (i,  der  die  linke  Seite  integrabel  macht.    Derselbe  muss 

-^    ^  Gleichungen  und  die  Coefficienten  X,  ,A„ . . .  X«  —    .  ^  ,. — - 

idingungsgleichungen  genügen.    Die  Zahl  der  letzteren  reducirt 

th  auf  c^ \  sind  diese  erfllUt,  so  findet  sich  /w  de- 

irt  durch  n  — 1  simultane  partielle  DifFerentialgleichungen, 
älche,  wenn 

^tzt  wird,  die  Form  annehmen: 

^  =  X.p„-X.p.  +  g-^=0  (2) 

911  =  2, 3  •  •  •  lt. 
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Die  IntegrabilitätsbediDgungen  fUr  diese  sind,  wie  auf  ^i 
rektem  Wege  bewiesen  wird,   eine  unmittelbare  Folge  der  ^i 

wähnten   ^ ^ Bedingungsgleichungen    für   die  CoetfSB 

cienten  der  Gleichung  (1). 

Die  Integration  des  Gleichungssystems  (2)  geschieht  nach 
den   beiden   Metboden,    die   der   Verfasser  in   der   vorher  be- 
sprochenen Arbeit  entwickelt  hat,  nach  der  allgemeinen  Jacobi- 
schen und  nach  der  von  Boole  für  die  Integration  linearer  Glei- 
chungen  angegebenen  Methode,   für   welche  letztere   die  Glei- 
chungen  für   fi  zuvor   in   homogene   verwandelt  werden.     Eb 
folgen  dann  einige  bekannte  allgemeine  Theoreme  über  den  in- 
tegrirenden  Faktor,  und  darauf  die  Untersuchung  des  besonderen 
Falls,  wo  derselbe  in  ein  Produkt  von  Funktionen  zerlegbar  ist, 
deren  jede  nur  eine  einzige  Variable  enthält.    Als  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  hierfür  wird  gefunden,  dass 

dx^       dx„, 
sich  für  alle  Werthe  des  Index  m  auf  die  Form  X,qr»(a:,»)— X»,qp,(x,;5 
bringen  lasse,  dergestalt,    dass  füc  alle  solche  Zerlegungen  di^ 
Gleichung  identisch  ist.     Es  wird  alsdann 

m—H      p 
£     /(pmQ^nddx^. 

Den  Schluss  der  Betrachtungen  bildet  das  Problem:  Wenm 
m Funktionen  X,,X,, ...  Xm  von  n  Variablen  gegeben  sind,  zwischen 
denen  die  zu  Anfang  erwähnten  Bedingungsgleichungen  bestehecs 
n—m  neue  Funktionen:  Xm+i,  ...Xn  zu  finden,  so  dass 

X^  dx^+X^ dx^  +  •••  4- XndXn 
durch  einen  Faktor  intcgrabel  wird. 

Jede  der  neuen  Funktionen  muss  einem  System  lineare? 
partieller  Differentialgleichungen  gleichzeitig  genügen,  und  & 
wird  der  erforderliche  Nachweis  geliefert,  dass  diese  unter  der  g^ 
machten  Voraussetzung  den  Integrabilitätsbedingungen  genüge)^ 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  werden  hierauf  an  4  Be^ 
spielen  erläutert,  auf  welche  übrigens  nur  die  allgemeine  Metho£ 
angewandt  wird.  Hr. 
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Capitel  6. 
Partielle  DifFerentialgleichungen. 

E.  Korkine.  Sur  les  dquations  simultandes  aux  diffdrences 
partielles  du  premier  ordre.     0.  R.  Lxviii.  14601467.  1869. 

Der  Verfasser  entwickelt  auf  Grund  einer  von  Bour  in  seiner 

^\  Abhandlung  über  DiflFerentialgleichungen  (J.  de  l'Ec.  Polyt.  cah.  30) 

unter  der  Bezeichnung  :Secondem6thoded'abaissementniitgetheilten 

"i    Methode,  deren  erste  Idee  von  Bour  selbst  Jacobi  zugeschrieben 

wird,  ein  allgemeines  Verfahren  für  die  simultane  Integration  eines 

Systems  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche 

Jen  Integrabilitätsbedingungen  identisch  genügen.    Die  Methode 

beruht  darauf,  vermittelst  einer  vollständigen  Lösung  einer 

Gleichung    das    System    in    ein    anderes    zu    transformiren,   in 

welchem  sowohl  die  Zahl  der  unabhängigen  Variablen,  als  die 

der  Gleichungen  um  1  vermindert  ist.    Sind  nämlich  ^,  ^, . . .  9» 

die  ursprünglichen  Independenten,  p,  p, . . .  p„  die  entsprechenden 

Derivirten   und   stellt  F=  F(q^ . . .  ^„,  a, . . .  a„)   eine   vollständige 

Lösung   der  ersten   Gleichung  des   Systems   dar,   dann   bilden 

ina   transformirten  System  die  w— 1  Constanten  a,  a,  ...an-i  die 

^^euen  unabhängigen  Variablen,  während  die  Grössen 

da„  dttn         dan 


u 
e 


««, 


da^    da^        da^^i 

Äö  die  Stelle  der  ursprünglichen  Funktion  V  und  der  Derivirten 
P  treten,  wobei  die  willkürlichen  Constanten  a^a^  ..^ct,^  in  dem 
Sinne  unabhängig  von  einander  angenommen  werden,  dass  aus 
^^n  Gleichungen: 

dF    ,d^da^^^  ....  JfL  .  J!.^_^=0 


da^       da^  da^  rfa»-i      da«_i  da^-i 

^^Tc\\  Elimination  der  q  keine  Relation  von  der  Form: 

„/  dein  dttn     \        ^ 

**>leitbar  ist. 

Das  neue  System  von  w— i  Gleichungen  besitzt  die  wichtige 
^S'enschaft,  ebenfalls  die  Integrabilitätsbedingungen  zu  erfüllen. 
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Der  Fortgang  dieses  Verfahrens  führt  schliesslich  zu  einer  c 
zigen  Gleichung,  durch  deren  vollständige  Integration  die  A 
gäbe  gelöst  ist. 

Eine  leichte  Modifikation  tritt;. ein,  wenn  in  der  Gleichi 
des  ursprünglichen  Systems,  von  der  man  ausgegangen  ist,  ein 
der  Derivirten  p  fehlen.  —  Wie  man  ttbrigens  sieht,  ist  die  ^ 
stehende  Methode  dadurch  complicirt,  dass  sie  bei  jedem  Sehr 
eine  vollständige  Lösung  erfordert,  während  die  Jacobi's< 
Methode,  wie  aus  den  Arbeiten  Bour's  zu  ersehen,  auf  ein  V 
fahren  führt,  welches  jedesmal  nur  partikuläre  Lösung 
linearer  Gleichungen  nöthig  macht.  Hr. 

CoLLET.    Int^gi*ation  des  ^quations  simultandes  aux  d 
riv^es  partielles  du  prämier  ordre  d'une  senle  fonctio 

Ann.  de  TÄc.  Norm.  VII.  7-57.  1870. 

Die  Arbeit  ist  im  Wesentlichen  eine  Anwendung  der  t* 
Jacobi  gegebenen  Methode  für  die  Integration  einer  partiell 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  auf  die  simultane  Integrati 
eines  Systems  solcher  Gleichungen. 

Die  Aufgabe  ist  folgende: 

Gegeben  sind  tn  Kelationen: 

^1  =  0, /;=o,...A  =  o  ( 

zwischen  den  Variablen  9|9,  ...9»  und  PiPf-Pn,  es  werd 
n  —  m  andere  Relationen  zwischen  den  nämlichen  Grössen  ( 
sucht,  welche  in  Verbindung  mit  den  ersteren  bewirken,  äi 
Pi  ^9i  +Pt  ^9i  +  •  •  •  +  P»  <^9m   ein  vollständiges   Differential  wi 

Die  Integration  dieses  Ausdruckes  giebt  alsdann  die  Fui 
tion  F,  deren  partielle  Derivirte  in  Beziehung  auf  die  q  die  e 
sprechenden  p  sind. 

Es  wird  zunächst  der  Beweis  für  den  Jacobi'schen  Satz 
producirt,   dass   die  nothwendige   und  hinreichende  Bedingu 
für  die  Integrabilität  obigen  Ausdrucks  durch  die  Gleichung« 

0=1  ^dqa  dpa     dqa  dpa^ 
gegeben  sei  für  alle  Werthe  der  Indices  i  und  k. 

Die  Möglichkeit  einer  gemeinsamen  Lösung  des  Systans 
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]A    dadurch   noch  nicht  ausgeschlossen,   dass  flir  irgend   zwei 

Gleichungen  desselben  die  Bedingung  (2)  nicht  unmittelbar,  sei 

es  identisch,  oder  in  Folge  der  gegebenen  Gleichungen  erfüllt 

isL  Fügt  man  nämlich  zu  den  m  gegebenen  noch  die  Gleichung 

{f^f^)  =  f^^iz=o  hinzu,  so  kann  es  geschehen,  dass  gleichzeitig 

(/;  /;^,)  =  0  für » =  1 ,  2, . . .  m  ist,  sollte  dies  aber  für  ein  •  nicht  der 

Fall  sein,  so  füge  man  noch  die  Gleichung  (/i/'m-ti)=A»+2  =  0 

§o|   binza  und  fahre  so  fort,  bis  man  zu  einem  System 

•^    gelangt,  welches  der  Bedingung  (2)  genügt. 

Ist  m'>ny  dann  ist  das  Problem  offenbar  unmöglich;  ist 
aber  m'^n,  dann  ist  es  lösbar,  nur  dass  durch  die  Einfllhrung 
der  neuen  Relationen  die  Allgemeinheit  der  Lösung  eingeschränkt 
wird,  indem  die  Anzahl  der  willkUrlicIien  Constanten  durch  jede 
Bene  Relation  um  1  vermindert  wird. 

Es  seien  nun 

fi=o,  /;=o,.../;=o 

die  Gleichungen,  welche  der  Bedingung  (2)  Genüge  leisten,  so 
erscheinen  die  gesuchten  n—s  anderen  Relationen: 

als  simultane  Lösungen  von  eben  so  vielen  Hulfssystemen ,  von 
denen  das  für  /!,+<  aus  den  ä  +  i— 1  linearen  partiellen  Diffe- 
»eiitialgleichungen :  ^^,  /;+,)  =  0,  ä  =  1 ,  2  . . . «  + 1  —  1 ;  und  zwar 
*IMt  der  Verfasser  für  fk  die  Form  ffk—pk,  worin  (fi  mit  Hülfe 
der  bereits  gefundenen  Gleichungen  als  Funktion  der  Grössen 
f«-K+i>  P«+<-i-2»  •  ••  p»  und  ^i  g, . ..  ^»  ausgedrückt  ist.    Die  Auflösung 

[  J  leidiieht  nach  dem  Jacobrschen  Verfahren,  und  man  erhält  schliess- 
^  PiPt  •••?«  Ä^s  Funktionen  der  q  mit  n—s  willkttrlichen  Con- 
itanten.    Der  Verfasser  knüpft  daran  die  Bemerkung,  dass  wenn 

Q  w  die  Gleichungen  (1)  dieselben  bleiben,  die  Aufgabe  aber  dahin  ab- 

{tiadert  wird,  dass 

^Pidqi  —  ^qhdph 

i  h 

^^^rabel  werden  soll,  wo  i  irgend  welche  Werthe  aus  der 
^e  1,2,...«,  A  die  übrigen  annimmt,  nicht  blos  die  Integra- 
^tttsbedingungen ,  sondern  auch  die  zu  suchenden  neuen  Re- 
**oiieu  dieselben  sind,  wie  im  vorigen  Fall;   nur  die  schliess- 


314    ^^'  Abschnitt  (Nachtrag).    Differential-  u.  Integral-Bechnnog. 

liehe  Quadratur  wird   in   beiden  Fällen   verschieden.     Unser 
Erachtens  ergiebt  sich  dies  unmittelbar  durch  einen  Blick  a 
die    canonische   Form    des   Systems    gewöhnlicher   Differentia«^  ] 
gleichungen,  durch  welches  jede  Gleichung  (qp„yO  =  0  erset^^ 
werden  kann,  und  welches  bekanntlich  durch  Vertauschung  von 
qh  in  ph  und  von  ph  in  —  qu  ungeändert  bleibt. 

Es  erfolgen  dann  Betrachtungen  über  die  verschiedenen 
Klassen  der  simultanen  Lösungen  eines  Systems  m  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von  n  Variablen.  Eine 
Lösung  wird  vollständig  genannt,  wenn  sie  so  viele  willkürliche 
Constanten  enthält,  dass  deren  Elimination  aus  der  Integral- 
funktion und  ihren  n  Ableitungen  erster  Ordnung  ein  Gleichungs- 
System  ergiebt,  welches  dem  gegebenen  äquivalent  ist. 

Die  Zahl  der  Constanten  ist  «— m+l.  Aus  der  vollst&a- 
digen  Lösung  werden  dann  die  allgemeinen  singulären  und  ge- 
mischten Lösungen  in  bekannter  Weise  abgeleitet. 

Die  dargelegte  Integrationsmethode  wird  auf  das  folgend 
System  angewandt: 

Als  vollständige  simultane  Lösung  erhält  man  für  zwei  da^— 
bei  zu  unterscheidende  Fälle: 

^=2<?T(?kg.(/3 -«)*  +  *  ««d  r=2q)q\(^q^q^^a,)  +  b,. 
Es  wird  darauf  der  besondere  Fall  eines  Systems  linear 
homogener  Gleichungen,  die  den  Integrabilitätsbedingungen 
nügen,  nach  der  Methode  Boole's  behandelt,  die  darin  besteh  ^i 
durch  die  vollständige  Lösung  einer  derselben  das  gegebeis- < 
System  in  ein  anderes  zu  transformiren,  in  welchem  die  Zafc^^ 
der  Gleichungen,  sowie  die  der  Variablen  um  1  vermindert  i^'*- 
Sie  erfordert  daher  beständig  vollständige  Lösungen,  währeis^ 
für  die  nach  der  allgemeinen  Methode  eingeführten  Httlfssysteno^  ^ 
jedes  Mal  nur  eine  partikuläre  gemeinsame  Lösung  nöthig  wau"^* 
Es  werden  nach  beiden  Methoden  hierher  gehörige  Beispi^^^ 
berechnet,  deren  Anführung  wir  uns  versagen  müssen.  Zu 
Schluss  stellen  wir  die  citirte  Literatur  zusammen: 

Cauchy,  Exercices  d'analyse  et  de  mathimatiques  1 11. 

Pfaflf,  Abb.  d.  berliner  Akademie  1814. 
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Jaoobi,  Crelle's  Journal,  IL  17,  60, 

Jacobi,  Vorlesungen  dber  Dynamik,  herausgeg.yonClebscb,  1866, 

Boar,  M^moires  des  Savants  ^trangers  1856, 

Boole,  Pbilosopfaical  transactions  1863.  Hr. 

^GUERRE.     Note  sur  une    classe    d'^quations   diffi^ren- 
tielles  du  second  ordre,     c.  R.  LXix.  ii25  1869. 

A6XJERRE.    Sur  Tint^gration  d'une  certaine  classe  d'dqua- 
tious  diflfdrentielles  simultandes  du  premier  ordre.    last. 

1.  sect  XXXVII   397.  1869. 

AGUERRE.    Sur  rint^gration  d'une  dquation  diffidrentielle 
du  second  ordre,     inst,  i  sect  xxxviii.  245.  1870. 

Mit  Bezugnahme  auf  eine  frühere  Mittheilung  des  Verfassers 
den  C.  R.  7.  Dec.  1868  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  119)  wird 
Igender  Satz  bewiesen: 

Sind  2  Polynome  2*^"  Grades  in  x  und  y  gegeben^  die  sieh 

ir  in  den  Gliedern  ersten  Grades  und  der  Constante  unter- 

Jheiden : 

f(x,  y)  =  flkr'+  bxy  -f  cy'+  dx  +  ey  +  A, 

y(^»  y)  =  flUJ'+  bxy  +  cy'+  *^  +  *y  +  ^, 
wl  man  kennt  von  der  DiflFerentialgleichung: 

d'fi__  ^rfF  (1) 

dti 
o  F  eine  beliebige  Funktion  von  -~  bedeutet,  ein  partikuläres 

^t^^  ^  =  ^C^)>  so  kann  man  daraus  von  der  Gleichung: 

d'y  _     ^dxJ  (2) 

'n  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Constante 
Oden,  nur  darf  i^(|)  nicht  von  der  linearen  Form  m|  +  «  sein. 
^Ue  Lösungen  der  letzteren  Gleichung  werden  nämlich  erhalten, 
Venu  man  alle  abwickelbaren  Flächen  aufsucht,  deren  Rückkehr- 
^te  auf  irgend  einer  der  durch  die  Gleichung: 
tt»'+26ajy-|-cy«+»((te+ey+A)  +  (1  — Ä)(^a?+«y+i?)+A»(l— »)=0 

FMtiekr.  d.  Math.  \l.  2.  22 
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definirten  Oberflächen  liegt,  und  die  ausserdem  durch  die  eb( 
Curve  iy  =  i?(|)  hindurchgehen.  Die  Curven  nun,  in  welcl 
die  Ebene  z  =  i  von  den  abwickelbaren  Flächen  geschnit 
wird,  sind  sämmtlich  Lösungen  der  Gleichung  (2).  Es  fll 
aber  die  Bestimmung  dieser  Flächen  auf  eine  Differentialgleichi 
erster  Ordnung  mit  der  willkürlichen  Constanten  A. 

Man  erhält  also  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordni 
für  die  Gleichung  (2). 

Indem  f(^x,  y)  und  (p(x,  y)  identisch  angenommen  werd 
ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Kennt  man  von  der  Gleichung: 

d'y  _     \dxJ 

eine  partikuläre  Lösung,  die  nicht  von  der  Form  y  =  mx-\-n\ 
so  kann  man  aus  dieser  stets  ein  Integral  erster  Ordnung  i 
einer  willkürlichen  Constante  herleiten. 

In  der  2**"  Note  wird  ein  allgemeiner  Fall  mitgetheilt,  y 
die  DiflFerentialgleichung  obiger  Form  sich  algebraisch  integrir 
lässt. 

In  der  3**"  Note  wird  mitgetheilt,  dass  die  mehrerwähi 
Differentialgleichung  (2)  sich  immer  vollständig  integriren  las 
mit  dem  Bemerken,  dass  dieses  Resultat  sich  aus  der  Jaco) 
sehen  Theorie  des  letzten  Multiplikators  ergebe.  Es  fo 
daraus  unter  Anderem,  dass  die  Differentialgleichung  ers 
Ordnung,  auf  die  man  bei  der  Aufsuchung  obenerwähnter  \ 
wickelbarer  Oberflächen  geführt  wird,  sich  stets  durch  blui 
Quadraturen  lösen  lässt.  Hr. 

G.  Darboux.     Sur  les  ^quations  aux  d^riv^es  partiel 

du   second   ordre.      Ann.  de  rßc.  Norm.  VII.  163-173.  1870. 

G.  Darboux.     Sur  les  ^quations  aux  d^riv^es  partiel 
du  second  ordre  I.     C.  R.  LXX.  673.  1870. 

G.  Darboux.    Sur  la  th^orie  des  equations  aux  d&ivc 
partielles  II.     c.  B.  LXX.  746.  1870. 

Die  Theorie  der  partiellen  Diflferentialgleichungen  2**'  0 
nung,  wie  sie  durch  die  Arbeiten  Ampöre's  im  Journal  de  l'£c 
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»lytecbnique  cah.  17  und  18  dargelegt  ist,  hat,  abgeBehen  von 
Bemerkung  Bour*8  daselbst  cah.  39  pag.  186-189  (das  Kri- 
oirium  betreffend  ^  wann  die  Gleichungen  Monge's  und  Amp^re's 
in'tegrable  Combinationen  liefern),  keine  wesentliche  Erweiterung 
erfahren.  Der  Verfasser  deutet  nun  in  der  vorliegenden  Arbeit 
aux  die  Principien  zu  einer  neuen  Methode  an,  welche  sich  auf 
Gleichungen  aller  Ordnungen  mit  beliebig  vielen  Variablen  und 
selbst  auf  simultane  Gleichungen  ausdehnen  lassen  soll. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 
(1)  fix,  y,  «,  p,  q,  r,  5,  0  =  0 

und  ihr  totales  Differential: 

Xdx-\-Ydy  +  Zdi-\'Pdp  +  Qdq+Rdr-^rSd9']-Tdi=^Q. 
Ersetzt  man  nach   dem   Vorgange  Amp^re's   und  Cauchy's 
X  und  y  durch  die  Variablen  x  und  y^ ,  wo  y^  eine  passend  zu 
bestimmende  Funktion  von  x  und  y  bedeutet,  so  gelten  die  Re- 
lationen : 

m  JL^n^  JL--.JL  JL^iJL 

^^  dy.^^dy,^   dy,-'dy,^   dy.^'dy,^ 

[    femer  nehmen  die  Integrabilitätsbedingungen  die  Form  an: 


(4) 


dp   dq   dy        dq   dy      dr  ^  ds   dy         ds   dy 

dy^  ""(te  dy^       dy^  dx^  dy^  ""da?  dy^       dy^  dx' 

ds   _  dt    dy         dt    dy 


dyo       dx  dy^       dy^  dx 
Hierzu  kommt  die  Ableitung  von  (1)  nach  y^: 

(5)  r^4.z-^+...  +  r-^=o. 

Die   drei  Gleichungen  (3)   sind  von  y,  frei.     Wählt  man 
wm  die  Funktion  y„  so,  dass  die  Gleichung: 

'^friedigt  wird,  so  zerfällt  die  Gleichung  (5),  wenn  man  in  ihr 
^«mittelst  der  Gleichungen  (2)  (3)  (4)  sämmtliche  Derivirte  nach 

h  bis  auf  -j^  und  -y-  eliminirt,  in  zwei  Gleichungen,  die  eben- 
dVo  dy^  ^ 

22* 


y 
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falls  von  y,  frei  sind,  nämlich  in  (6),  welche  mit  t—  mnWplic 
ist,  und  in  die  mit  j^  multiplicirte  Gleichung: 

(7)  Y+Zg  +  Ps  +  Qt  +  R^  +  S^-R^^=0. 

Nimmt  man  endlich  noch  die  gegebene  Gleichung,  o< 
ihre  partielle  Ableitung  nach  x,  welche  wegen  (7)  die  Form  bi 

(8)  X+Zp  +  Pr  +  Qs  +  R^  +  S^  =  0. 

hinzu,  so  haben  wir  6  Gleichungen,  welche  von  y^  frei  sin 
da  aber   7  Unbekannte:    y, », />,  9,  »*,  *, '  als  Funktionen  von 
und  yo   zu  bestimmen  sind,    so  erhält  man  hierdurch  nicht  d 
vollständige  Lösung  des  Problems. 

In  dem  speciellen  Falle,  der  fast  allein  bisher  betracbt 
worden  ist,  wo  die  Gleichung  von  der  Form  ist: 

ffr4-2Är*  +  L<  +  Jf+iV(r/-O  =  0, 

ff, üf,...  Funktionen  von  ic,y,5,p,qf  sind,  gestattet  die  besondere Foi 
der  Gleichung  die  Elimination  der  Derivirten  r,  ä,  t  und  man  < 
hält  3  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  4  Unbekannten  y,  s,  p, 

Es  zeigt  sich  hiernach  eine  Grundverschiedenheit  zwisch 
den  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  den 
höherer  Ordnungen  darin,  dass,  während  in  den  ersteren  c 
Methode  der  Vertauschung  der  Variablen  das  Problem  auf  ( 
Integration  eines  vollständigen  Systems  gewöhnlicher  Differenti: 
gleichungen  reducirt,  dieselbe  Methode  bei  den  letzteren  ei 
Gleichung  weniger  ergiebt,  als  zur  Lösung  des  Problems  no 
wendig  ist.  Der  Verfasser  bemerkt  ferner  als  eine  bisher  no 
nicht  betrachtete  Thatsache,  dass,  wenn  man  im  vorliegend 
Falle,  um  die  hinreichende  Anzahl  von  Gleichungen  zu  erhalt« 
die  partiellen  Ableitungen  höherer  Ordnung  zur  Zahl  der  Uni 
kannten  hinzunimmt,  die  Zahl  der  Gleichungen,  zu  denen  m 
gelangt,  so  weit  man  auch  gehen  mag,  stets  um  eine  Einheit  { 
ringer  ist,  als  die  Zahl  der  Unbekannten. 

Im  Anschlüsse  nun  an  das  Verfahren,  welches  bei  ö 
Monge*schen  Gleichungen  angewandt  wird,  giebt  der  Verfasi 
folgende  erste  Methode  der  Lösung: 
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Man  Buche,  ausser  der  gegebenen  Gleichung,  zwei  integrable 
Combinationen  der  Gleichungen  in  y,  s,  p,  q,  r,  s,  t;   sind  diese 

in  beiden  Systemen,  welche  den  beiden  Wurzeln  für  -^  ent- 
sprechen, vorhanden,  so  ist  das  Problem  als  gelöst  zu  betrachten; 
giebt  es  keine  integrable  Combiuation,  so  gehe  man  zu  den 
Gleichungen  fort,  welche  die  Derivirten  3'*'  Ordnung  enthalten; 
diese  kann  dann  integrable  Combinationen  liefern,  im  entgegen- 
gesetzten Falle  gehe  man  zu  den  Gleichungen  mit  Derivirten 
4'*'  Ordnung  über,  u.  s.  f. 

Gesetzt  nun,  eines  dieser  Systeme  führe  zu  zwei  integrablen 
Combinationen : 

F(x^  y,  »,  p,  qf, . . .)  =  const.,  F^  (x,  y, »,  p,  gf, . . .)  =  const. 

Die  beiden  Constanten  sind  als  unbekannte  Funktionen  von 
h  za  betrachten  und  die  Elimination  von  y^  fllhrt  zu  einer 
Gleichung  von  der  Gestalt: 

F=  willkürliche  Funktion  von  F^. 

Diese  neue  Differentialgleichung  muss  mit  der  vorgelegten 
verträglich  sein  und  mit  ihr  ein  Integral  mit  einer  willkürlichen 
Funktion  gemein  haben.  Hiernach  stellt  sich  die  Aufgabe  in 
folgender  Weise: 

Eine  Differentialgleichung  V=  a  der  n'«"  Ordnung  zu  finden, 
welche  mit  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  eine  Lösung  mit  we- 
nigstens einer  willkürlichen  Funktion  gemein  hat. 

Zu  dem  Ende  bilde  man  von  der  Gleichung  (1)  die  n  Ab- 
leitungen II— l***'^  Ordnung  und  von  F=a  die  beiden  Ableitungen 
erster  Ordnung  nach  x  und  y,  dann  erhält  man  im  Ganzen  fi-f-2 
ßleichungen,  welche  die  n-j-2  Derivirten  n+  !•••''  Ordnung  von 
*  linear  enthalten.  Dieses  Gleichungssystem  darf  aber  nicht  so 
beschaffen  sein,  dass  es  für  die  Derivirten  «-f  1'"  Ordnung  be- 
•timmte  Werthe  als  Funktionen  derer  niederer  Ordnung  liefert, 
denn  sonst  könnte  die  gemeinsame  Lösung,  falls  sie  existirte, 
to  eine  begrenzte  Zahl  willkürlicher  Constanten,  aber  keine 
willkürliche  Funktion  enthalten. 

Die  ft  -)-  2  Gleichungen  müssen  also  ein  unbestimmtes  System 
Wldcn,  was  2  Bedingungsgleichungen  ergiebt,  welche  offenbar 
^^  ersten  Derivirten  von  V  nach  x,  y,  i  und  nach  allen  particUeiv 
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Ableitungen  von  «  bis  zur  n^^"  Ordnung  im  2*'"  Grade  enthalten 
sie  sind  daher  als  zwei  homogene  partielle  Differentialgleichange!^-^ 
1««  Ordnung  und  2*'*"  Grades  zu  betrachten,    denen  V  gleick:^ 
zeitig  genügen  muss. 

Dieses  Resultat   wird  noch   weiter  durch    die  Bestimmur^^ 
vervollständigt,  dass  die  Gleichung  Äfnii^+^—i^'-^H —  =  0  mit 
der  Gleichung   Ru^-\-Su-\-T==0   eine   Wurzel   gemeinsebaftlicli 
haben  müsse.    K„,K^^i..,  bezeichnen  die  Derivlrten  erster  Ord- 
nung von  V  in  Beziehung  auf  die  Ableitungen  n'***^  Ordnung  von 
»,    und    die    Gleichung   n**""    Grades    nennt   der   Verfasser    die 
charakteristische  Gleichung   der   partiellen    DifferentialgleicbuDg 
n^^'  Ordnung,  wonach  die  andere  Gleichung  die  charakteristische 
Gleichung  der  Differentialgleichung  (1)  ist. 

Nach  den  beiden  Wurzeln  der  letzteren  zerfallen  die  Glei- 
chungen F=  a  in  zwei  Klassen.    Zur  vollständigen  Lösung  reicb't^ 
es  hin,  eine  Gleichung  von  jeder  Klasse  zu  haben,  welche  ein« 
willkürliche  Funktion  enthält. 

Die  beiden  vorstehenden  Methoden  entsprechen  einerseit 
der  Cauchy'schen,  andererseits  der  Jacobi'schen  Methode  zu 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Sie  führen  alle  Mal  zum  Ziol,  wo   die  Integrale  zu  deni 
gehören,  welche  Ampere  Integrale  der  ersten  Art  nennt. 

Die  Beispiele,  auf  welche  der  Verfasser  seine  Methode 
gewandt  hat,  sind: 

1)  Die  lineare  Laplace'sche  Gleichung.  Die  verschiedene! 
von  Laplace  angegebenen  Fälle  der  Integrabilität  entsprechei 
obigen  successiven  Systemen  von  Gleichungen; 

2)  Die  Gleichung:  «  =  c**,  die  von  Liouville  integrirt  h 
(Journ.  de  Math.  118  p.  71); 

3)  Die  von  Bour  gegebene  Differentialgleichung  fttr  die 
die  Oberflächen,  in  welcher  das  Quadrat  des  Linienelements  darel 
die  Gleichung  ds*=z4kdxdy  gegeben  ist,  abwickelbaren  Flächen 

^CP«-''S/--+('-/4'-)('-/-^'-)=0- 
Zum  Schluss  weist  der  Verfasser   auf  die  Schwierigkeiten 
hin,  welche  die  Aufgabe  bietet,  aus  dem  vollständigen  Integrum 
9iner  partiellen  Differentialgleichung  2'*"'  Ordnung  mit  5  d 
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Btanten  das  allgemeine  Integral  mit  2  willkürlichen  Funktionen 
berzostellen,  und  bemerkt,  dass  man  dagegen  leicht  zum  allge« 
meinen  Integrale  gelangen  könne,  wenn  man  zunächst  ein  In- 
tegral der  ersten  Ordnung  mit  2  Constanten: 

9(^j  Vj  h  Pj  9i  a,  ^)  =  0 
kennt,  und  aus  diesem  nach   der  Lagrange'schen  Methode  ein 

solehcB  Zwisehenintegral  u^it  einer  willkürlichen  Funktion  her- 

Idtet 

Das  Integral  ff  =  0  muss  so  beschaffen  sein,  dass  man  durch 
Elimination  von  a  und  b  zwischen  dieser  Gleichung  und  ihren 
beiden  ersten  Derivirten  wieder  auf  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung zurückkommt. 

Die  beiden  letzten  Noten  enthalten  im  Wesentlichen  dasselbe, 
wie  die  erstere  Abhandlung.  Hr. 

MoüTARD.  Recherches  sur  les  ^quations  aux  ddriv(5es 
partielles  du  second  ordre  ä  deux  variables  inddpen- 
dantes.     C.  R.  LXX.  834.  1870. 

J*  Bertrand.  Rapport  sur  uu  MAuoire  de  M.  Moutard 
rdlatif  ä  la  thdorie  des  ^quatious  diffdrentielles  par- 
tielles du  second  ordre.     0.  R.  LXX.  1068.  1870. 

Da  von  der  Arbeit  selbst  uns  nur  der  Theil,  der  die  Ein- 
*^itung  enthält,  vorliegt,  so  beschränken  wir  uns  hier  auf  die 
'Wiedergabe  des  Bertrand'schen  Berichts. 

Unter  den  verschiedenen  von  Ampere  aufgestellten  Formen, 
Welche  die  Integrale  partieller  Differentialgleichungen  2'**'  Ord- 
^HBg  annehmen  können^  wählt  der  Verfasser  die  einfachste  und 
untersucht   die  Gleichungen,    denen   sie   genügen   kann.     Sind 
**,©  die  unabhängigen  Variablen,  von  denen  die  Funktion  a  ab- 
"^ngt,  so  wird  angenommen,  dass  von  den  beiden  willkürlichen 
Funktionen  im  allgemeinen  Integrale  die  eine  nur  m,  die  andere 
^^r  ü  enthält.    Die   dieser  Voraussetzung  entsprechenden  Glei- 
chungen werden    in   fünf  verschiedene  Formen   classificirt,    die 

*lle  möglichen  Fälle  umfassen.     In  ihnen   allen  erscheint  -^ — r- 

dudv 

^^  die  einzige  Derivirte  zweiter  Ordnung.    Zwei  von  ihnen  sind 


dl  Ada 


^  +  ABa, 
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unmittelbar  integrabel,  die  dritte  ist  bereits  von  Liouville  \mt 
grirt,  die  beiden  übrigen  lassen  sich  auf  einander  redueiren, 
erübrigt  also  die  Untersuchung  einer  einzigen  Form,  nämlich  di 
folgenden :  ,, 

a  a 

dudo^  du  dt 

WO  die  Funktionen  A  und  B  gewisse  der  obigen  Voraussetznoi 
entsprechende  Bedingungen  erfülleti  müssen.  Das  Studiun 
dieser  letzteren  und  die  Aufsuchung  des  allgemeinen  Integrals 
falls  sie  erftlllt  sind,  bildet  den  Gegenstand  des  zweiten  TheiLs 
der  Abhandlung.  Die  Lösung  der  ersteren  Aufgabe  gelingt  mm 
Hülfe  einer  von  Laplace  (Memoire  de  TAcad^mie  des  Science. 
1773)  gegebenen  Reihe  von  Ausdrücken,  die  aus  den  Coefü 
cienten  der  vorliegenden  Gleichung  abgeleitet  sind. 

Damit  nun  die  angenommene  Form  des  Integrals  möglich 
sei,  ist  es  nothweudig  und  hinreichend,  dass  einer  dieser  Aus 
drücke  verschwinde,  und  die  Stelle,  die  derselbe  in  der  Reilm 
einnimmt,  giebt  die  Anzahl  der  Derivirten  einer  der  willkürliche^ 
Funktionen  an,  die  im  Integral  vorkommen.  Im  Verfolg  diese 
Methode  gelangt  der  Verfasser  zur  allgemeinsten  Form  der  b^ 
trachteten  Gleichungen. 

Der  dritte  Theil  der  Abhandlung  enthält  in  grösster  Vol 
ständigkeit  die  Untersuchung  der  Gleichung: 

welche  einen  besonderen  Fall  der  bisher  betrachteten  allg^ 
meinen  Gleichung  bildet,  auf  den  die  vorhin  erhaltenen  Resultat 
nicht  anwendbar  sind.  Nachdem  die  einzige  Gleichung  fK 
qp(a;,  y),  auf  welche  die  zwei  Bedingungsgleichungen  im  allg^ 
meinen  Falle  sich  hier  redueiren,  aufgestellt  ist,  wird  die  Int^ 
gration  der  betrachteten  Gleichung  ausgeführt.  Hr. 


F.  DiDON.    Sur  uiie  equation  aux  derivdes  partielles. 

de  l'fic.  Norm.  VI.  377-380.  1869. 

Es   bandelt   sich    darum,    für   die   bekannte   Legendre'sol 
partielle  Differentialgleichung: 

s[c<--)a+i("-£)=o. 
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welcher  der  Ausdruck  ( 1  —  2 aa:  +  a')-4  genügt,  allgemeinere 
Liösungen  zu  finden.  Indem  zunächst  für  »  eine  nach  aufstei- 
genden Potenzen  yon  a  fortgehende  Reihe  gesucht  wird,  erhält 
noan  für  die  Coefficienten  derselben  als  allgemeine  Lösung,  wie 

bekannt, 

CnX,(x)  +  ClQ,(x),  wo  XnQxT)  und  Qn{x) 

die  Kugelfunktionen  erster  und  zweiter  Art  sind.    Folglich  ge- 
Dflgt  der  obigen  Gleichung  die  Wurzel: 

QnQas)    ist    hier    in   der    nach   Heiners   Angabe    von   Neumann 

-■^^^dt  gegeben  (vgl.  Heine,   Hand- 

—  I 

buch  der  Kugelfunktionen,  IBGl,  p.  85-80). 

Vermittelst  der  Laplace'schen  Formel: 

1    ri  , 

Xj(x)  =  —  /  (a;  —  cos  qp  yx^—  1 )"  d(p 

71%/ 

0 

l&BBen  sich  die  beiden  Summen  durch  die  bestimmten  Integrale 
da-retellen : 


/*n  /Ml    dt        rit  

l'^dem   ferner  für   z   eine   nach   Potenzen  von  —  aufsteigende 

ß^ihe  gesucht  wird,  deren  Coefficienten  bekanntlich  ebenfalls 
^ugelfunktionen  sind,  giebt  eine  ähnliche  Summirung  die  neuen 
L»Ö8ungen: 


i    fyx 


CT 


—  COS  (fix  —  1 


a 

0 


)d(f 


—  I  0 

^^  f>  H^i  X>  ^  willkürliche  Funktionen. 

Als  bemerkenswerth  heben  wir  noch  hervor,  dass  als  er- 
*^^gende  Funktion  der  Qn(x)  der  elegante  Ausdruck 

„  log  I^^Z^^ij, 
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WO  6)  =  (1— 2aj;  +  a')-i,  erbalten  wird,  sofern  er  nach  steige 
den  Potenzen  von  a  entwickelt  wird.    Es  ist  nämlich: 

%J  X — I  %/  X  —  t 

—1  -1 

der  Werth  des  letzteren  Integrals  ist  aber  obiger  Ausdruck.  E 
von  Heine  (a.  a.  0.  p.  57)  durch  ein  bestimmtes  Integral  dargestel 
erzeugende  Funktion  U  giebt  die  Qn(x)  als  Coefficienten  einer  ns 

Potenzen  von  —  fortschreitenden  Entwickelung.    Wenn  tibrigi 

der  Verfasser  in  der  Einleitung  bemerkt,  dass  seines  Wisse 
bisher  von  der  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichui 
ausser  (a  keine  Lösung  gegeben  worden  sei,  so  wird  darauf  hi 
gewiesen,  dass  die  eben  erwähnte  von  Heine  gegebene  Funkti( 
V  eine  solche  von  w  verschiedene  Lösung  ist.  Hr. 

F.  DiDON.     Sur  deux  systfemes  d'equations  aux  d^riv^ 

partielles.      Ann.  de  l'fic.  Norm.  VI.  1-25.  1869. 

In  einer  früheren  Arbeit:  Etüde  de  certaines  fonctions  au 
logues  aux  fonctions  Xn  etc.,  welche  der  Verfasser  vor  Kurz< 
in  demselben  Journal  veröffentlicht  hat,  war  fttr  jede  der  Fui 
tionen  !/«,»  und  K^,n  ein  System  zweier  linearer  partieller  Dil 
rentialgleichungen  2*^'  Ordnung  entwickelt  und  flir  das  er 
dieser  Systeme  waren  zwei  Polynome  als  Lösungen  geget 
worden.  Im  ersten  Theile  der  vorliegenden  Abhandlung  w 
die  eine  dieser  Lösungen  unter  der  Form  eines  bestimnil 
Dopp.elintegrals  gegeben,  und  eine  neue  Lösung  hinzugefü 
welche  unter  der  Form  eines  einfachen  bestimmten  Integrals 
scheint,  und  alsdann  für  jede  Reihe,  welche  aus  den  beiden  Beil 
entsteht^  wenn  man  m  und  n  alle  möglichen  positiven  ganzzahlig 
Werthe  ertheilt,  mit  Hülfe  der  Lagrange'schen  Umkehrunj 
formel  in  ihrer  auf  zwei  Variable  erweiterten  Gestalt,  die  e 
sprechende  erzeugende  Funktion  hergestellt. 

Im  zweiten  Teile  wird  die  vollständige  Lösung  des  Syste 
der  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen,  den 
^m,»  genügt,  gegeben  und  nachgewiesen,  dass  dasselbe  nur  ei 
einzige  Lösung  zulässt,    welche  ein  Polynom  ist,   nämlich  d 
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Ck>€fficienteii  von  2;"*y**  in  der  Reihenentwickelang  von 

wodurch  F^^„  ursprünglich  definirt  war.  Für  die  3  anderen 
Funktionen,  denen  das  System  noch  genügt,  werden  ebenfalls 
die  erzeugenden  Funktionen  entwickelt,  und  einer  der  letzteren 
einige  merkwflrdige  Umformungen  gegeben.  Im  3**""  Theile 
wird  K«^.  unter  der  Form  eines  bestimmten  Doppelintegrals  und 
für  sehr  grosse  Werthe  von  m  -f «  in  annähernder  Weise  durch 
ein  einfaches  bestimmtes  Integral  dargestellt.  Schliesslich  wird 
zwischen  der  Legendre*schen  Funktion  X„  und  f/«,„  eine  Ana- 
logie aufgewiesen,  die  darin  besteht,  dass,  wie 

^..  I    m  £  »    •  »tl  »  /V  -_ 

AW  =  (n+l)(n  +  2)...2n^- 
önter  allen  Polynomen  n***"  Grades,  mit  dem  Coefficienten  1  in 
^*>  dasjenige  ist,  welches  das  bestimmte  Integral 

f\x)dx 

zu  einem  Minimum  macht,  so 

«..      ._ m!w!2'"+" m\n\ 

'''^"~(m+i)(w+2)...2m(n-l-1)(«+2)...2«*l.2...(m-f^  "»• 
Unter  allen  Polynomen  m  +  n^^''  Grades,  mit  dem  Coefficienten 
1  in  a:*y»,  dasjenige  ist,  welches  das  Integral 


ß 


fß 


(fXxj  y)  dx 

^   einem  Minimum   macht,   wo    die  Variablen    der  Bedingung 
**  +  y*^l  genügen.  Hr. 


Capitel  7. 
Variationsrechnung. 

'*^*  DiDON.    Siir  uiie  mode  d'approximation  des  fonctions  de 
plusieurs  variables.    C.  R.  LXX.  749.  1870. 

Die  Aufgabe:  „Das  Polynom  (f(Xjy,^,.,.u)  vom  ^'*"  Grade 
^  finden,  welches  dem  Integral 

///...  [F(Xf  y, », ...  m)  —  (p(xy  y,  », . . .  w)]*  dxdyd:^.,.  du 
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unter  der  BediDgnng  a?'4-y'4-»'4-  —  +  a'^l    einen  mSglieh 
kleinen  Wertb  ertbeilt'',  wird  ftar  den  Fall  zweier  Variabein 
löst.  Wy. 

F.  DiDON.     Siir  deux  systfemes  d'dquations  aux  d^riv^ 

partielles.     Ann.  de  rfic.  Norm.  VI.  1-25.  1869. 

Siehe  Abschnitt  VI  (Nachtrag)  Cap*  6,  p.  324. 


Siebenter  Abschnitt  (Nachtrag). 

Funktionentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

LiouviLLE.     Extrait  d'une  lettre  adress^e   k  M.  Le 

Besge.      Liouville  J.  XV.  133-136.  1870. 

Siehe  Abschnitt  III  (Nachtrag)  Cap.  2,  p.  288. 
Catalan.     Sur  uu  paradoxe  alg^brique.     Noov.  Ann. 

(2)  YIII.  456-458.  1869. 

Die  Bemerkung  des  Verfassers  richtet  sich  gegen  die  Formel 


(— 1)''  =  cosa-f  >/ — l.sina, 
'Iche  Valläs  (Des  formes  imaginaires,  Paris  1869  p.  257)  der 
ler'schen  Formel  vorziehen  will,   und  gegen   eine  von  dem- 

ben  (ib.  p.  254)  aus  der  Gleichung  g2/'/-i  =  c*''>^-*  gemachte 
dchtige  Folgerung.  M. 

5    Saint- Germain.     Note    sur   la    d^composition   des 
fractions  rationnelles.     Nouv.  Ann.  (2)  Vlli  369-372.  1869. 

Das  bekannte  Resultat  der  Zerlegung  eines  rationalen  Bruches, 
Bsen  Nenner  verschiedene  Faktoren  enthält,  vnrd  auf  den  Fall 
ertragen,  in  welchem  mehrere  Faktoren  gleich  werden,  und 
)  gewonnene  Gleichung  auf  den  Fall  vielfacher  imaginärer 
urzcln  ausgedehnt  (vgl.  Vieille  C.  R.  1859).  M. 

•  Jordan.    Th^orfeme  sur  les  fonctions  doublement  pd- 

riodiques.      C.  B   LXX.  1128-1130.  1870. 

Sind  F^y...Fn  doppeltperiodisohe  Funktionen ,   deren  jede 
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nur  eine  endliche  Anzahl  von  Unendlichkeitswerthen  in  jede:^  , 
Periodenparallelogramm  besitzt,  und  C^^,..Cn  willkürliche  Co^ 
stanten,  so  ist  die  Bedingung,  dass  die  Funktion  qp  =  C,  F, + 
+  Cn  Fn  eine  Periode  Si  hat,  die  Reihe  von  Gleichungen : 

ff  =  l^F^-\ \-lpFp  +  const, 

/p+iFp+i  +  ...  +  /,F^  =  con8t., 

Ig^i  Fg^i  -\ f-  /^Fr  =  const.  etc., 

wo  die  Funktionen  F,,...Fp  eine  gemeinsame  Periode  haben, 
die  ein  Vielfaches  von  Si  ist,  während  die  in  den  andern  Glei- 
chungen auftretenden  Funktionen  2  gemeinsame  Perioden  habea, 
also  algebraisch  von  einander  abhängen.  M. 


J.  HoüEL.    Th(3orie  (ildmeütaire  des  quantit^s  complex 
I'^'*  Partie :  Algfebre  des  quantit^s  complexes.     M6m.  ä. 

Bordeaux  V.  1-64  und  Paris,  Gauthi er- Villars  1869.      IP"*  Partie 

Thdorie   des   fonctions  uniformes.     M6m.  de  Bordeaux  V- 

1-144.  1868  und  Paris,  Gauthier- Villars  1869. 

Das  Referat  flber  das  ganze  Werk  geben  wir  nach  dem  Ea 
scheinen  des  dritten  Bandes.    Eine  Analyse  der  beiden  erst 
Theile  findet  sich  in  den  Nouv.  Ann.  (2)  VUI.  136-143.  1869. 

M. 


Capitel  2. 
Besondere  Funktionen. 

Zeuthen.     Sur  les   points  fondamentaux  de  deux  su^r- 
faces  dont  les  point  sc  correspondent  un  k  un.    €•  B. 

LXX.  742.  1870. 

Siehe  Abschnitt  VUI.  Cap.  5B. 
C.  G.  J.  Jacobi.     Lettres  sur  la  th^orie  des  fbnctiaiw 

elliptiques.      Ana.  de  rfic.  Norm.  VI.  127-175.  1869. 

Herr  J.  Bertrand  veröffentlicht  hier  11,  bisher  nngedruckte 
Briefe  Jacobi's  an  Legendre,  aus  den  Jahren  1827-32.  Sie  ^^^' 
gen  uns,  wie  Jacobi  durch  das  Stadium  der  Arbeiten  Legendi^'^ 
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nach  und  nach  zu  den  glänzenden  Entdeckungen  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  geführt  worden  ist,  die  wir  aus  den 
„Fundamenta",  aus  den  Astronomischen  Nachrichten  und  aus 
Crelle*s  Journal  kennen.  Im  I.  Briefe  vom  5.  Aug.  1827  setzt 
Jacohi  auseinander,  wie  die  Multiplikation  der  elliptischen 
Funktionen  1.  Gattung,  welche  Legendre  in  den  Exercices  de 
calcul  integral  I.  gegeben,  durch  eine  Reihe  successiver  Trans- 
formationen ersetzt  werden  kann.  Daran  schliessen  sich  zahlen- 
theoretische Untersuchungen,  die  Fundamentaltheoreme  flir  cu- 
bisehe,  biqnadratische  und  Reste  höherer  Potenzen,  zu  denen 
J.  durch  das  Studium  des  Legendre'schen  Reciprocitätsgesetzes 
und  der  Disquisitiones  arithm.  (sectio  VII.)  von  Gauss  geführt 
ist.  Der  IL  Brief  (Jan.  1828)  giebt  eine  Analyse  von  AbeFs 
Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques  P'*'  Partie  (Grelle  IL); 
und  J.'s  Untersuchungen  über  die  Modulargleichungen.  Brief  IIL 
enthält  die  Formeln  für  die  complementäre  Transformation,  die 
E^twickelung  der  elliptischen  Funktionen  in  unendliche  Produkte 
Und  die  Entwickelung  nach  sin  und  cos  der  vielfachen  Argu- 
mente. Hier  setzt  J.  den  Gedankengang  auseinander,  der  ihn 
^u  geinen  Theoremen  geführt.  IV.  Ueber  die  zahlentheoretischen 
Polgerungen  aus  der  Gleichung 

—  =  l  +  22:q'' 

Und  aus  ähnlichen  Relationen  zwischen  den  Constanten ;  sowie  über 

die  Beziehung  der  elliptischen  Funktionen  3.  Gattung  mit  3  Va- 

rtabeln  zu  andern  Transcendenten  von  2  Variabein.    V.  enthält 

J-'s  Untersuchungen   über  die   allgemeine  algebraische  Lösung 

der  Gleichung  vom  Grade  «',  von  der  die  Theilung  der  ellip- 

ttschen  Funktionen  in  n  gleiche  Theile  abhängt.     VL  (1829.) 

^eber  die  Auflösbarkeit  der  Gleichung  zwischen  sin  am  (w)  und 

^am  (nu),    welche    Abel    auf    eine    algebraische    Gleichung 

C*+l)*'"  Grades  zurückführt.     VII.   Ueber  Legendre's  Einthei- 

^^g  der  elliptischen  Integrale  3.  Gattung  in  2  Classen;   und 

^ber  die  geometrische  ebene  Construktion  der  Multiplikation  der 

«Biptiachen  Funktionen   (Grelle  IE.   376).     Brief  VIII.   enthält 

'^ttr  kurze  Notizen,  über  AbeFs  Tod,   über  die  numerische  Aus- 

werthaog   der   elliptischen  Integrale   3.  Gattung,   über   das  in 


i' 
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Schumachers  Astr.  Nachr.  No.  127  veröffentlichte  Fandament 
theorem  für  die  Transformation.  In  IX.  (1830)  steht  anm 
persönlichen  Notizen  nur  Einiges  über  die  Bezeichnung  sin  am  e 
X.  (1830)  enthält  eine  Ergänzung  zu  Legendre's  Lösung  <i 
Gleichung 

Im  letzten  XI.  Briefe  (v.  J.  1832)  finden  sich  einige  Notiz 
über  seine  Arbeiten  aus  der  Störungstheorie,  über  die  trigon 
metrische  Lösung  der  Peirschen  Gleichung  und  die  Verallg 
meinerung  derselben.  v  M. 

F.   DiDON.      Methode    de    Cauchy    pour    rinversion  d 
Tint^grale  elliptique.     Liouviiie  J.  (2)  XIV.  230-240.  1869. 

Cauchy  hat  in  den  G.  B.  XVII.  1843  eine  Reihe  von  AI 
handlungen  über  gewisse  unendliche  Produkte,  besonders  ttbi 
die  von  ihm  so  genannten  reciproken  Faktoriellen  veröffentlich 
welche  nichts  anderes  als  Jacobi's  0-Funktionen  sind.  In  die8( 
Abhandlungen  findet  sich  eine  äusserst  einfache  Methode  f&r  d 
Umkehrung  des  elliptischen  Integrals,  welche  H.  Didon  hi* 
wiedergiebt  mit  Einführung  der  Jacobi'schen  Zeichen.  Man  find 
sin  am  o;,  cos  am  o;,  Jdkmx  und  n(Xjä)  ausgedrückt  durch  < 
J7,  0^,H^^  und  eine  Cauch/sche  Formel ,  aus  welcher  das  Ade 
tionstheorem  gefolgert  werden  kann.  M. 

P.  Mansion.    Tht^orie  de  la  multipHcation  et  de  la  ti'an. 
formation  des  fonctions  elliptiques.    Essai  d'expositic 

^l^mentaire.      Paris.   Qaathier-Yillars.   Oand.   Hoste.  1870. 

Die  Methode  des  Verfassers  basirt   auf  der  Untersuchui 

des  wahren  Werthes  der  Funktionen,  welche  unter  der  Form  - 

erscheinen.  Dieses  Princip  giebt  ihm  a  priori  den  Orad  d 
Vielfältigkeit  der  Faktoren,  welche  in  den  Transfonnatioi 
fomieln  auftreten.  Dies  liefert  auch,  ohne  die  Theorie  d 
6-Funktionen,  die  Gonstanten  für  die  Multiplikation.  Darob  c 
genaue  Bestimmung  des  Zeichens  der  Constanten  weist  er  da: 
nach,  dass  die  fllr  die  Transformation  charakteristische  Zahl  £ 
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Bitiv  iflt    Der  Theorie  der  Multiplikation  und  der  Transformation 
^liickt  der  Verfasser   eine  historische  Uebersicht   über   die  in 
dieses  Gebiet   einschlagenden  Arbeiten   vorauf.     Sie   zerföllt  in 
2  Capitel :    1)  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  vor  der 
Entdeckung  der  doppelten  Periode,  und  2)  die  Theorie  der  Mul- 
tiplikation und  der  Transformation  der  elliptischen  Funktionen 
seit  Entdeckung  der  doppelten  Periode.  M. 

A  Allegret.      Note    sur  Texistence   de    noiivelles    classes 
n     renfemiant   cliacune   im   nombre    illimit^    de  courbes 
alg^briques  planes,  doiit  les  arcs  offrcnt  iine  repr^sen- 
tation  exacte   de    la  fonction    elliptique    de  premifere 

espfece.      C.  R.  LXX.  1032-1033.  1870. 

Diese  Curven  sind  definirt  durch  die  Gleichungen: 


ds  =  2  l/m(l  —tri)  -=L=.  M. 

]/l-r* 

J«  A.  Serret.    Kapport  sur  un  Mdmoire  de  M.  Bouquet, 
relatif   k  la  thdorie    des    integrales    ultra -elliptiques. 

C.  R.  LXXI.  42-43.  1870. 

Die  Arbeit  Bouquet's  wird  in  dem  Recueil  des  Savants 
tengerg  gedruckt  werden;  desshalb  folgt  das  Referat  später. 

M. 

^'  Jordan.     Sur  la  trisection   des  fonetions  abdliennes 
et  sur  les  vingt-sept  droites  des  surfaces  du  troisifeme 

ordre.      C.  R.  LXVIII.  865-869.  1869. 

Siehe  Abschnitt  IL  (Nachtrag.)  Cap.  1,  p.  274. 

^'  Jordan.     Sur  la  division   des   fonetions   hyperelHp- 
tiques.     C.  R.  LXx.  1028-1032.  1870. 

Clebsch  hat  gezeigt,  dass  die  Reduktion  der  binären  Formen 
^'^  Ordnung  auf  die  Form  T  —  V  abhängt  von  der  Gleichung 
^^*^  Grades,  welche  die  Dreitheilung  der  hyperelliptischen 
'Miktionen  giebt.     Dasselbe  Verfahren  wendet  H.  Jordan  auf 

fonxdtf.  d.  auth.  IL  2.  23 
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die    Gleichung  X«    vom    Grade   - — j-   an,   von  welcher   < 

°  p — 1 

Theilung  der  Perioden  in  den  2nfach  periodischen  Funktioi 

durch  eine  ungerade  Zahl  p  abhängt.    Aus  einer  Wurzel  diei 

Gleichung  X«  erhält  man  die  übrigen  durch  Auflösung:    1)  d 

entsprechenden  Gleichung  Xn~-i  illr  (2n— 2)fach  periodische  Fan 

tionen,  'J)  einer  AbeVschen  Gleichung  (p  — 1)**^°  Grades;  3)  V( 

2n — i  Aberscheu  Gleichungen  p**"  Grades.  M. 

F.  Brioschi.    Sur  la  bissection  des  fonctions  hyperelli] 

tiques.      C.  R.  LXX.  504-506.  1870. 

Während  das  Problem  der  Theilung  der  hyperelliptisch 
Funktionen  im  Allgemeinen  auf  eine  Gleichung  vom  Grade  i 
führt,  hat  man  bei  der  Zweitheilung  der  hyperelliptischen  Fuc 
tionen  nur  eine  Gleichung  p*^"  Grades  aufzulösen.  M. 
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Reine,  elementare  und  synthetische 

Geometrie. 

Capitel  1. 
Principien  der  Geometrie. 

^*  Caylet-     A  memoir  on  abstract  geometrj.     Trans,  of 

LoDdoD.  CLX.  51-63.  1870. 

Die  Arbeit  enthält  die  Auseinandersetzung  einiger  elemen- 
^rer  Principien  einer  abstracten  Geometrie  mit  m  Dimensionen. 
^iese  kann  einerseits  als  eine  gesetzmässige  Erweiterung  der 
Geometrie  mit  2  und  3  Dimensionen  angesehen  werden,  anderer- 
^its  füllt  sie  eine  in  der  Geometrie  und  der  Analysis  allgemein 
l^emerkbare  Lücke  aus.  Denn,  haben  wir  es  überhaupt  mit 
Grössen  zu  thun,  die  auf  irgend  welche  Weise  unter  einander 
Verbunden  sind,  und  welche  veränderliche  oder  bestimmbare 
Grössen  sind  oder  als  solche  angesehen  werden  können,  so  wird 
^ie  Natur  der  Beziehung  zwischen  diesen  Grössen  häufig  deut- 
scher gemacht,  indem  man  sie  als  Coordinäten  eines  Punktes 
• 

'11  der  Ebene  oder  im  Räume  ansieht,  sobald  ihrer  nur  2  oder 
3  Vorhanden  sind;  fllr  mehr  als  3  Grössen  hingegen  wird  einer- 
^its  die  Beziehung  zu  einander  verwickelter,  andererseits  das 
^edürfiiiss  einer  solchen  Darstellung  grösser.  Dieser  Fall  kann 
^^nzig  erledigt  werden  durch  die  Einführung  des  Begriffs  eines 
^umes,  der  die  erforderliche  Anzahl  Dimensionen  hat,  und  für 
4ie  Darstellung  bedürfen  wir  einer  Geometrie  für  einen  solchen 
^um.  Ein  wichtiges  Beispiel  in  der  ebenen  Geometrie  hat  sich 
^^•boten  in  der  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Anzahl  von 

^  23* 
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Curven,  welche  gegebenen  Bedingungen  genügen ;  die  Bedingonj 
geben  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten  in  der  Gleicht 
der  Curve,  und  zum  besseren  Verständniss  dieser  Beziehuni 
war  es  vortheilhaft,  die  Coefficienten  anzusehen  als  die  C( 
dinaten  eines  Punktes  innerhalb  eines  Raumes  mit  den  erforc 
liehen  Dimensionen. 

Ein  leitender  Begriff  in  dieser  Theorie  ist  der  einer  A -facti 
Beziehung,    welche  charakterisirt   und  zum   Ausdruck   gebra 
wird  durch    ein  System   von  Gleichungen   (oder    einfachen  ] 
Ziehungen),  und  welche  zu  dem  Problem  führt,  solche  Bezieht 
mit  Hülfe  eines  Systems  von  Gleichungen  (oder  einfachen  1 
Ziehungen)  auszudrücken.    Indem  der  Verfasser  die  allgemeii 
Schlüsse  auf  den  Fall  der  körperlichen  Geometrie  anwendet, 
merkt  er,  dass  er  die  zweifache  Beziehung  einer  Raumcurve 
vollständig  und  bestimmt  ausgedrückt  ansieht  durch  ein  Syst 
von  Gleichungen  P=0,  0  =  0,  ...r=0,  wenn  keine  der  Fui 
tionen  P,  Q,,,,T  eine  lineare  Funktion  mit  Constanten  oder 
riabeln  „ganzzahligen"  Coefficienten  einer  der  andern  Fui 
tionen  ist,   und  wenn  jede  durch  die  Curve   hindarchgehei 

Oberfläche  einer  Gleichung  von  der  Form  AP+BQ-] \-KT-' 

mit  Constanten  oder  variabeln  „ganzzahligen"  CoefScienten 
nUgt.    Hier  sind  alle  Funktionen  und  Coefficienten  angesel 
als  rationale  Funktionen  der  Coordinaten  und  das  Wort  „ga 
zahlig"  bezieht  sich  auf  die  Coordinaten.  Cly.  (M.) 

Lagout.     Premiers  principes  de  la  g^omätrie.    Mondes 

XXII.  12-14.  1870. 

Versuch    einer    Entwickelung    der    ersten    Prineipien 
Geometrie.  0. 

B.  RiEMANN.     Sur  las  hypothfeses  qui  servent  de  fon« 
nient  ii  la  gdom^trie.     Trad.  par  J.  Hoüel.     Brio 

Ann.  (2)  III.  309-327. 

Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  22-24. 

E.  Beltrami.    Essai  d'intei-prdtation  de  la  g^om^ie  ii< 
euclid^eune.    Trad.  par  J.  Hoüel.    Ann.  de  rfic*  Nor». 

251.  1869. 

Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  p.  276.  Ms. 
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J.  HoüBL.    Sur  rimpossibilitd  de  ddmontrer  par  une  con- 
struction    plane   le  postulatum  d'Euclide.     inst.  i.  sect. 

XXXVIII.  85-86.  1870. 

Beltrami  hat  in  einer  Arbeit',  welche  im  Jahre  1808  ver- 
öffentlicht ist:  „Saggio  di  iuterpretazione  della  geomctria  non 
eucWdea"  (cf.  Battagl.  G.  VI.  285-315;  Fortschr.  dir  Math.  I. 
27r>-276),  eine  Geometrie  derjenigen  Oberflächen  behandelt, 
welche  eine  constante  negative  Krümmung  besitzen;  diese 
Flächen  nennt  er  pseudosphärische  Oberflächen.  Zu  gleicher 
Zeit  wurde  die  Geometrie  derselbeo  Flächen  erörtert  von  Lobat- 
sehefsky  in  seinen  geometrischen  Studien  über  die  Theorie  der 
Parallelen  und  von  Bolyai  in  seiner  Arbeit:  „Sulla  scienza  dello 
spazio  assolutamente  vera.  Versione  dal  latino  di  G.  Battaglini" 
(cf.  Batiagl.  G.  VI.  97-116;  Fortschr.  d.  Math.  L,  276).  Es  er- 
giebt  sich,  dass  die  Summe  der  Winkel  eines  geodätischen 
Dreiecks  auf  diesen  Flächen  <2Ä  ist. 

Wollte  man  nun  durch  irgend  welche  ebenen  Construktionen 
die  Richtigkeit  des  11.  euclidischen  Grundsatzes  beweisen,  so 
löttssten  diese  Construktionen  auch  unter  Voraussetzung  der 
inöglichen  Richtigkeit  des  Gegentheiles  stattfinden.  In  diesem 
J*alle  aber  ist  die  ebene  Geometrie,  nach  den  Arbeiten  von  Lo- 
batschefsky  und  Bolyai,  ein  specieller  Fall  der  pseudosphärischen. 
Alle  Folgerungen,  die  sich  aus  der  gegentheiligen  Annahme  er- 
geben, fuhren  also  nicht  zu  Widersprüchen  mit  Sätzen  der  ebenen 
Geometrie,  sondern  zu  Sätzen  der  pseudosphärischen  Geometrie. 
Demnach  kann  die  Richtigkeit  des  11.  euclidischen  Grundsatzes 
J^icht  durch  irgend  welche  ebenen  Construktionen  dargethan 
'werden.  T. 

Flyk  Sainte-Marik.    Sur  le  postulatum  d^Euclide.    Inst. 

I.  sect.  XXXVIII.  53-54   1870. 

In  dieser  Note  behandelt  der  Herr  Verfasser  zunächst  die 
^ö  der  vorhergehenden  Nummer  erwähnten  Schriften  von  Lobat- 
^^heföky  und  Bolyai;  er  erörtert,  welche  Entwickelungen  in 
diesen  Arbeiten  fehlen,  damit  der  Schluss  gerechtfertigt  sei,  dass 
^^f  11.  Euclidische  Grundsatz  nicht  bewiesen  werden  könne, 
^luie  einen  andern  an  seine  Stelle  zu  setzen.    Diese  Entwiok^* 


336    VIII.  Abschnitt   Beine,  elementare  a.  synthetische  Geometrie. 

luDgen   finden   sich   in  einer   demnächst    zu   yeroffenflicbendati 

Arbeit  des  Verfassers:  ^Etudes  analytiques  sur  la  tbtorie  d^s 

paralleles"  ausgeführt;  sie  werden  mit  Hülfe  der  Formeln  der 

analytischen  Geometrie  geleistet.    Es  folgt  ein  Ueberblick  über 
diese  Arbeit.  T. 

J.   HoüEL.     Note  sur   rinipossibilite  de  d^montrer  par 
une  coustruction   plane  le  principe   de  la  th^orie  des 

paralleles,  dit  postulatum  d'Euclide.  Mem.  de  Bordeaux  VIII. 
Extrait  des  Proces-verbaux  XI. -XVIII.  1870  und  Nouv.  Ann.  (2)  IX. 
93-96.  1870. 

Der  Zweck  der  Note  ist,  nachzuweisen,  dass  die  Arbeit  von 
Beltrami:  Saggio  d'interpretazione  della  Geometria  non  euclidea. 
Battaglini  G.  VI.  285  (s.  Fortschr.  d.  M.  I.  275)  zu  dem  Resul- 
tat führt,  dass  es  unmöglich  ist,  das  Princip  der  Parallelen  durob 
blosse  Anwendung  ebener  Constructionen  zu  beweisen.     M. 

A.  Gknocchi.     luterna  ad  una  diinostrazione  di  Daviet 

de    Foiieenex.       Atti  di  Torino  IV.  1869. 

Eine  kurze  historische  Notiz  über  Foncenex,  aus  der  ber- 
vorgeht,  dass  einige  Arbeiten  dieSes  Mathematikers,  die  in  de<^ 
ersten  Bänden  der  Miscellanea  taurinensia  publicirt  sind,  in  Wahr- 
heit Lagrange  zuzuschreiben  sind.    Es  ist  eine  Einleitung  zu  d^'* 
Arbeit:   Dei  primi  principii  della  Meccanica  e  della  Geometri-^ 
in  relazione  al  postulato  d'Euclide,  auf  welche  wir  wegen  de^^ 
Satzes  von  Foncenex  verweisen.  Jg.  (0). 

A.   Genocchi.      Dei  prinii   principii   della  meccanica       ® 
della   geometria   in  relazione  al   postulato   d'Euclid^-^' 

Soc.  It.  dei  IL.  (3)  IL  1869. 

Die  abstracto  Untersuchung  der  Eesultante  zweier  parallel^^*^ 
Kräfte  führt  dazu,  eine  Funktion  (p  zu  bestimmen,  welche  ^^^^^ 
Bedingung 

'K^ + y)  +  7  (^-y) = qp(a?) .  v(y) 

genügt.  Diese  schon  von  d'Alembert  im  6**""  Bande  der  Opv^=30' 
cules  math^matiques  p.  371  gegebene  Gleichung  ist  eineBeric:^ 
ti^ng  und  Ergänzung  einer  andern,  weniger  allgemeiBen,  die  ^^^^ 
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riet  de  Foneenex  im  2**"  Bande  der  Miscellanea  Taurinensia 
[eben  ist,  in  der  That  aber,  wie  später  Delambre  gezeigt,  von 
prange  herrührt.  Dieser  Gleichung  nun  wird  genügt  sowohl 
•dl  qp  =  oon8t.,  als  auch  durch  ^  =  *'-f  *-•*,  wo  k  constant. 
)  zweite  Lösung,  zuerst  von  d*Alembert,  dann  von  Laplace 
neben,  ist  Ton  den  Mechanikern  verlassen,  weil  sie  der  Wirk- 
ikeit  nicht  entspricht,  während  die  erste  genau  mit  dem  Frin* 
e  des  Hebers  stimmt,  wie  es  Ton  Archimedes  ausgesprochen 

Herr  Genocchi  beweist  nun  mit  Klarheit  und  Genauigkeit, 
»,  wenn  man  die  zweite  Lösung  als  zulässig  anerkennt,  man 
;h  nothwendig  jene  Geometrie  als  richtig  anerkennen  muss, 
[che  von  Gauss  als  Nicht -Euclidische,  von  Lobatschefsky  als 
iginäre  bezeichnet  worden  ist,  und  umgekehrt.  Die  Postulate 
i  Euclid  und  Archimedes  hängen  also  dergestalt  zusammen, 
18  die  Bejahung  oder  Verneinung  der  Richtigkeit  des  einen 
3h  die  Bejahung  oder  Yerueinung  des  andern  nach  sich  ziehen 
BS.  Der  Herr  Verfasser  beweist  zu  gleicher  Zeit,  dass  die 
eorie  der  Zusammensetzung  zweier  sich  schneidenden  Kräfte 
System  der  Euclidischen  Geometrie  und  im  System  der  Nicht- 
clidiscben  identisch  ist,  was  leicht  zu  begreifen,  wenn  man 
lenkt,  dass  im  zweiten  Falle  alles  von  der  metrischen  Rela- 
a  abhängt,  welche  siah  in  den  unendlich  kleinen  Elementen 
*  Ebene  am  Schnittpunkt  findet,  weil  sie  bei  Zulassung  des 
setzes  der  Homogeneität  durch  unendlich  kleine  Kräfte  er- 
zt  werden  können,  wenn  nur  ihr  Verhältniss  dasselbe  bleibt. 

aber  andrerseits  die  Entfernung  der  Angriffspunkte  zweier 
alleler  Kräfte  nothwendigerweise  bestimmt  ist,  so  hängt  das 
ietz  ihrer  Zusammensetzung  von  der  Geometrie  bestimmter 
Qren  ab,  welche  yerschieden  ist,  je  nachdem  man  das  Fo- 
at  des  Euclid  zugiebt  oder  leugnet. 

Der  Herr  Verfasser  geht  dann  zu  anderen  mechanischen 
Qcipien  über,  welche  ebenfalls  zur  Euclidischen  Geometrie 
ren,  zu  den  unfruchtbaren  Versuchen  der  Geometer,  das 
italat  des  Euclid  a  priori  zu  beweisen,  und  zu  anderen  ähn- 
len  Postulaten,  welche  als  diesem  vorzuziehen  vorgeschlagen 
iden  sind.  Wie  es  scheint,  schliesst  der  Herr  Verfasser  die 
»gUehkeit  einen  Beweis  zu  finden  nicht  absolut  aus  ]  denn  wena 
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er  von  der  willkttrlichen  Gonstante  spricht,  die  in  dem  Ami 
für  die  Funktion  q>(x')  vorkommt  und  die  in  der  Theorie 
pseudosphärischen  Flächen  des  Herrn  Beltrami  eine  Deutung 
fahren  hat,  glaubt  er  weder,  dass  es  noth wendig  sei,  au: 
Erfahrung  zurück  zu  greifen,  um  ihren  Werth  zu  bestim 
noch  dass  man  dabei  sich  an  ein  Postulat  wenden  mttsse. 
ferent  hat  indessen  nicht  finden  können,  wie  er  auf  einen 
deren  rationellen  Wege  zu  einer  Bestimmung  derselben  od< 
einem  gleicbgeltendcn  Theorem  gelangen  will.  "Wie  dem 
sei,  der  Herr  Verfasser  erkennt  die  hohe  Schwierigkeit  an, 
den  bisher  angenommenen  Priucipien  die  Lehre  des  Enclid 
den  Parallelen  streng  durchzuführen,  billigt  aber  die  Ben 
Lobatschefsky's  auf  die  Resultate  der  astronomischen  Beo) 
tungen  nicht.  Im  letzten  Paragraphen  der  Abhandlung  sc 
er  dann  ein  neues  Postulat  vor,  welches  an  die  Stelle 
Euclidischen  zu  substituireu  wäre.  Es  lautet  mit  des  I 
Verfassers  Worten:  „Due  lince  rette  nou  possono  accostan 
definitamente  seuza  concorrere.  (Zwei  gerade  Linien  kö 
sich  nicht  unendlich  nähern,  ohne  sich  zu  treffen.)''  Offc 
hat  der  Herr  Verfasser  mit  diesem  Satze  die  asymptotische 
nnherung  paralleler  Geraden  ausschliessen  wollen,  wie  sie  ii 
Nicht-Euclidischeu  Geometrie  stattfindet.  Aber  wir  wissen  i 
ob  es  didaktisch  angemessen  ist,  Begriffe  metrischen  Ohara 
in  ein  Postulat  zu  bringen,  welches  unter  einer  rein  graphif 
Form  dargestellt  werden  kann.  Jg,  (0\ 

E.  Baltzer.    Ueber  die  Hypothese  der  Parallelenthe 

Leipz.  Ber.  95  96.  1870. 

Reflexionen  über  die  Hypothese  der  Parallelentheorie 
haupt,  sowie  Darlegung  des  Mangelhaften  eines  neuen  Versi 
in  dieser  Hinsicht,  welcher  von  Bertrand  der  Pariser  Aka^ 
(Comptes  rendus  1869  Dec.  20)  unter  der  Versicherung  vorg 
wurde,  dass  das  elfte  Axiom  des  Euclides  nun  bewiesen, 
eine  von  diesem  Axiom  unabhängige  Geometrie  ad  abBa 
geführt  sei. 

Garton,   der  Verfasser  des  von  Bertrand  in  dem  Co 
reodu  vertretenen  Beweises,  hat,  wie  Herr  Baltzer  mittbeilti 


! 
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Fehler  begangen,  die  seinem  Beweise  zu  Grunde   liegende  Hy- 
poAese  stillscbweigend  zuzulassen. 

Der  Herr  Verfasser  spricht  sich  gegen  den  Schluss  seiner 
Abhandlung  dahin  aus,  dass  die  von  Gauss  gehegte  Ueberzeu- 
gang:  es  sei  keine  Aussieht  vorhanden,  die  Geometrie  ohne  eine 
dem  elften  Axiom  von  Euclides  äquivalente  Hypothese  zu  be- 
gründen, ihre  Bestätigung  durch  die  Existenz  einer  widerspruchs- 
freien, abstracten  Geometrie,  welche  Gauss,  Bolyai,  Lobatschefsky 
unter  Zulassung  einer  Minderzahl  von  Hypothesen  erbaut  haben, 
finde.  Wtn. 

Lagüerre.     Sur  reinploi  des  imaginaires   en  geomi^trie. 

Noav.  Ann   ■2)  IX.  163-175.  241-254.  1870 

Die  zuerst  genannte  Arbeit  ist  eine  Reproduction  der  ersten 
der  Vorlesungen,  welche  Lagüerre  Über  höhere  Geometrie  ge- 
halten hat.  Die  zweite  ist  der  erste  einer  Reihe  von  Artikeln, 
welche  einige  Punkte  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  die  in  den 
zuerst  erwähnten  Vorlesungen  nicht  erörtert  sind,  behandeln 
sollen. 

Denkt  man  sich  um  den  Punkt  A  (or,  ß)  einer  reellen  Ebene 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  q  beschrieben,  dann  zerfällt  die 
Gleichung  dieses  Kreises  für  den  Fall  (>  =  0  in  die  Gleichungen 
zweier  Graden: 

Diese  Geraden  werden  die  isotropen  Geraden  (ersten 
Und  zweiten  Systems)  genannt,  welche  durch  den  Punkt  A  gehen. 
^OBBtruirt  man  für  alle  Punkte  der  Ebene  die  isotropen  Geraden, 
*^  convergiren  sämmtliche  des  ersten  Systems  gegen  einen  un- 
^^idlich  fernen  Pnnkt  der  Ebene,  und  ebenso  die  isotropen  Ge- 
^^en  des  andern  Systems  gegen  einen  andern  solchen  Punkt. 
*^«Be  Punkte  heissen  Nabelpunkte  der  Ebene. 

Die  beiden  durch  den  Punkt  A  gehenden  isotropen  Geraden 
"Hhen  in  ihrer  Gesammtheit  die  Eigenschaften  eines  Kreises; 
^«nn  A  ein  reeller  Punkt  ist,  ist  ^4  der  einzige  reelle  Punkt 
dieses  Kreises.  Wenn  aber  dieser  Punkt  imaginär  ist,  dann 
^^istirt  auf  jeder  der  beiden  durch  A  gehenden  isotropen  Ge- 
rden ein  reeller  Punkt  (a  und  a'),  und  diese  Punkte  sind  nur 
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von  der  Lage  des  Punktes  A  abhängig,  so  dass  also  ihre  Ver- 
bindungslinie aa'  nur  von  der  Lage  des  Punktes  A^  aber  nicht 
von  dem  gewählten  Coordinatensysteme  abhängig  ist,  so  dass  er 
zur  Bestimmung  eines  imaginären  Punktes  gebraucht  werden 
kann  (darstellendes  Segment,  segment  repr^sentatif).  Es  Itat 
sieh  nun  auch  der  dem  Punkte  A  imaginär  conjugirte  A'  be- 
stimmen. 

Zieht  man  in  der  Ebene  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  eine 
unbegrenzte  Gerade  Ow  (Coordinatenaxe  genannt),  dann  kann  man 
die  Lage  irgend  eines  Punktes  A  der  Ebene  durch  die  Strecken 
Oa  =  u  und  Oft=w  bestimmen,  welche  die  durch  A  gehenden 
isotropen  Geraden  auf  der  Coordinatenaxe  Ow  absehneiden,  u 
und  tr  werden  die  isotropen  Coordinaten  des  Punktes  A  ge- 
nannt; mit  ihrer  HUlfe  kann  man  den  Abstand  zweier  imaginärer 
Punkte  ausdrücken.     So  weit  die  erste  Vorlesung. 

Die  zweite  der  vorliegenden  Arbeiten  enthält  zunächst  all- 
gemeine Betrachtungen    über   die   Darstellung   von   imaginärefl 
Punkten,   die   auf  einer  gegebenen  Curve   liegen.     Die  Arbeit 
nimmt  ihren  Ausgangspunkt  von  der  Bestimmung  eines  beliebig 
in  der  Ebene  gelegenen  Punktes  durch  seine  isotropen  Coordi- 
naten.   Sie  wendet  sich  dann  zur  Betrachtung  eines  Punktes,  der 
auf  einer   gegebenen  Curve   liegt.     Dazu   wird   untersucht,  lü 
welcher  Weise  die  darstellenden  Segmente  der  auf  der  Curve 
gelegenen  Punkte  in  der  Ebene  vertheilt  sind  (Abel  Transofl- 
Application  de  Talgöbre  directive  ä  la  g6om6trie.    Nouv.  kaf^* 
(2)  VU.  145-157.  193-208.  241-264.  Fortschr.  d.  M.  L  p.  149.  -^ 
Laguerre:   Note  sur  l'emploi  des  imaginaires  dans  la  gtomötri^ 
de  respce.    Inst.  1.  XXXVIII.  155-160).    Die  Untersuchung  zei«^ 
dann,  dass  man  einen  jeden  Punkt  einer  Curve ^  er  mag  re^'^ 
oder  imaginär  sein,  durch  einen  reellen  Punkt  (point  reprto^' 
tatif )  darstellen  kann,  dieser  ist  auf  der  durch  den  CurvenpuJik* 
gehenden  isotropen  Geraden  des  ersten  Systems  gelegen,  0Dfl 
ist  ftlr  einen  reellen  Curvenpunkt  dieser  selbst.    Die  Veitoda- 
rung  der  Lage  eines   (reellen  oder  imaginären)  Curvenpunkte^ 
wird  somit  durch  die  CuiTe  dargestellt,  welche  der  dargtellende 
Punkt  beschreibt. 

Der  letzte  Theil  der  Arbeit  ist  der  Darstellung  der  Ponkte 
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iridinet,  die  auf  einer  gegebenen  Geraden  gelegen  sind.    Die 
handlang  einiger  Aufgaben  scbliesst  sich  an.  T. 

LiE.     lieber  eine  Darstellung  des  Imaginären  in  der 

Geometrie.      Borchardt  J.  LXX.  346.  1869. 

Setzt  man  Z  =  »+pi,  X=a;  +  yi,  wenn  x^y^z^p  reelle 
rOssen  bedeuten,  so  bestimmen  x,y,Zj  als  rechtwinklige  Coor- 
naten  anfgefasst,  einen  Punkt  im  Räume  (Imaginär-Punkt  Z,  X); 
boisst  Gewicht  des  Punktes;  ist  p  =  0,  so  wird  (Z,  X)  ein 
oU-Pankt  genannt.  Die  Punkte  x,y,Zy  welche  der  Gleichung 
(Z,X)=0  genügen,  bilden  eine  „Imaginär- Curve",  welche  durch 
nc  gewöhnliche  Fläche  dargestellt  wird.  Auf  dieser  Fläche 
atapricht  jedem  Werthe  von  p  eine  Curve  (Streifen).  Aus  den 
t  Gleichungen  ausdrückbaren  Sätzen  der  ebenen  Geometrie, 
t  welcher  Z  und  X  auf  reelle  Werthe  beschränkt  sind,  lassen 
ch  auf  Grund  obiger  Auffassung  Analoga  fQr  den  Raum  ab- 
iten,  indem  man  die  Coordinaten  X,Z  und  die  Parameter  als 
)inplexe  Grössen  betrachtet  und  die  Theilgleichungen  inter- 
relirt,  welche  durch  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären 
Qtitehen.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  werden  die  Imagi- 
är-Gcrade,  Büschel  solcher  Geraden,  die  durch  einen  Imaginär- 
^ikt  gehen,  die  unharmonische  Funktion  von  je  vier  solchen 
'^nuien,  femer  der  Imaginär-Kegelschnitt  einer  kurzen  Betrach- 
TOg  unterworfen.  Kr. 


Capitel  2. 
Continuitätsbetrachtungen  (analysis  situs), 
^  Bertini.     Sui  poliedri  Euleriani.     Tesi  per   Tesame 

^1  abilitazione.      Add.  d.  Sc.  Norm.  Pisa.  1868/69. 

h  diesen  Thesen  werden  einige  Eigenschaften  der  Euler'- 
•^^  Polyeder  bezüglich  der  Anordnung  der  Ecken,  der  Seiten 
»na  Kanten  bewiesen,  indem  von  der  Betrachtung  der  ähnlichen 
'"ippinmg  (aspetto),  die  von  Herrn  Jordan  (Borchardt  J.  LXVL 
^  22)  eingeführt  ist,  ausgegangen  wird.    Durch  Bewegung  einer 
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Kante  und  einer  ihrer  Ecken  tfaeilt  Herr  Jordan  d 
Seiten  und  Kanten  Ordnungszahlen  zu  und  nennt  ( 
eines  Polyeders  (in  Bezug  auf  die  gewählte  Kante  ^ 
die  Art,  in  der  sich  die  zugetheilten  Zahlen  folge 
liehe  Gruppirungen  sind  zwei  oder  mehrere  Gruppin 
welche  die  Beiheufolge  der  Zahlen  dieselbe  ist.  In  d 
des  Verfassers  ist  der  Begriff  des  Cyclus  der  Elemei 
und  Ecken)  und  des  Cyclus  der  geodätischen  Linien  (: 
gesetzt  aus  Kanten)  u.  s.  f.  hinzugefügt.  Cyclus  der 
in  Bezug  auf  zwei  ähnliche  Gruppirungen  nennt  er  c 
Reihe  (SjSiyS^,  ...Sn^Oj  dass  dem  s  das  s^  entspric! 
hat  in  A  dieselbe  Zahl,  wie  $^  in  ^'),  dem  «,,^,,  dei 
Sn^ij  s;  Cyclus  der  geodätischen  Linien  nennt  er  andre 
sprechend  dem  Cyclus  der  Ecken  eine  Reihe  der  ge 
Linien  (Lo,/,  Li,r-fi, -O)  »o  dass  dem  L^^r,  verbünde 
möglichst  nahen  Ecken  s,  Sr  entspricht  Li^r+i  u.  s.  f. 

Es  werden  verschiedene  Lehrsätze  bewiesen,  da 
gende :  a)  In  Bezug  auf  zwei  ähnliche  Gruppirungen  ¥ 
Cyclen  der  Elemente  aus  derselben  Zahl  der  Elemeni 
ausser  zweien,  die  aus  einem  Elemente  gefunden  werd« 
b)  Die  Zahl  der  geodätischen  Linien  eines  Cyclus  ist 
Zahl  der  Ecken  des  entsprechenden  Cyclus.  c)  Man  k 
einen  Cyclus  von  geodätischen  Linien  (entsprechend 
clus  von  Ecken)  finden,  welche  sich  nicht  in  eine 
schneiden.  Ein  solcher  Cyclus  bildet  einen  einzigen 
senen  Umkreis,  d.  h.  wenn  Lti,/,  L|,,.+i  ...Ln-i,r-i  der  < 
geodätischen  Linien  ist,  so  sind  die  Zahlen  r,  n  die  ei 
ihnen. 

Durch  Untersuchung  einiger  specieller  Fälle  bes 
Verfasser  zum  Schluss  die  Natur  einiger  Euler'schen 
durch  welche  er  zu  seinen  Cyklen  gekommen  ist.     Jg 

Karl  Becker.   Ueber  Polyeder.    ScUlomiich  z  xiv. 
Nachtrag  zu  dem  Aufsatze  über  Polyeder, 

Z.  XIV.  337-343.  1869. 

Der  wesentliche  Inhalt  des  ersten  der  beiden  A 
nacb  Angabe  des  Herrn  Verfassers  bereits  vor  5  Ja! 
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dem  Titel:  „Zur  Polyedrometrie''  (Grunert  Arch.  XXXVIII.  und 
XL.)  veröffentlicht  worden.  Die  Mängel  jener  Arbeit  und  die 
geringe  Beachtung,  welche  der  Arbeit  zu  Tbeil  geworden,  ver- 
anlassen den  Herrn  Verfasser  noch  ein  Mal  den  Gegenstand  in 
neuer  Bearbeitung  vorzulegen.  Den  Gegenstand  der  Arbeit  bil- 
den Sätze  über  die  einfach  zusammenblingcnden  Polyeder  mit 
einfaeh  oder  mehrfach  zusammenhängender  Oberfläche. 

Als  Fundamentalsatz  wird  folgender  Satz  hergeleitet: 

Wird  die  Oberfläche  eines  Polyeders  (in  dem  oben  angege- 
benen Sinne)  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt,  so  ist  deren 
Anzahl  D  =  2(c-f-2w— 4),  wenn  e  die  Anzahl  der  Ecken  und  n 
die  Anzahl  der  innern  Grenzflächen  bezeichnet,  durch  welche 
dag  Polyeder  in  zwei  Polyeder  mit  einfach  zusammenhängender 
Oberfläche  zerlegt  wird. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  andere,  unter  denen  wegen 
seiner  Anwendbarkeit  der  erweiterte  Euler'sche  Satz  zu  nennen 
ist:  e  +  f=k  +  4—2n  +  q. 

Darin  bezeichnet  q  die  Anzahl  der  Querschnitte  (im  Riemann'- 
sehen  Sinne),  die  nOthig  ist,  um  alle  Flächen  einfach  zusammen- 
liingend  zu  machen,  n  hat  die  frühere  Bedeutung,  e,  f,  k  be- 
zeichnen noch  die  Anzahl  der  Ecken,  Flächen,  Kanten  des  Poly- 
eders. Anwendungen  dieses  Euler'schen  Satzes  bilden  den  Schluss 
ier  Arbeit. 

In  dem  Nachtrage  giebt  der  Herr  Verfasser  an,  dass  ihm 
4ie  Arbeiten  von  Camille  Jordan  (Borchardt  J.  LXVI.  22)  und 
von  Listing  (Gott.  Abb.  X.)  erst  bekannt  geworden  sind,  nach- 
dem er  das  Manuscript  der  Redation  eingesandt.  Aus  der  letzten 
dieser  Arbeiten  erwähnt  er  eine  noch  allgemeinere  Erweiterung 
des  Euler'schen  Satzes,  die  bereits  1812  von  Lhuilier  in  den 
Annalen  von  Gergonne  gegeben  ist.  Der  in  der  Arbeit  von 
Jordan  gegebene  einfache  Beweis  des  Euler'schen  Satzes  ver- 
^lasst  den  Herrn  Verfasser  auch  fUr  den  Satz  von  der  Anzahl 
der  Dreiecke,  die  auf  den  Polyederoberflächen  durch  Diagonalen 
gebildet  werden,  einen  direkten  Beweis  zu  suchen.  Die  Resul- 
tate dieser  Untersuchungen  werden  zusammengestellt.  Im  An- 
>^ln«s  daran  wird  dann  der  erweiterte  Euler  sehe  Satz  herge- 
Idilet     Die   Beweise    dieser    Sätze    behalten   auch    noch    ihre 
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Giltigkeit,  wenn  die  Polyederoberflächen  aus  krummen  FUehi 
stücken  zusammengesetzt,  Kanten  und  Diagonalen  also  krumi 
Linien  sind.  T. 

Camille  Jordan.     Sur  las  assemblages  de  lignes.    Bq 

chardt  J.  LXX.  185-190.  1869. 

Ein  System  von  beliebig  vielen  geraden  oder  krumme 
aber  doppelpunktfreien  Strecken,  deren  jede  zwei  der  gegebene 
Punkte  x,yyZ,u .,,  verbindet,  wird  eine  Streckengruppe  (asset 
blage  d'aretes)  genannt  und  symbolisch  durch  die  Form  axy 
6a:»  +  /yw  +  **'  bezeichnet,  wobei  die  Coefficienten  ayb^f...i 
Zahl  der  Strecken  angeben,  welche  dieselben  beiden  Ecken  vc 
binden.  Eine  Streckengruppe  heisst  (n4-l)fach  continuirlic 
wenn  es  möglich  ist,  beliebig  n  Strecken  auszuscheiden ,  ob 
ihre  Continuität  aufzuheben.  Zwei  Streckengruppen,  deren  i 
präsentirende  Formen  identisch  sind^  axy-f6a»+*'*  und  cm// 
6a?V-| — ,  so  dass  jeder  Strecke  xy  der  einen  Gruppe  eine  Strecl 
xy  der  anderen  Gruppe  entspricht,  welche  die  den  Ecken  x^ 
entsprechenden  Ecken  j;',  y'  verbindet,  heissen  ähnlich.  Die  Zal 
welche  angiebt,  auf  wie  viel  verschiedene  Arten  eine  Strecke] 
gruppe  sich  selbst  ähnlich  sein  kann,  wird  der  Grad  ihrer  Syo 
metrie  genannt.  Es  werden  darauf  ausgezeichnete  £lemeDt( 
EckeU;  Strecken  oder  Sectionen  bestimmt,  welche  in  allen  Sul 
stitutionen,  durch  welche  eine  Streckengruppe  sich  selbst  ähi 
lieh  bleibt,  sich  selbst  entsprechen.  Schz. 


'  Capitel  3. 


Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Stereometrie 

Trigonometrie). 

E.  ZizMAKN.     Geometrische  Formenlehre.     Eine  Anleitm 

zmr  Betrachtung  geometrischer  Körper  und   des  Strahlenbnndels  i 
Vorbereitung  zur  gesammten  Geometrie.    2.  Auflag«.    Jena  186d. 

Diese  Auflage  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  erst« 
(1852),  dass  in  beiden  Abtheilungen  (dem  LdirstofF  und  de 
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)l>iiiig8stoff)  ZU  den  beiden  Abschnitten :  „Anschauung  der  ein- 
ölten geometrischen  Gebilde,  gewonnen  bei  der  Betrachtung 
ioinetrigcher  Körper",  und  „der  Strahlenbündel  und  seine  Ver- 
ladung mit  Körpern",  ein  dritter  Abschnitt:  „Betrachtung  von 
rummfläcbig  begrenzten  Körpern'',  hinzugefügt  ist.  M. 

Fr.  Becker.     Die  elementare  Geometrie  in  neuer  An- 
ordnung.     Erstes  Stück.      Pr.  Hanau  1870. 

Der  Entwurf  enthält  manches  Zweckmässige,  seine  Anwen- 
dung auf  Schulen  ist  jedoch  durch  eine  Ueberfüllung  mit  zum 
Theil  sehr  laugen,  unwichtigen  Sätzen  äusserst  erschwert 

Schz. 

Frischauf.    Elemente  der  Geometrie.    Graz,  Leuschner  1870. 
A.  Maier.  Die  ebene  Geometrie  uud  deren  Anwendungen. 

Karlsruhe,  Braan  1869. 

BöHR..   Methodologisch  -  mathematische  Aphorismen.     Pr. 

6.  Oppeln.  1869. 

Beweise  einiger  elementarer  geometrischer  Sätze,  die  ohne 
Zusammenhang  hingestellt  sind.  0. 

H.  Green.    Euclid's  Problems.    London,  Sirapkin  1870. 

Schmidt.    Anwendung  der  analytischen  Geometrie  zum 
Beweise   bekannter   Lehrsätze    der    Planimetrie.     Pr. 

Onhrau  1869. 

Cr.  Ddllner.      Grunddragen    af  geometriska    kalkylen. 

Dillner  Tidskr.  II.  82,  137,  1869. 

Einige  Entwickelungen  auf  Grundlage  von  Cauchy's  „Me- 
moire sor  les  quantit^s  gäomätriques".  Hn.  (Wn.) 

G-  Dillner.      Grunddragen    af   geometriska   kalkylen. 

Dülner  Tideskr.  IIL  30,  111,  176.  1870. 

FortsetzuDg  der  Torigen  Arbeit.  Hb.  (Wh.) 
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Laguerre.    Sur  la  rfegle  des  signes  en  g^om^trie.    Noi^^. 

Ann.  (2)  IX.  175-180.  1870. 

Die  Aufgabe  dieser  Note  ist  zu  zeigen,   dass  die  Zeichen- 
regel  auf  alle  Lehrsätze  der  Geometrie  ausgedehnt  werden  katin. 
Der  Herr  Verfasser  befindet  sich  so  in  einem  bewussten  Gegen- 
satz zu  Herrn  Chasles,   der   in  seiner  Vorrede  zum  ^Cours   de 
G6om6trie  sup^rieure"  p.  IX.  dies  bestreitet.  T. 

G.  DiLLXKii.    Schematisk  framställning  af  läran  om  jenm- 
löpunde  (parallela)  linier.     Dillner  Tidsskr.  III.  l.  1870. 

Lässt  man  einen  Winkel  durch  Rotation  einer  Geraden  um 
einen  ihrer  Punkte  entstehen ,  so  erhält  man  dadurch  leicht  dexi 
Satz  über  die  Winkelsumme  im  Dreieck;  und  dieser  Satz  diei»^ 
dann,  wie  in  vielen  Lehrbüchern,  als  Grundlage  der  Parallelei*- 
theorie.  Hn.  (Wn.) 

G.  Jung.     Dimostrazione  del  teorema  I.  Vol.  VIH.  6i- 
ornale  di  Napoli  Pag.  96.     Battaglini  G.  VIII.  235.  1870. 

Man  ziehe  drei  Gerade  Äo,Ä,,/?,  durch  einen  Punkt  0  ui»^^ 
nehme  auf  jeder  derselben  einen  Punkt  (rtj,«,,«,).  Man  co«^- 
struirt  nun  das  Dreieck,  dessen  eine  Ecke  a^,  die  beiden  ande*«^ 
Ecken  aber  die  Fusspunkte  der  Lothe  von  a^  auf  Ä,  und  JF^i 
sind;  analog  construirt  man  die  beiden  andern  Dreiecke  fllr  €2, 
und  a,.    Dann  gilt  Folgendes: 

1)  Irgend  zwei  dieser  Dreiecke  haben  ihre  Ecken  in  d^<i 
Kreisen,  und  zwar  je  zwei  entsprechende  in  einem  Kreise,  — 
derart,  dass  diese  Kreise  durch  einen  Punkt  gehen  und  sieb  ^^ 
zweien  auf  derselben  Geraden  schneiden. 

2)  Sind  die  Punkte  aQ,a^,a^  von  0  gleich  weit  entfernt,  ^ 
haben  die  Dreiecke  gleichen  Flächeninhalt. 

Diese  Lehrsätze  werden  durch  einfache  geometriBcbe  ^^ 
trachtungen  bewiesen,  und  das  Nähere  über  die  Lage  der  ^° 
Rede  stehenden  Kreise  gegeben.  Mz. 

Most.     Zur  Lehre  von  den  Transversalen  im  Dreiecic 
und  der  dreiseitigen  Pyramide.     Granert  Arch,  L.  988-3»- 

1869. 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  M  eines  Dreieeks 
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iBCdie  Tramrversalen  AA^y  BB^^  CC^,  so  ist  mit  Berüoksichtigang 
er  Vorzeichen: 

JIM,  j^  MB^  .  MC^ . 

AA^      BB^       CC^ 
•HIt  die  dreiseitige  Pyramide  ergiebt  sich 

MA,      MB,      MC,  I  ^J,  ^  . 
AA^  +  BB^  +  CC,  ^DD, "" 
lerr  Grunert  hatte  diesen  Satz,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  be- 
eits  Grunert  Arch.  XLVIII.  p.  467  bewiesen.  0. 

>.  Brauns.     Zur  Lehre   von  den  Dreieckstransversalen. 

Pr.  Schwerin  1869. 

Es  werden  die  Transversalen  behandelt,  welche  jede  der 
ik&en  eines  Dreiecks  mit  den  vier  Punkten  verbindet,  in  welchen 
lie  gegenüberliegende  Seite  von  dem  einbeschriebenen  Kreise 
iDd  den  drei  anbeschriebenen  Kreisen  berührt  wird.  Die  Maass- 
md  Lage-Eigenschaften  dieser  Transversalen,  der  gemeinsamen 
^UDkte  gewisser  drei  von  ihnen,  der  Berührungsdreiecke,  d.  h. 
(olcber  Dreiecke ,  welche  auf  verschiedenen  Seiten  liegende  Be- 
*tthningspi]nkte  zu  Ecken  haben,  und  anderer  damit  zusammen- 
fegender Punkte  und  Geraden  werden  analytisch  entwickelt, 
und  namentlich  mit  den  sogenannten  merkwürdigen  Punkten 
3€8  Dreiecks  in  Beziehung  gesetzt.  Es  ergiebt  sich  z.  B.  der 
Sleichzeitig  von  Herrn  Spieker  gefundene  und  von  diesem  in 
*6m  Lehrbuch  der  Geometrie  (4'^  Auflage,  pag.  190)  aufgenoA- 
QQene  Satz,  dass  der  gern  einsame  Punkt  Q  der  drei  Ecktrans- 
^ersalen,  welche  zu  den  auf  den  Seiten  selbst  liegenden  Be- 
■^hrongspunkten  der  drei  anbeschriebenen  Kreise  gehen,  die- 
i^dbe  Lage  zum  Schwerpunkt  S  und  dem  Mittelpunkt  M  des 
^inbeschriebenen  Kreises  hat,  wie  nach  dem  Euler'schen 
^tze  der  Höhenschnitt  H  zum  Schwerpunkt  und  zum  Mittel- 
pmikt  0  des  umbeschriebenen  Kreises,  ferner,  dass  HQOM 
^in  Trapez  bilden,  bei  welchem  S  der  Diagonalenschnitt  ist, 
^er  Mittelpunkt  V  des  Feuerbach'schen  Kreises  aber  in  die 
Mitte  der  Diagonale  HO  fällt,  und  endlich  der  Mittelpunkt  P 
des  dem  Seitenmittendreieck  einbeschriebenen  ELreises,  oder  was 
denselben  Punkt  ergiebt,   der  Chordalpunkt  P  der  drei  anbe- 

PortMbr.  d.  Math.  II.  2.  24 
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Bchtiebenen  Kreise  in  die  Mitte  der  Diagonale  QM  ftllt    D 
Centren  der  drei  anbeschriebenen  Kreise  entsprechend,  giebt 
noch  drei  andere  diesem  analoge  Trapeze.  Seht. 

A.  Dietrich.    Ueber  Nulllinien.     Pr.  Greiffenberg  i.  P.  1869 

Fällt  man  von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreied 
auf  die  drei  Seiten  Lothe  und  setzt  die  positive  und  negativ 
Richtung  der  Lothe  fest,  so  liegen,  wie  leicht  zu  erkennen,  di 
jenigen  Punkte,  für  welche  die  Summe  der  drei  Lothe  Consta 
ist,  auf  einer  graden  Linie.  Giebt  man  der  constanten  Sumi 
andere  Werthe,  so  erhält  man  Linien,  die  zu  der  ersten  paral 
sind.  Für  eine  von  diesen  Parallelen  ist  die  Summe  der  Lot 
:=0,  sie  heisst  die  Nulllinie.  Im  Ganzen  existiren  fttr  d 
Dreieck  vier  solcher  Nulllinien  ^  deren  erste  man  erhält,  we: 
man  alle  drei  Lothe  nach  der  Innenseite  der  betreffenden^  Dn 
eoksseiten  positiv  nimmt,  während  für  die  drei  anderen  das  Lc 
nach  der  Aussenseite  je  einer  Dreiecksseite  positiv  zu  nehm 
ist.  Die  erste  Nulllinie  geht  durch  die  drei  Punkte,  in  dem 
die  Halbirungslinien  der  drei  Aussenwinkel  die  Gegenseite 
schneiden;  jede  der  drei  anderen  Nulllinien  geht  durcb  ein( 
der  obigen  drei  Punkte  und  durch  die  beiden  Punkte,  in  den( 
die  beiden  andern  Seiten  von  den  Halbirungslinien  ihrer  Gege 
Winkel  geschnitten  werden.  Durch  Betrachtung  dieser  NuUlinii 
el'giebt  sich  nun  ohne  analytische  Behandlung  eine  Anzahl  v( 
bemerkenswerthen  und  zum  grossen  Theil  neuen  Sätzen,  v( 
denen  wir,  da  wir  auf  alles  Einzelne  nicht  eingehen  können,  n' 
den  folgenden  erwähnen  wollen :  Fällt  man  von  einem  Punkte  a 
die  drei  Seiten  Lothe,  so  verhält  sich  die  Summe  der  Lothe  ] 
der  Entfernung  des  Punktes  von  einer  Nulllinie,  wie  eine  Hol 
des  Dreiecks  zur  Entfernung  des  Anfangspunktes  dieser  B5l 
von  derselben  Nulllinie,  oder  wie  die  Excentricität  eines  d 
vier  Bertthrungskreise  zum  Radius  des  umschriebenen  Kreis 
(dabei  ist  das  Vorzeichen  der  Lothe  ebenso  zu  nehmen,  ^ 
für  die  betreffende  Nulllinie.  Excentricität  eines  Berflhras( 
kreises  ist  die  Entfernung  seines  Mittelpunktes  vom  Mittelpuo 
des  umschriebenen  Kreises).  Wo. 
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A .  Grijnert.  Ueber  einen  geometrischen  Satz.  Gmnert  Arch. 

L.  115-118.  1869. 

Beweis  folgenden  Lehrsatzes,  der  den  von  den  Herren 
BrioBchi  und  Betti  ihrer  Uebersetzung  von  Euclid's  Elementen 
binzngeftlgten  Uebungen  entlehnt  ist:  „Wenn  um  ein  gleichsei- 
tiges Dreieck  ABC,  dessen  Seite  a  sein  mag,  ein  Kreis  und  ein 
zweiter  mit  diesem  concentrischer  Kreis  mit  dem  beliebigen 
Halbmesser  g  beschrieben  ist:  so  ist,  wenn  P  ein  beliebiger  Punkt 
in  diesem  zweiten  mit  dem  ersten  concentrischen  Kreise  ist,  die 
Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  PAy  PB,  PC  des  Punktes 
t  Yon  den  Spitzen  A,  B,  C  des  gleichseitigen  Dreiecks  ABC  eine 
eonstante  Grösse,  nämlich  von  der  Lage  des  Punktes  P  in  dem 
xweiten,  dem  ersten  concentrischen  Kreise  unabhängig**.    0. 

£.  Lemoike.    Note  sur  l'expression  de  la  distance  entre 
quelques    points    remarquables    d'un    triangle    ABC. 

NoaT.  Ann.  (2)  IX.  311-316.  1870. 

Die  berechneten  Abstände  sind  folgende:   der  Abstand  des 
Höhendurchschnittspunktes  QH)   vom  Mittelpunkte  (0)  des  um- 

idmebenen  Kreises:  ÖÄ^ = 9Ä»  —  C«' +  6' +  O  (Ä  Radius  des 
QiDflebriebenen  Kreises,  o,  6,  c  Seiten  des  Dreiecks).  Der  Ab- 
stand des  Höhendurchschnittspunktes  vom  Mittelpunkt  (J)  des 
^  oder  eines  angeschriebenen  Kreises  ist  auszudrücken  durch : 

(^  Radius  des  ein-  oder  eines  angeschriebenen  Kreises).  Der 
Abstand  des  Mittelpunktes  des  ein-  oder  eines  angeschriebenen 
Kreises  vom  Schwerpunkt  (JRf)  des  Dreiecks  ist  gegeben  durch 
die  Formel : 

Hieraus  ergiebt  sich  noch,  dass  der  Abstand  zwischen  den 
Mittelpunkten  des  eingeschriebenen  und  umschriebenen  Kreises 
^t  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Durchmesser  des  um- 
"duriebenen  Kreises  und  dem  Abstände  des  Mittelpunktes  des 
^geschriebenen  Kreises  von  dem  des  Kreises  der  neun 
Punkte  ist 

24* 
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Als  Anwendang  dieser  Resultate  wird  gezeigt,  dass  d 
Euler'sche  Problem,  ein  Dreieck  zu  construiren ,  von  dem  c 
Punkte  JyM,H  gegeben  sind,  zurückkommt  auf  die  Lösung  i 
Aufgabe,  ein  Dreieck  zu  construiren,  das  einem  Eegelschoi 
umschrieben  ist,  dessen  Brennpunkte  die  Punkte  0  und  H  an 
dessen  eine  Axe  gleich  dem  Radius  R  ist.  T. 

Chr.  f.  Lindmann.  Demonsti-atio  synthetica  theoremati 
quod  ex  Elementis  Euclidis  a  Cell.  Betti  e  Brioscl 
editis  sxxmtum  et  pagina  116   tomi  Li   hujus  Archr 

propositum   est.      Granert  Arch.  LI.  194-196.  1870. 

Der  Satz,  den  Herr  Lindmann  behandelt,  lautet:  Die  Summi 
der  Quadrate  der  Entfernungen  eines  Punktes  P  von  den  Eck< 
eines  gleichseitigen  Dreiecks  ist  constant,  wenn  P  sich  auf  eine 
Kreise  bewegt,  der  mit  dem  dem  Dreieck  umgeschrieben 
Kreise  concentrisch  ist. 

Es  ist  dieser  Satz  ein  ganz  besonderer  Fall  von  der  b 
kannten  Relation,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfemung( 
eines  Punktes  P  von  n  gegebenen  Punkten  constant  ist,  wenn 
sich  auf  einem  Kreise  bewegt,  dessen  Centrum  der  SchwerpunI 
der  n  gegebenen  Punkte  ist;  denn  für  die  Ecken  des  gleicl 
seitigen  Dreiecks  sind  die  Summen  constant,  daher  ist  das  Cei 
trum  des  durch  die  Ecken  gehenden  Kreises  der  Schwerponk 
und  der  von  Herrn  Lindmann  behandelte  Satz  evident    Seh. 

W.  H.  Besant.    Mathematical  notes.    Quart.  J.  XI.  88-42. 187" 

Die  vierte  Note  enthält  folgenden  Lehrsatz:  Der  Höher 
schnitt  eines  Dreiecks  uud  irgend  ein  Punkt  des  umgeschriebene 
Kreises  sind  von  der  Pedallinie  des  letzteren  Punktes  aequid 
stant  (die  Pedallinie  ist  die  Gerade ,  welche  die  Fusspunkte  cl< 
drei  Lothe  von  jenem  Punkte  auf  die  Dreiecksseiten  enthält). 

Mz. 

J.  Lappe.     Ueber    den    Feuerbach'schen'  Satz    fttr  di 

ebene  Dreieck.      Borchardt  J.  LXXI.  387-392.  1870. 

Es   wird   folgender   Lehrsatz   rein   geometrisch   durch  I 
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lohtung  von  gemeinscbaftlichen  Tangeuten,  Aehnlichkeits- 
mkten,  Potenzlinien  an  Kreisen  bewiesen: 

Der  Kreis  durch  die  Höbenfusspunkte  eines  Dreiecks  berührt 
e  vier  Kreise,  welche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  berühren. 

Aus  der  Art  des  Beweises  geht  dann  noch  eine  Erweiterung 
eses  Satzes  hervor,  welche  angegeben  wird.  Mz. 

H.  Spikkbr.  Ein  merkwürdiger  Ki'eis  um  den  Schwer- 
punkt des  Perimeters  des  geradlinigen  Dreiecks  als 
Analogon  des  Kreises   der  neun  Punkte.    Grunert  Arch. 

LI.  10-14.  1870. 

Es  ist  der  dem  Mittendreieck  des  gegebenen  Dreiecks  einge- 
ehriebene  Kreis,  wie  der  Kreis  der  neun  Punkte  der  diesem 
Dreieck  umschriebene  Kreis  ist.  Es  werden  die  in  reciproker 
feige  analogen  Eigenschaften  dieser  beiden  Kreise  einander 
egenüber  gestellt  und,  wo  noth wendig,  bewiesen.  Dabei  ent- 
pricht  dem  Schnittpunkt  der  Höhen  des  gegebenen  Dreiecks 
er  Schnittpunkt  der  Ecktransversalen  nach  dem  Bertthrungs- 
unkt  des  die  Gegenseite  von  Aussen  tangirenden  Bertthrungs- 
J^ises.  Schliesslich  wird  angedeutet,  wie  die  angeführten  Eigen- 
ehaften  Anwendung  finden  auf  die  äusseren  Bertthrungskreise 
es  Mittendreiecks.  Schz. 

Ietsin.     D^monstrations   nouvelles  de    deux  th^orfemes 

de  g^om^trie.      Nouv.  Ana.  (2)  VIII.  530-533.  1869. 

Zuerst  wird  der  Satz  bewiesen,  dass  die  rechtwinkligen 
Projektionen  eines  in  der  Peripherie  des  einem  Dreieck  um- 
chriebenen  Kreises  gelegenen  Punktes  Jlf  auf  die  Seiten  dieses 
^eiecks  eine  Gerade  bilden,  welche  die  von  M  nach  dem  Höhen- 
'^chschnittspunkt  des  Dreiecks  gezogene  Linie  halbirt.  Mit 
JWfe  dieses  Satzes  wird  dann  bewiesen,  dass  die  Höhendurch- 

chnittspunkte  der  vier  Dreiecke,   welche   durch   4  Gerade   in 

• 

iQer  Ebene  gebildet  werden,  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
^ouv.  Ann.  1846  p.  13,  1847  p.  196.)  T. 

OHsTERMAN    VAN    Oyen.       Zwei    geometrischc    Sätze. 

Gmnert  Arch   L.  112-115.  1869. 

MittheiluDg  zweier  geometrischen  Sätze,  die  der  Verfasser 
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von  Schülern   seines  Instituts  bat  beweisen   lassen.     Dieselb 
bezieben  sieb  auf  die  Halbirungslinien  der  Winkel  eines  Dreiecl 

0. 

Chr.  Lindmann.    Problema  georaetricum.    Grunert  Arch.  i 

247-253.  1870. 

Herr  Lindmann  bebandelt  die  Aufgabe,  eine  gerade  Lii 
durch  einen  Punkt  so  zu  legen,  dass  ein  gegebenes  Dreieck 
zwei  gleiche  Theile  zerlegt  wird.  Seh. 

W.    Stammer.      Ueber    Fermat's    geometrischen    Sa 

Grunert  Arch.  L.  111-112    1869. 

Der  Fermat'scbe  Satz  ist:  „Errichtet  man  über  der  Hypo 
nuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ein  Quadrat  und  verbin« 
die  Spitze  des  rechten  Winkels  mit  den  Ecken  desselben,  so 
die  Summe  der  Quadrate  über  den  durch  diese  Linien  ab{ 
schnittenen  Abschnitten  der  Hypotenuse  bis  zur  Gegenecke  glei 
dem  4  fachen  Quadrat  der  halben  Hypotenuse*'.  Zu  diesem  Sal 
werden  2  Beweise  mitgetheilt.  0. 

G.  Dostor.    Propri^t^s  du  triangle  rectangle.    Grunert  An 

LI.  103-105.  1870. 

Bezeichnen  ajb.c,  resp.  die  Hypotenuse  und  die  Katbet( 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  d  das  Loth  zur  Hypotenos 
a'j  fr',  &  und  d'  die  analogen  Stücke  eines  dem  ersten  ähnlich( 
Dreiecks,  so  lassen  sich  die  bewiesenen  Sätze  folgendermas8( 
aussprechen: 

Ueberhaupt  lässt  sich  aus  jedem  Satze  eines  Polygons  e 
Satz  über  zwei  ähnliche  Polygone  ableiten,  wenn  man  die  Seiti 
a^bjC  durch  die  mittleren  Proportionalen  fäa'y  }^bF,  Yc&.. 
zwischen  a  und  a',  fr  und  fr' . . .  ersetzt,  sobald  in  dem  ursprOn 
liehen  Satze  nur  die  Seiten  und  Winkel  vorkommen.  Z.  B.  a 
a'  =  fr'  +  c'— 2frccos/l  erhält  man:  aa'=frfr'-f  cc'— 2}^frfr'>'cc'co8 
Der  erste  und  dritte  Satz  vom  rechtwinkligen  Dreieck  werd 
auf  Tangente,  Normale  und  Ordinate  einer  beliebigen  Cur?e  a 
gewandt.  T. 
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L  A.  Bretschneider.  Bemerkungen  zu  den  Bd.  XLVIII. 
p.  480  des  Archives  von  Herrn  Ligowski  mitgetheilten 

üebungsaufgaben.      Gronert  Arch.  L.  117-120.  1869. 

Berichtigende  Bemerkungen  des  Verfassers  zu  den  Lösungen 
Ler  Aufgaben  über  rationale  Dreiecke.  0. 

A.  Grunert.  Allgemeine  analytische  Theorie  der  Funk- 
tion n{x)  und  über  eingebildete  Dreiecke  und  Punkte. 

Grunert  Arch.  LI.  423-498.  1870. 

Siehe  Abschnitt  VII.  Cap.  1.  p.  191. 
A.  Cayley.    A  „Smith's  Prize"  paper  1870.  Question  3. 

Meßsenger  V.  186-187.  1870. 

In  einer  Ebene  sind  A,  B,  C,  D  feste,  P  ein  variabler  Punkt. 
Es  existirt  dann  zwischen  den  Flächen  der  Dreiecke  FAB  u.  s.  f. 
folgende  lineare  Relation  : 

a.PAB  +  ß,PBC+rPCD  +  3.PDA  =  0, 
wo       a:/9:y:5  =  234. 341:- 341. 412:412. 123:- 123. 341 
^d  234,  341,  412,  123  für  die  Dreiecke  BCD,  CDA,  DAB,  ABC 
gesetzt  sind.  Glr.  (0), 

^'    F.  WoLFF.      Note    on    Euclid    Book  VI.    Prop.   7. 

Quart  J.  XI.  76-77.  1870.  Mz. 

^XJIELE.  Lösning  af  Opgave  228.  Tycbaen  Tidsskr.  (2)  V. 
136.  1869. 

Beweis  einiger  Formeln  für  das  Vierseit.        Hn.  (Wn.) 

I.  Nawrath.  Ueber  die  Construktion  eines  einfachen 
Polygons,  welches  einem  gegebenen  gleichnamigen 
Polygon  zu  gleicher  Zeit  euigeschrieben  und  um- 
schrieben ist.      Grunert  Arch.  L.  1-11.  1869. 

Eis  wird  aus  der  von  Steiner  (Entwickl.  d.  Abh.  geom.  Gest. 
*•  94)  gegebenen  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  ein  Criterium 
^^  diesen  speciellen  Fall  abgeleitet;  dasselbe  ist  jedoch  zu  eng, 
^  es  nicht  alle  möglichen  Fälle  umiasst.  Schz, 
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G.  Affolter.     Beiträge    zur    Geometrie    der    Vieleck 

Pr.  Solothurn  1870. 

An  den  geometrischen  Satz,  dass,  wenn  sich  ein  Winkel  t 
constauter  Grösse  so  bewegt,  dass  seine  Schenkel  sich  um  fet 
Punkte  drehen,  sein  Scheitel  einen  Kreis  beschreibt,  und  an  d 
algebraischen  Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Combinationen  v 
n  Elementen  zur  ft'^"  Klasse  ohne  Wiederholung,  werden  I 
trachtungen  geknüpft,  welche  erstens  zur  Bestimmung  der  A 
zahl  A  der  n-Ecke  führen,  welche  alle  einem  gegebenen  it-£ 
ähnlich  sind  und  ausserdem  so  liegen,  dass  irgend  welc 
Seiten  eines  und  desselben  durch  vier  gegebene  Punkte  gehi 
und  zweitens  der  Anzahl  D  der  «-Ecke,  welche  gleichfa 
einem  gegebenen  n-Ecke  ähnlich  sind,  aber  ausserdem 
liegen ,  dass  irgend  welche  Ecken  eines  und  desselben  auf  v 
gegebenen  Geraden  liegen.  Man  erhält  für  A  wie  für  D  d 
Ausdruck:  2(w  -\-  3)  [n  (n~  1)  (n-2)  -^  3a  -  5/?], 
wo  in  der  Formel  für  A,  a  die  Anzahl  der  gleichschenkligen  ui 
ß  der  gleichseitigen  üreiseite  bedeutet,  welche  durch  je  dr 
Seiten  des  n-Ecks  gebildet  werden,  in  der  Formel  für  D  ab 
a  die  Anzahl  der  gleichschenkligen,  ß  der  gleichseitigen  Dr( 
ecke  bedeutet,  welche  die  Zusammenfassung  je  dreier  Eck( 
des  n-Ecks  ergiebt.  An  die  Lösung  jeder  dieser  Aufgabe 
schliesst  sich  die  Herleitung  einiger  Beziehungen  der  h^ 
zwischen  den  die  gegebenen  Bedingungen  gleichzeitig  erfttUei 
den  n-Ecken.  Schliesslich  giebt  der  Verfasser  den  Weg  zur  h 
sung  der  Aufgaben,  welche  gewissermassen  in  der  Mitte  zwische 
diesen  beiden  liegen,  wo  nämlich  statt  der  vier  Punkte  od< 
statt  der  vier  Geraden ,  p  Punkte ,  durch  welche  Seiten  des  g 
suchten  Polygons  gehen  sollen,  und  g  Gerade,  auf  denen  Eck( 
desselben  liegen  sollen,  gegeben  sind,  wenn  p  +  g  =  i  ist. 

Seht. 

P.  Huther.  Elementare  Bestimmung  des  Punktes  : 
der  Ebene  eines  Polygons,  für  welchen  die  Summe 
der  Quadrate  seiner  Entfernungen  von  den  Ecke 
des  Polygons  ein  Minimum  wird.     Pr.  Begensburg  I87ö 

Der  Herr  Verfasser  hält  die  vorliegende  Schrift  sowohl 
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^treff  des  Stoffes  als  der  Behandlung  für  nicht  ungeeignet,  eine 
rogrammabhandlung  zu  bilden,  die  auch  von  Schülern  studirt 
erden  könnte.  Die  bekannte  Eigenschaft  des  Schwerpunktes 
BS  Systems  Ton  beliebig  vielen  Punkten  ist  auf  eine  elementare 
feise,  jedoch  nicht  gerade  auf  die  einfachste,  entwickelt,  und 
9  geht  nicht  einmal  aus  der  Betrachtung  hervor,  dass  der  ge- 
achte Punkt  ganz  allgemein  der  Schwerpunkt  des  Systems  der 
«gebenen  Punkte  ist^  und  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch  bei 
inem  System  von  Punkten  im  Räume  stattfindet.  Das  Minimum 
er  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  ergiebt  sich  gleich 
em  si'''"  Theile  der  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  je 
weier  der  gegebenen  Punkte.  A. 

iiR.8cHMiDT.  Das  reguläi'eSiebeneck  geometrisch  coustruiit. 

München,  Finsterlin  1870. 

Unrichtig.  Schz. 

.  J.  Sylvester.     Note    on    a    new  conlinued    fraction 
applicable  to  the  quadrature   of  the  circle.     Phil.  Mag. 

XXXVn.  373-375.  1869. 

Es  wird  bewiesen,  dass 


2  '  i+2 


1  +  6 


l  +  i2 


1+20 


i+ininf.      Csy.  (0.) 
Smith.     The  ratio  betweeu   diameter   and   circumfe- 

Tence   in   a  circle.     London,  Simpk'm  1870. 

t'PEBMANN.  En  Tilnarmelsesformel.  Meddelt  af  S.  Hertz- 
sprung.    Tychsen  Tidaskr.  (2)  V.  10  L  1869. 

Beweis  des  folgenden  Satzes:    ^Es  sei  B  die  Länge  eines 
^isbogens,  C  die  Länge  der  zugehörigen  Sehne, 
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SO  ist  die  Anzahl  der  Grade  des  Bogens  annähernd: 

=  *H59i56}/z||zii|        Hn.C 

C.  W.  Merrifield.  On  a  Geometrical  proposition, 
ting  that  the  property  of  the  radical  axis  was  j 
discovered  by  the  Arabs.  Proc.  of  the  Lond.  M.  s.  IL  175 

Bestimmt  man  auf  dem  Durchmesser  AB  eines  Ha 
0  irgend  einen  Punkt  C,  errichtet  über  AC  und  CB  zv 
kreise  O'  und  0''  und  in  C  die  Senkrechte  CD  auf  AB 
die  Kreise,  welche  auf  beiden  Seiten  Ton  CD  diese  Sc 
und  die  Halbkreise  berühren,  einander  gleich.  Dies< 
welcher  sich  unter  den  Lemma's  findet,  welche  die  ai 
Schriftsteller  dem  Archimedes  zuschreiben,  haben  diesel 
Scholien  beigefügt,  welche  ausdrücken,  dass  dieselbe  Ei| 
Statt  hat^  sowohl  wenn  die  Halbkreise  0'  und  0"  sich  s< 
die  Senkrechte  aber  durch  den  Schnittpunkt  geht,  als  au 
0'  und  0"  sich  weder  schneiden  noch  berühren,  die  S( 
dagegen  durch  den  Schnittpunkt  zweier  gleicher  Tang 
0'  und  0"  geht.  Der  letztere  Theil  wird  von  dem  Hi 
fasser  auf  elementare  Weise  bewiesen.  ^ 

M.  CoLLiNS.    On  the   common  tangents  of  circL 

Brit  Ass.  1869.    Mondes  XXI.  413. 

J.  Ch.  Dupain.     Note    sur  les    tangentes  comn 

deux  circles.      Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  458-459.  1869. 

Die  Note  behandelt  den  Satz,  dass  die  4  Schnittpv 
äussern  mit  den  innem  gemeinschaftlichen  Tangente; 
Kreise  auf  der  Peripherie  eines  neuen  Kreises  liegen 
Durchmesser  die  Centrale  der  beiden  gegebenen  Kreise 

S.  Morel.    Problfemes  de  geomcitrie.    Nouv.  Ann.  (2) 

bis  236.  1869. 

Zuerst  wird  die  Aufgabe  gelöst^  zwischen  zwei  Ge 
einen  Kreis  eine  Tangente  so  zu  ziehen,  dass  das  zwi8< 
Geraden  gelegene  Stück  der  Tangente  durch  den  Bei 
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•unkt  halbirt  wird.    Die  Lage  des  Berührungspunktes  wird  mit 
ittife  einer  Hyperbel  bestimmt. 

Diese  Aufgabe  wird  dann  dazu  benutzt;  um  auf  einem  Kreise 
eiBen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  die  Summe  seiner  Entfer- 
nungen von  zwei  ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  festen 
Pankten  ein  Minimum  wird.  T. 

6.  Dostor.    Calcul  des  rayons  des  deux  cercles  qui  tou- 
chent  trois  cercles  tangents  deux  k  deux.    Grunert  Arch. 

LI.  191-193.  1870. 

Hit  Hilfe  der  Relation: 

co8*ä  +  eos'/9+cosV  — 2cosaco8/Scos;^  =  l, 
welche  für  a  +  /9+y  =  2«  besteht,  ergiebt  sich  die  Grösse  der 
Kadien  der  beiden  Kreise,  welche  drei  andere  berühren,  die  sich 
selbst  zu  je  zweien  gegenseitig  berühren.  Ferner  wird  die  Be- 
dinguDg  untersucht,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit  der  eine  der 
Wden  gesuchten  Kreise  in  eine  gerade  Linie  übergehe,  und  zu- 
letzt wird  auch  der  Fall  erörtert,  dass  zwei  der  gegebenen  Kreise 
einander  gleich  sind.  T. 

'^•EiLLES.   Das  Appollonische  Taktionsproblem.    Pr.strass- 

burg  1870. 

'Oks.  Ueber  harmonische  Punkte  und  Strahlen,  Pol 
Und  Polare ,  Aehnlichkeitspunkte ,  Potenzlinie  und 
Potenzkreis.     Pr.  Köln  1870. 

Diese  Arbeit  soll  eine  Lücke  in  dem  Lehrbuche  der 
^ometrie  von  Dr.  Ley  ausfüllen,  entwickelt  die  Eigenschaften 
-f  im  Titel  angegebenen  Gebilde  auf  algebraischer  Grund- 
^  und  enthält  in  den  Resultaten  wohl  nur  Bekanntes. 

Seht. 

^«  EüGENio.     Dimostrazione  di  un  teorema  di  Eulero. 

•  PuoRTES.     Attra  dimostrazione   dello   stesso  teorema. 

BattagÜDi  G.  VII.  377-378.  1869. 

Zwei  Beweise  eines  Satzes  aus  der  niederen  Planimetrie 
^cb  direkte  Berechnung,  der  zweite  ist  jedoch  weit  kürzer  in 
^'se  aBgemessener  Auswahl  des  Weges.  H. 
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C.  A.  Bretschneider.  Der  Lehrsatz  des  Matthew  Stewa 

Granert  Arch.  L.  11-17.  1869. 

Aus  dem  Stewart'schen  Satze  werden  einige  metrische  I 
lationen  abgeleitet  und   für  die    von  dem  Herrn  Verfasser 
Archiv  Bd.  IL  Seite  239  veröffentlichte  Verallgemeinerung  < 
einfacherer  Beweis  angegeben.  Schz. 

Binder.    Das  Malfatti'sche  Problem.    Pr.  Schönthal,  Tübinj 

1868. 

Der  chronologischen  Reihenfolge  nach  enthält  die  vorlieget 
Arbeit  den  zweiten  rein  geometrischen  Beweis  der  Steiner'scl 
Lösung  (Grelle  J.  I.  178)  der  ursprünglich  Malfatti'schen  A 
gäbe  [Memoria  sopra  un  problema  stereotomico  (Mem.  äi  Ma 
matica  e  di  Fisica  della  S.  J.  delle  scicnze.  Modena  V803  to 
X.  parte  P.  pag.  235)],  der  sich  aber  in  einer  flir  ihn  so  vortb 
haften  Weise  von  dem  ersten,  von  Quidde  (Pr,  Herford  ISi 
herrührenden,  —  der  nicht  viel  mehr  als  eine  blosse  Analyse  ( 
Steiner'schen  Lösung,  und  daher  wenig  geeignet,  den  Leser 
befriedigen — ,  unterscheidet,  dass  man,  der  Sache  nach,  v 
sucht  sein  möchte,  dieses  Prädikat  erst  auf  den  Binder^schen 
Anwendung  zu  bringen. 

Es  stützt  sich  der  hier  gegebene  Beweis  auf  mehrere  c 
mentare  und  elementar  zuerst  bewiesene  Lehrsätze  über  f 
genten  an  Kreise. 

Diesen  folgt  die  Deduktion  eines  Problems,  das  sich  sei 
wieder  in  drei  Aufgaben  spaltet,  von  denen  die  letzte  das  tl 
fatti'sche  Problem  im  engeren  Sinne  umfasst,  und  die  der  Re 
nach  behandelt  werden. 

Im  sechsten  Abschnitte  geschehen  die  Erörterungen  a 
möglichen  Lösungen  der  drei  Aufgaben  dieses  durch  seine 
gemeine  Fassung  interessanten  Problems,  insbesondere  ai 
Untersuchungen  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  immer  möglicl 
Lösungen,  bei  denen  Referent  sich  begnügen  muss,  auf  Bind 
Arbeit  hinzuweisen,  welche  diese  Untersuchungen  in  umfasfi 
dem  Sinne  vollständig  durchgeführt  enthält. 

In  dem  Punkte  der  32  immer  möglichen  Lösungen  stio 
Binder  mit  Steiner   überein;   die  von  Steiner   behaupteten 


i 
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weiteren  Lttsimgen  reduciren  sich,  wie  Binder  gezeigt  hat,  wenn 
man  nnr  ungleichseitige  Dreiecke  in  Betracht  zieht,  immer  auf 
40,  nach  Umständen  aber  auf  30. 

Weiter  finden  sich  im  sechsten  Abschnitte  einige  historische 
Bemerkungen  zum  Malfatti'schen  Problem. 

Bekanntlich  hat  Plücker  (VI.  Abschnitt  der  analyt-geom. 
Aphorismen.  Grelle  J.  XL  356)  für  die  Steiner'sche  Verallge- 
meinerung der  Malfatti'schen  Aufgabe  zwei  Konstruktionen  ge- 
geben, die  im  Wesentlichen  von  der  Steiner'schen  Lösung  ab- 
weichen und  den  beiden  Fällen  entsprechen,  in  denen  die  drei 
gegebenen  Kreise  entweder  als  einander  gleich,  oder  als  un- 
gleich angenommen  werden.  [Die  Steiner*sche  Verallgemeinerung 
^  der  Halfatti'schen  Aufgabe  in  der  Ebene  besteht  darin,  dass  man 
10  die  Stellen  der  Dreiecksseiten  drei  beliebige  Kreise  setzt 
(Grelles  J.  L  Bd.  Seite  180).«  Für  den  Raum  hat  Steiner  (ibidem) 
dem  Problem  eine  weitere  Ausdehnung  gegeben,  indem  er  es 
*uf  beliebige  Oberflächen  zweiter  Ordnung  übertrug.  Siehe  die 
Uteratnr  am  Schluss  des  Referates.] 

Den  Hauptsatz,  auf  dem  die  Konstruktion  des  ersten  Falles 
beruht,  hat  Plücker  unbewiesen  gelassen,  d.  h.  ihm  den  analy- 
tischen Beweis,  den  er  angedeutet,  nicht  beigegeben,  weil  er 
glaubte,  dass  sich  derselbe  durch  eine  einfache  allgemeine  Be- 
trachtung werde  ersetzen  lassen,  im  Uebrigen  aber  die  Richtig- 
Iteit  des  Satzes  durch  Einführung  in  seine  Konstruktion  aner- 
kannt. 

Die  Unrichtigkeit  dieser  von  Plücker  aufgestellten  Behaup- 
tong,  die  ein  exakter  Beweis  der  Steiner'schen  Lösung  von  selbst 
darthun  würde,  hat  Binder  im  siebenten  Abschnitte  seiner  Schrift, 
Wenn  auch  nicht  strenge  erwiesen,  so  doch  im  hohen  Grade 
Wahrscheinlich  gemacht;  es  würde  jedoch  zu  weit  führen,  wenn 
Beferent  sich  ausführlicher  über  die  Plücker'sche  Konstruktion 
^d  Kritik  derselben  von  Binder  verbreiten  wollte. 

Auch  zu  der  allgemeineren  PlUcker'schen  Konstruktion,  ttber 
die  Beferent  sich  in  derselben  Weise  äussern  kann,  wie  soeben 
^ber  die  des  einfacheren  Falles,  findet  man  Bemerkungen  in  der 
Abhandlung  von  Binder,  die  sich  überhaupt  in  eingehender 
^eige  mit  diesem  Gegenstände  beschäftigt,  einen  Beweis  der 


\ 


360    VIII.  Abschnitt    Reine,  elementare  u.  syntbetiBche  Geomotrie. 

Steiner'ßchen  Lösung  der  besprochenen  Verallgemeinenuig  iIm 
nicht  enthält. 

Binder  hat  neben  dem  Verdienste,  das  er  sich  durch  seÜM 
rein  geometrischen  Beweis  der  Steiner*schen  Konstruktion  d 
einfacheren  Aufgabe  erworben,  noch  das  andere  mit  gebflhre 
dem  Rechte  erlangt,  die  bis  zum  Erscheinen  seiner  Schrift  n 
unvollständig  behandelte  Bestimmung  der  Anzahl  der  mOglicb 
Lösungen  in  einer  genauen,  durchgreifenden  Betrachtung  erörti 
und  endlich  für  die  allgemeinere  Malfatti'sche  Aufgabe  das  I 
teresse  der  Mathematiker  wieder  wach  gerufen  zu  haben. 

Siehe  auch  die  Abhandlungen  von  Cayley  in  den  Philo» 
phical  Transactions  vom  Jahre  1852,  Clebsch  (Crelles  Jounu 
53.  Bd.)  und  Schellbach  (Crelles  J,  45.  Bd.).  Wtn. 

ZoRER.     Malfatti'sches  Problem.    Trigonometrische  Auf 

lösung.      Pr.  Ellwangen  1870. 

In  diesem  Programme  hat  Herr  Zorer  durch  eine  trigonc 
metrische  Behandlung  der  Malfatti'schen  Aufgabe  im  engerei 
Sinne,  und  zwar  nur  dieser  allein,  die  neueste  Bearbeitung  de 
Problems  geliefert.  Der  Inhalt  seiner  Schrift  ist,  dem  Wesent 
liehen  nach,  folgender: 

Nachdem  Herr  Zorer  die  Steiner'schen  Hilfskreise  a,  /9,  it  (di 
von  Steiner  gewählten  Bezeichnungen  sind  möglichst  beibehalteii 
konstruirt  hat,  fällt  er  von  0  (Mittelpunkt  des  dem  gegebene 
Dreieck  ABC  eingeschriebenen  Kreises)  aus  Lothe  auf  die  Seite 
i4£,  AC,  BC  und  theilt  so  im  Vereine  mit  den  Geraden  AO,  £0, 0 
das  gegebene  Dreieck  in  sechs  neue,  in  deren  jedes  er  eine 
Kreis  einschreibt. 

Je  zwei  dieser  Kreise,  nämlich  innerhalb  eines  der  Winki 
räume  A^  £,  C  gelegene,  werden  sich  in  je  einem  und  demselb^ 
Punkte  £,  £',  £"  auf  (X)  resp.  ßO,  AO  berühren. 

Trägt  man  von  den  drei  Grössen  0£,  OF,  OE^  die  ein 
0£,  von  to"  aus  nach  beiden  Seiten  hin  auf  der  Geraden  A 
auf,  und  in  ähnlicher  Weise  0£7,  OF'  von  y/  und  u>  aus,  i 
werden  hierdurch  die  Berührungspunkte  ©",  ii",  resp.  i/,  n',  •», 
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voA  Bomit  anch  die  Mittelpunkte  a,  b,  c  der  drei  gesnchten  Kreise 
gefunden. 

Es  folgen  nach  dieser  noch  sechs  Konstruktionen,  auf  die 
Referent  näher  einzugehen  unterlassen  kann,  und  die  zum  Theil 
ab  CoroUarien  der  bereits  erklärten  auftreten,  theils,  wenngleich 
nicht  direkt  ausgesprochen,  einen  Beweis  der  Richtigkeit  der 
Steiner'schen  Konstruktion,  deren  Existenz  aber,  was  einiger- 
musen  befremden  muss,  mit  keinem  Worte  Erwähnung  geschieht, 
eoibalten.  Wtn. 

Fabeb.     Einige   Sätze  und  Aufgaben  von   Orthogonal- 

Kreisen.      Pr.  Laubon  1869.  Schz. 

V.  Mollame.    Dimostrazione  dei  teoremi  3  e  4,  enun- 

Ciati  a  pag.   228.     Battaglini  6.  Yin.  366.  1870. 

Siehe  Abschnitt  IX.  Cap.  2C. 
V.  N.  BiTONTL     Dimostrazione  delle  quistioni  2,  3  e  4. 

Battaglini  G.  VIIL  291.  1870. 

Siehe  Abschnitt  IX.  Cap.  2C. 
D.  Orlando.     Dimostrazione    dei    teoremi    proposti  da 

V.  N.   Bitonti.   Battaglini  G.  VIII.  204.  1870.  Schz. 

liiONNET.      Demonstration    d'un    th^orfeme    de    Fermat 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  189.  1870. 

Der  Satz  lautet:  lieber  eine  begrenzte  Gerade  AB  sei  ein 
Halbkreis  und  auf  der  anderen  Seite  über  AB  ein  Rechteck 
iBCD  beschrieben,  so  dass  AB  =  AD. ^2  ist;  auf  dem  Halbkreise 
nehme  man  einen  Punkt  M  an  und  ziehe  MC  und  MDj  welche 
^in  c  und  d  schneiden  mögen,  dann  ist:  Ac^-^Bd^^AB^. 

Mz. 

QuNT.     Demonstration    d'un    thdorfeme    de    gdom^trie. 

NwiT.  Ann.  (2)  IX.  188.  1870. 

Folgender  Satz  wird  bewiesen: 

Trifft  ein  veränderlicher  Kreis,   der  aber  stets  durch  einen 
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festen  Punkt  P  geht,  einen  Kegelschnitt  in  den  Punkten  i,  ^ 
A"jA"',  80  ist,  wenn  R  der  Radius  des  Kreises, 

PA.  PA'.  PA".  PA"' 
R' 
eine  constante  Grösse.  Mz. 

G.  V.  ScHiAPARELLi,     Relazionc  „sopra  una  regola  pr 
posta  per  la  trisezione  deirangolo  dal  sig.     Gaeta 

Baratto  di  Napoli".  Rend.  d.  ist.  Lomb.  (2)  II.  1869. 

Die  Regel  des  Herrn  Baratto  besteht  in  Folgendem:  € 
geben  ist  ein  Winkel  0.  Ein  Kreis  mit  0  als  Mittelpui 
schneide  die  Schenkel  in  A  und  B,  Der  Mittelpunkt  des  B 
gens  AB  sei  C.  Man  lege  in  B  eine  Tangente  an  den  Kre 
und  verbinde  den  Schnittpunkt  D  derselben  mit  der  Sehne  A 
mit  0,  so  ist  DOB  der  dritte  Theil  des  gegebenen  Winkel 
Der  Verfasser  des  Berichts  bemerkt,  dass  man  an  eine  solcl 
Lösung  den  Massstab  wissenschaftlicher  Strenge  nicht  legen  dtlrf 
zeigt  indess  mittelst  einer  Zahlentabelle^  dass  obige  Lösung  eii 
praktisch  genügende  Annäherung  gebe,  wenn  der  Winkel  nid 
grösser  als  90"  sei.  Bei  grösserem  Winkel  wird  der  begangei 
Fehler  jedoch  zu  gross.  Jg.  (0.) 

JouANNE.     Ti'isection  de  Tangle  au  moyen  du  limacjo 

de   Pascal.      Nouv.  Add.  (2)  IX.  40.  1870. 

Es  wird  die  PascaVsche  Spirale  benutzt,  d.  h.  die  Fafi 
punktencurve  eines  durch  den  Scheitel  des  Winkels  gehend^ 
Kreises  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  der  auf  der  Verlftngerai 
eines  Schenkels  ebenso  weit  vom  Scheitel  entfernt  ist,  wie  i 
Mittelpunkt  des  Kreises.  M. 

E.  Saymie.     Division   d'un    angle  an  parties  dgales 

multiplication  du  Cube.     Mondes  (2)  XXII.  348-356.  187a 

EnthäU  eine  Methode  um  mit  Hülfe  der  Archimedisob 
Spirale  einen  Winkel  in  3  gleiche  Theile  zu  theilen«  nebst  c 
Beschreibung  eines  Instrumentes  zum  Zeichnen  einer  soleb 
Spirale.  0. 
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Brbtschnbidbr.     Die  harmonischen  Polarcurven. 

&rt  Arch.  L.  475-499.  1869. 

dem  Zweck,  als  Material  f&r  den  Unterricht  zu  dienen, 
einige  Eigenschaften  und  metrische  Beziehungen  der  Curve 

y    ^^    ^x+(b±ä) 

tet.  Es  ist  dies  dieselbe  Gurre  ^  welche  erhalten  wird, 
nan  eine  Kreisschaar  mit  einem  einfachen  Strahlbüschel, 
Mittelpunkt  auf  der  gemeinschaftlichen  Secante  liegt,  so 
ieutige  Beziehung  bringt,  dass  jedem  Kreise  derjenige 
zugeordnet  ist,  welcher  durch  seinen  Mittelpunkt  geht. 

Schz. 

DAHL.     Quadratur  und   Rectification   der  Curven, 

Bielefeld  1869.  Ni. 

tLOTKE.    Stereoskopische  Figuren.     Hamburg  1870. 

3  vorliegende  Sammlung  enthält  32  stereoskopische  Dar- 
ren aus  dem  Gebiete   der  Stereometrie  und  sphärischen 
)metrie,  die  zur  Unterstützung  des  Unterrichts  in  diesen 
tänden  dienen  sollen. 
5he  auch  Hoflfmann  Z.  I.  159-160.  1870.  0. 

Die  Elemente  der  Geometrie  des  Raumes  (Fort- 
ung  der  Abhandlung  im  Pr.  1866).    Pr.  Worms  1869. 

der  ersten  Abhandlung  (i.  P.  1866)  fiber  die  Elemente 
men  Geometrie  wurde  der  planimetrische  Winkel  als  das 
in  zwei  Geraden  gelegene  unendliche  Sttlck  der  Ebene 
,  und  daraus  die  Sätze  über  die  planimetrischen  Winkel 
itet  Diese  Anschauungsweise  wird  in  der  gegenwärtigen 
ilung  auf  den  Raum  übertragen. 

)  stereometrischer  Winkel  oder  Flächen- Winkel  (zwischen 
reraden  und  einer  Ebene  liegt  nur  ein  planimetrischer 
)  wird  das  unendliche  Stück  des  Raumes  definirt,  das 
^n  zwei  Ebenen  liegt.  Hierdurch  gewinnt  man  die  Sätze 
&  Flächenwinkel,  welche  denen  über  planimetrische  Winkel 
sind. 

f.d.  Math.  1|.  3,  2d 
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Die  Ecke  wird  als  das  unendliche  Stück  des  Raumes  d 
finirt,  das  von  drei  oder  mehr  Ebenen  begrenzt  wird,  welcl 
durch  einen  Punkt  gehen.  Jeder  Flächenwinkel  wird  dan 
eine  dritte  Ebene  in  Ecken  getheilt;  daher  kann  man  die  Gröa 
der  Ecke  durch  die  Grösse  eines  Flächenwinkels  ausdrücke 
und  so  ergeben  sich  die  Sätze  über  die  Ecken.  Besonders  b 
handelt  sind  die  Centralecken,  d.  h.  Ecken,  deren  Spitzen 
einem  Punkte  liegen,  und  deren  Gesammtinhalt  den  ganzen  Rai 
erfüllen.  Diese  Centralecken  bilden  den  Uebergang  zu  d 
Polyedern. 

Polyeder  ist  dasjenige  von  Ebenen  vollständig  und  zwar 
begrenzte  Stück  des  Raumes,   dass  eine  jede  Gerade,  welc 
durch  einen  beliebigen  seiner  Punkte  gelegt  wird,  nach  jed 
Seite  dieses  Punktes  hin  eine  Ebene  trifft. 

Wählt  man  die  Centralecken  so,  dass  jede  unendlich  kle 
ihre  Anzahl  also  unendlich  gross  wird,  dann  geht  die  Oberflä< 
der  zugehörigen  Polyeder  in  eine  einzige  krumme  Fläche  üb 
man  erhält  die  Kugeloberfläche.  T. 

Anonymus.      Euclid  XL  etc.     Messenger  v.  3-5.  1869. 

Modificirter  Beweis  von  Euclid  XI.,  4,  6,  8,  nebst  eii 
Untersuchung  über  die  Gleichung  einer  Ebene,       Glr.  (0.) 

Le  Besgue.    Sur  las   questions  894  et  961.     Nouv.  Aj 

(2)  VIII.  555-557.  1869. 

Lösung  der  Aufgabe,  ein  gerades  Prisma  mit  gegeben 
Basis  so  zu  durchschneiden,  dass  der  Schnitt  einem  gegebem 
Dreieck  ähnlich  wird.  M. 

F.  Unferdinger.  Theorie  des  Tetraeders  aus  deu  6  Kante 

Grunert  Arch.  LI.  353-367.  1870. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  den  Lagrange'scl 

Ausdruck  für  das  Volumen  des  Tetraeders  durch  die  6  Kant 

den  Garnot'schen  für  dasselbe  durch  2  Gegenkanten,  ihren  kle 

sten  Abstand   und  ihren  Kreuzungswinkel  und  die  Crelie'm 

Darstellung  des  Radius  der  umschriebenen  Kugel  nach  eiahc 

lieber  Methode  herzuleiten,  und  löst  sie  durch  Einftthrong  d 
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Winkel,  unter  welchen  sich  die  den  Seiten  umschriebenen  Kreise 
sehneiden,  und  welche  die  Kreiswinkel  derjenigen  Kante  heissen 
mögen,  die  die  geraeinsame  Sehne  beider  Kreise  ist.     Hierbei 
werden  gleichzeitig  folgende  Sätze  gewonnen: 
[  Die  Kreiswinkel  zweier  Gegenkanten  sind  einander  gleich. 

Die  Summe  aller  6  Kreiswinkel  beträgt  4  Rechte. 

Die  Quadratsumme  der  Abstände  der  Mitten  zweier  Paare 
Ton  Gegenkanten  ist  gleich  der  halben  Quadratsumme  des  dritten 
Paares. 

Das  Tetraeder  ist  der  dritte  Theil  des  umschriebenen  Pa- 
rallelepipeds.  H. 


i 


E.  G.  Björling  (senior).     Om  de  reguliera  polyedrame. 

DUloer  Tidsskr.  III.  145.  1870. 

Theorie  der  regulären  Polyeder,  fttr  den  Unterricht  be- 
sfinimt  Hn.  (Wn.) 

^.  LoREY.    Die  fünf  regelmässigen  Körper.    Pr.  Gera  1870. 

Die  Arbeit  soll  die  Ergänzung  zu  einem  nach  Ansicht  des 
Verfassers  nicht  ausführlich  genug  behandelten  Capitel  in  LUb- 
®®Q'8  „Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie"  bilden. 

0. 

^HR.  Hansen.    Elementar  Bestemmelse  af  Torens  Areal 

Og  Volumen.     Tycheen  Tidsskr.  (2)  V.  1.  1869. 

Elementare  Ableitung  der  Formeln  fttr  die  OberiBäche  und 
^  Volumen  eines  Körperstumpfes.  Hn.  (Wn.) 

^^idelin.    Bevis  for  en  Satning  af  Stereometrien.    Tychsen 

T'idgBkr.  (2)  VI.  22.  1870. 

Beweis  des  Euler*schen  Satzes  fllr  convexe  Polyeder.  Man 
^^ilke  den  Körper  zusammengesetzt  aus  Pyramiden,  die  zur  Basis 
.  ^^  Flächen  des  Körpers  haben,  und  deren  gemeinsame  Spitze 
^^  Innern  des  Körpers  liegt.  Der  Satz  gilt  zunächst  fttr  jede 
^^  Pyramiden;  gilt  femer  der  Satz  fttr  einen  Körper,  der  aus 
T^yiximiden  mit  gemeinsamer  Spitze  so  zusammengesetzt  ist,  dass 
^^^e  P^ramid^  mit  den  asdern  einige  Seiteoflächen  gemeinsam 

25* 
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hat,  so  lägst  sich  beweisen,  dass  der  Satz  auch  noch  gilt,  wen 
man  diesem  Körper  eine  neue  Pyramide  hinzufügt,  die  dieselb 
Spitze  und  eine  beliebige  Zahl  von  Seitenflächen  mit  dem  Köc^— 
per  gemeinsam  hat.  —  Der  Verfasser  bemerkt,  dass  dieser  B 
weis  viel  Aehnlichkeit  mit  dem  von  Lhuillier  hat  (Annales  d. 
Gergonne  IIL  p.  169).  Hn.  (Wn.) 


P.  Freuchen.     Volumen  af  et   Polyeder  begraenset 
Trekaiiter  udtrykt  ved  de  retvinklede  Koordinater  fil 

PolyedretS   Toppunkter.      Tychseu  Tidsskr.  (2)  VI.  189.  186^. 

Die  Spitze  A  eines  Polyeders,  dessen  Seitenflächen  Dreiecke 
sind,  habe  die  Entfernung  55  von  der  xy  Ebene.  -4,,  -4,, .. .  il«  seien 
die  andern  Endpunkte  der  in  A  zusanimenstossenden  Kanten, 
und  diese  Punkte  mögen  von  der  zy  resp.  zx  Ebene  folgende 
Abstände  haben  a^, ,  x,  . . .  aj„  resp.  y^^y^-*-  yn-  Die  Indices  1,  2 ... n 
endlich  seien  so  geordnet,  dass  für  einen  Beobachter  in  A  die 
Zahlen  von  links  nach  rechts  hin  wachsen;  dann  hat  das  Vo- 
lumen des  Polyeders  folgenden  Werth: 

1       (    J='=" '  ) 

V=-a2\^'2:ypixp^i-^p^i)u 

WO  irp-fi  =  a?, ,  a?p_i=j?«,  und  wo  man  für  z  successive  die  Di- 
stanzen aller  Ecken  von  der  xy  Ebene  und  bei  Jedem  z  die  ent- 
sprechenden x^y^^  ^«y»i  ^3  ^3  •••  nehmen  muss.  Der  Verfasso^ 
giebt  dann  die  geometrische  Interpretation  dieser  Formel. 

Hn.  (Wn.) 

E.  LiONNET.  Note  sur  uu  problfeme  dldmentaire  de  gioxsi  ^' 

trie  sph^rique.     Nouv.  Anu.  (2)  VIII.  529-530.  1869. 

Die  Note  behandelt  die  Lösung  der  Aufgabe,  auf  der  Ob^  ^' 
fläche  einer  massiven  Kugel,  behufs  Bestimmung  der  Grös^^ 
ihres  Radius,  drei  Punkte  so  zu  bestimmen,  dass  sie  auf  d^^^^ 
Peripherie  eines  grössten  Eugelkreises  liegen.  Die  Aufgabe 
mit  Hülfe  des  Zirkels  und  Lineals  gelöst.  T. 

V.  Steinheil.     Ueber  konstruktive  Auflösung  der  sphi 
rischen  Dreiecke.   Münch.  Ber.  1869.  Ii.  369. 

Berücksichtigt  man  von   den  sechs  Polen,   welche  su  de' 


d 
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drei  Seiten  eiDcs  sphärischen  Dreiecks  auf  der  Kugelfläche  ge- 
hören, entweder  die  drei  auf  der  Innenseite  des  Dreiecks,  oder 
die  drei  anderen,  welche  auf  der  Aussenseite  des  Dreiecks  ge- 
legen sind,  und  schliesst  nur  den  Fall  aus,  wo  äussere  und 
innere  zugleich  vorkommen,  so  gelangt  man  zu  der  folgenden 
Eigenschaft  der  sphärischen  Dreiecke: 

„Das  sphärische  Dreieck  wird  homogen,  und  zwar  durch 
seelis  Winkel  oder  durch  sechs  Seiten  (Bögen)  ausgedrückt,  in- 
dem die  Seiten  des  Dreiecks  durch  die  Winkel  an  den  Polen, 
die  Winkel  des  Dreiecks  durch  die  Bögen  zwischen  den  Polen 
gegeben  sind,"  auf  welche  Herr  Steinheil,  nachdem  er  ihre  Ab- 
leitung gegeben,  hier  eine  konstruktive  Auflösung  sphärischer 
Dreiecke  gegründet  hat,  die  sich  gegen  das  Abmessen  des  auf 
die  Kugel  verzeichneten  Dreiecks,  ausser  grösserer  Genauigkeit, 
&l8  vortheilhaft  erweist  und,  wenn  man  in  der  Lösung  keine  all- 
zugrosse  Genauigkeit  verlangt  (man  wird  ungefähr  auf  Y^^  einer 
Bogenminute  kommen  können),  auch  gegen  die  Rechnung 
Zeitgewinn  bringt.  Wtn. 

F,  Henrich.     1)    Lehrbuch  der   ebenen  Trigonometrie 
und  Polygoniometrie.     2)    Lehrbuch    der  sphärischen 

Trigonometrie.      Wiesbaden  1870. 

Beide  Bücher  sind  fUr  den  Unterricht  bestimmt.  Die  Dar- 
stellung unterscheidet  sich  nicht  von  der  allgemein  gebräuch- 
hehen.    Beide  enthalten  eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben.    0. 

^^    Ziegler.      Ebene     und     sphärische    Trigonometrie. 

Pr.  Freising  1870. 

Ein  Lehrbuch  in  „analoger  theils  neuer,  theils  verbesserter 
^^'irchflihrung  zum  heuristischen  Unterrichte".  Neben  dem  leh- 
'öxiden  Theile,  in  dem  Referent  wesentlich  Neues  nicht  hat  finden 
'^^xinen,  enthält  dasselbe  eine  grosse  Menge  von  Aufgaben. 

0. 

^^   JoFFEOY.    Demonstration  de  la  formule  a  —  Qina<i'T' 

^ovLY.  Ann.  (2)  \^III.  42-43.  1869. 

Einfacher,  grösstentheils  geometrischer  Beweis.         M. 
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A.  DiLLiNG.    Algebraisch  -  trigonometrische  Untersuchu  n- 
gen   über  die  regulären  Vielecke.     Halle  1869.    Mz. 

F.  Klamminger.     Die  Auflösung  der  sphärischen  Dr^^- 

ecke.      Pr.  Krems  1869  Schz. 

C.  F.  J.  SoNDHAUss.    Ueber  die  Ableitung  der  Nepperr"- 
schen  Analogien  und  der   Gauss'schen   Gleichunge^cn. 

Pr.  Neisse  1872. 

Dieselbe  Ableitung  findet  sich  bereits  in  Baltzer's  Elementa^r- 
Mathematik.  Scbz. 

G.  Dostor.    Propridtds  du  triangle  sph^rique  rectangÄe 

Grunert  Arch.  LI.  109-111.  1870. 

Für  den  Pythagoräiscben  Lehrsatz,  für  den  Satz,  dass  das  ron 
dem  Scheitel  des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse  gefällte  Loth 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Segmenten  der  Hypote- 
nuse und  jede  Kathete  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der 
Hypotenuse  und  dem  anliegenden  Segmente  ist,  werden  in  dieser 
Arbeit  Analoga  für  das  sphärische  rechtwinklige  Dreieck  her- 
geleitet T. 

F.  Unferdinger.     Ueber    einen   Satz   vom  sphärischen 

Dreieck.      Grunert  Arch.  L.  107-109.  1869. 

Sind  a,  6,  c  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  AB^'^ 
ferner  a,  /?,  y  die  drei  Winkel  AAB.BffCyCCA,  welche  di« 
seitenhalbirenden  Transversalen  mit  den  Seiten  des  Dreiecfe* 
einschliessen,  so  ist: 

cos  y  cotg  a  +  C0S-5-  cotg/9+  cos  -H-  cotgy =0. 

Sind  Xy  y,  z  dieselben  drei  Winkel  für  die  winkelhalbir^^' 
den  Transversalen,  so  ist  (nach  Berichtigung  eines  Druckfehler^^- 

ABC 

cos-H-cosa?+  cos  — co8y  +  cos-s-cosa  =  0.     Mz. 
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Capitel  4. 
Daxstellende  Geometrie. 

Flohr.  Der  Unterricht  in  der  beschreibenden  Geo- 
nietrie  auf  Eealschulen.    Pr.  Berlin  1869. 

Der  Verfasser  stellt  in  der  Arbeit  dasjenige  aus  der  be- 
hreibenden  Geometrie  zusammen,  was  er  als  Lehrstoff  für  die 
lerste  Stufe  der  Realschulen  für  geeignet  hält.  Sehn. 

RENNECKE.    Einführung  in  das  Studium  der  darstellen- 
den Geometrie.      Berlin,  Enslin  1869. 

JT2.      Anfangsgründe    der    darstellenden    Geometrie. 

Pr.  Blbing  1869. 

.  Behse.  Die  darstellende  Geometrie.  Halle,  Knapp  1869. 
P.  Schmidt.    Cours  de  g^om^trie  descriptive.    Bruxeiies, 

Maquardt  1869. 

P.  G.  Steiner.    Geometrische  Construktionslehre  und 
Liiiear-Perspective  für  Künstler  und  Gewerke.    Berlin, 

Mode  1869.  Schz. 

^MMERELL.    Aufgabensammlung  aus  der  darstellenden 

Geometrie.      Pr.  Tübingen  1869.  Schz. 

Bellavitis.    Applicazione  della  geometria  descrittiva. 

Padova  Seminario  1869. 

5BLESINGER.  Darstellung  der  räumlichen  CoUinear- 
;projectionen  in  orthogonalen  Abbildungen.  Ein  Bei- 
trag zur  Gestaltung  der  darstellenden  Geometrie  im 
Sinne  der  neueren  Geometrie.  Wien.  Ber.  Lix.  636-645. 
1869.  Mz. 

•  EuDEL.      Die    ersten    Elemente    der    darstellenden 

Geometrie.      Pr.  Erlangen  1870.  Schz. 
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F.  HoscHEK.     Die  centrale  Projectionsmethode  und  ihr*^ 
Anwendung  in  der  Perspective.     Pr.  Polten  1870. 

Schz. 

E.   BaUMGARDT.      Axonometrie.      Pr.  Potsdam  1870.      Mz. 

D.  Pantanellt.   Disegna  assonometrica.    Battagiini  G.  VLXX 

106.  1870.  Mz. 

D.  Eegis.    Sopra  un'  applicazione  dei  principii  di  omo- 
logia  alla  prospettiva.    Battagiini  G.  Vlll.  222.  1870.      Schz* 


Capitel  5. 
Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.   Ebene  Gebilde. 
C.  F.  Geiser.    Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie. 

Leipzig  1869. 

Herr  Geiser  hat  die  Absicht,  Anfänger  mit  massigen  Vw- 
kenntnissen  ftir  die  synthetische  Geometrie  vorzubereiten.  EX^^ 
solche  Vorbereitung  lässt  sich  wohl  aber  nur  durch  kräftige  An* 
regung  zur  Selbstthätigkeit,  also  durch  eine  wohlgeordnete  o&d 
reiche  Aufgabensammlung  erreichen  ^  an  deren  Hand  man  ^i^ 
Hauptsätze  der  synthetischen  Geometrie  durcharbeitet.  Ftlr  ^^ 
reine  Geometrie  fehlt  ein  Werk  nach  Art  des  „Salraon- Fiedler, 
Kegelschnitte."  Herr  Geiser  hat  nur  eine  Anzahl  einfacher  vtni 
anregender  Fragen  der  elementaren  Geometrie  in  genetischer 
Form  klar  und  ausführlich  entwickelt,  so  dass  er  auch  von  seb^ 
mittelmässig  Vorgebildeten  verstanden  werden  wird.         E. 

J.  Frischauf.     Die  geometrischen   Constructionen   vot^ 

Mascheroni  und   Steiner.      Graz,  Leuschner  u.  Lubersky  1868^- 

Die  geometrischen  Constructionen  von  Mascheroni  (La  geo*^ 
metria  del  compasso,  Pavia  1797,  deutsch  von  Grüson  (Bea*lin  > 
1825)  zur  Lösung  aller,  mit  alleiniger  Anwendung  von  Zirkel  and 
Lineal  lösbaren  Aufgaben  vermittelst  des  Zirkels  alleiB,  und  die 
Constructionen  Jacob  Steiners  (Die  geometrischen  ConatraetioDeQi 
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auBgeAihrt  yenuittelst  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises, 
Berlin  1833  bei  Dümmler)  zur  Lösung  aller  derartigen  Aufgaben 
bei  fest  angenommenem  Hilfskreise  vermittelst  des  Lineals  allein, 
Bollen  nach  dem  Verfasser  der  vorliegenden  für  ein  Lehrbuch  der 
Geometrie  bestimmten  Arbeit  noch  wenig  bekannt  sein.  Seine 
Darstellung  dieser  Constructionen  lehnt  sich  getreu  an  die  Ori- 
ginale an.  Namentlich  wird  die  Lösung  der  Aufgaben  vermittelst 
des  Lineals  und  eines  festen  Hilfskreises  auf  dieselben  Funda- 
mentalaufgaben  zurtickgefQhrt,  wie  bei  Steiner,  und  die  LOsung 
dieser  beruht  bei  beiden  meist  auf  denselben  specielleren  Auf- 
gaben; so  namentlich  die  Lösung  der  Aufgabe,  durch  einen  Punkt 
mit  einer  gegebenen  Geraden  die  Parallele  zu  ziehen.  Die  Lö- 
anng  der  siebenten  und  achten  Fundamentalaufgabe,  die  beiden 
Durchschnittspunkte  eines  nicht  gezeichnet  vorliegenden,  aber 
durch  Grösse  und  Lage  gegebenen  Kreises  mit  einer  Geraden, 
sowie  die  beiden  reellen  Durchschnittspunkte  zweier  solcher 
Kreise  zu  finden,  gründet  sich  bei  beiden  auf  die  Theorie  der 
Aebnlichkeitspunkte  und  der  Ghordalen  zweier  Kreise.  Herr 
frischauf  hat  jedoch  nur  die  zur  Erreichung  des  Zieles  unum- 
Sanglich  nothwendigen  Betrachtungen  aufgenommen,  und  dabei 
^ur  die  ersten  Elemente  der  Euclidischen  Geometrie  vorausge- 
^tat  Seht 

^BoüARD.      Etüde  g^omdtrique    sur  las  figures    planes 

Seniblables.    inst,  l  sect.  XXXVII.  27  u.  28;  84  u.  85;  124  u.  125; 
171  u.  172.  1870. 

Drei  ebene,  ähnliche  Figuren  S,  S\  S",  welche  beliebig  in 
^nerEbene  gelegen  sind,  besitzen  eine  Reihe  von  Eigenschaften,  von 
^nen  die,  welche  die  drei  Aebnlichkeitspunkte  derselben  betreffen, 
^gegeben  werden.  Daraus  werden  dann  neue  Eigenschaften  her- 
hieltet, welche  die  Bewegung  einer  Figur  betreffen,  die  sich  auf 
^^liebige  Weise  in  einer  Ebene  bewegt,  indem  sie  sich  selbst 
^tinlich  bleibt.  Bei  dieser  Bewegung  entspricht  einer  jeden  Lage 
«er  Figur  ein  Punkt,  den  man  momentanen  Aehnlichkeitspunkt 
^Qimen  kann;  seine  Lage  erhält  man  als  Grenzlage  der  Aehn- 
^^chkeitspunkte,  wenn  die  zweite  Figur  zur  ersten  in  eine  benach- 
barte Lage  rttckt.     Wendet  man  auf  drei  benachbarte  Lagen 
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der  Figur  und  auf  diese  drei  momentanen  Aehnliehkeitspuiü 
die  zuerst  fbr  S,  S',  S^'  erhaltenen  Sätze  an,  dann  gelangt  m 
zu  Sätzen,  \?elche  die  Krümmungsradien  von  Trajeetorien  d 
Punkte  oder  von  Einhüllenden  der  Geraden  betreffen,  die  dur 
die  Bewegung  erzeugt  werden.  Sind  dann  für  jeden  Augenbli 
die  Krümmungshalbmesser  dreier  Trajeetorien  oder  Einhüllend 
gegeben,  dann  kann  man  den  Krümmungshalbmesser  irgend  ein 
Trajectorie  oder  Einhüllenden  bestimmen.  Diese  Bestimmuj 
wird  rein  geometrisch  durchgeführt.  Die  gewonnenen  Eesulta 
kann  man  auch  durch  Benutzung  der  Mechanik  erhalten,  dadan 
dass  man  die  Eigenschaften  der  Geschwindigkeiten  und  Beseblei 
nigungen  untersucht.  Diese  Untersuchungen  sind  der  Gegenstan 
der  letzten  Note.  T. 

J.  EosANEs.     lieber  Dreiecke  in  perspektivischer  Lag( 

Clebsch  Ann.  L  549-553.  1870. 

Der  Verfasser  geht  von  2  Dreiecken  abc,  ABC  aus,  und  1h 
zeichnet  eine  perspectivische  Lage  (wobei  nämlich  die  Verbir 
dungslinien  entsprechender  Ecken  sich  in  einem  Punkt  treffei 

durch  pfj^,   wo  PQR  irgend  eine  Permutation  von  ABC.    I 

sind  also  überhaupt  sechs  perspectivische  Lagen  denkbar.  Ai 
analytischem  Wege  gelangt  nun  der  Verfasser  dahin,  dass  zW' 
reelle  Dreiecke  nicht  gleichzeitig  auf  alle  sechs  oder  auch  m 
auf  fünf  Arten  perspectivisch  liegen  können ,  dass  vielmehr  eii 
vierfach  perspectivische  Lage  das  Maximum  ist.  Mz. 

H.  Schröter.     Ueber  perspektivisch  liegende  Dreieck 

Clebsch  Ann.  II.  553-565.  1870. 

Die  Resultate  sind  im  Wesentlichen  dieselben,  wie  in  i 
vorhergehenden  Arbeit;  die  Methode  ist  aber  mehr  elementar  u 
synthetisch.  Am  Schlüsse  zeigt  der  Verfasser,  wie  man  ein  in 
ginäres  Dreieck  ABC  erhält,  das  mit  einem  gegebenen  abc  t 
alle  sechs  Arten  gleichzeitig  perspectivisch  liegt:  Man  verbin 
die  Ecken  a,  b,  c  mit  einem  beliebigen  Punkte  A  und  nenne  < 
Schnittpunkte 

(Aa,  bc)  =  cf,    (Ab,  ca)  =  /?,    {Ac,  ab)  a=  y, 
(/?y,  tc)  =  a',  0  «,  ca)  ^  /S',    («/?,  ab)  =  /, 
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M)  liegen  a'  /?  /  in  einer  Geraden  L  und  es  giebt  einen  Kegel- 
Mhnitt,  welcher  dem  Dreieck  abc  umschrieben  ist  und  aa',  6/P, 
ef  zu  Tangenten  in  den  Ecken  hat;  die  beiden  (imaginären) 
Tugenten  aus  A  an  diesen  Kegelschnitt  treffen  die  Gerade  L 
in  Kwei  solchen  Punkten  B  und  C,  dass  die  beiden  Dreiecke  abc 
und  ABC  auf  alle  möglichen  sechs  verschiedenen  Arten  gleich- 
leiti;  perspectiyisch  liegen.  Mz. 

D.  Tessari.     Sopra  la  divisione  degli  angoli  in  un  nu- 
mero   dispari  qualiinqiie  di  parti  uguali.     Ann.  de  Mus. 

iBdostr.  di  Torino  1870. 

Nach  Recapitulirung  der  Chasles'schen  Lösung  des  Problems 
der  Dreitheilung  des  Winkels  (Traitö  des  sections  coniques)  sucht 
ier  Verfasser  die  Methode  auf  die  Theilung  eines  Winkels  in 
sine  ungerade  Anzahl  n  von  gleichen  Theilen  auszudehnen.  Er 
>etrachtet  dazu  zwei  Bündel  von  Geraden  so  bestimmt,  dass  der 
t'ViQkely  der  von  2  Strahlen  des  einen  Bündels  eingeschlossen 
8t,  ein  constantes  Vielfaches  des  Winkels  ist,  den  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  des  andern  einschliessen,  und  bestimmt  die 
^e  zwischen  zwei  gemeinsamen  Punkten  auf  zwei  entsprechen- 
Jen  Strahlen.  Nachdem  um  den  Scheitelpunkt  des  gegebenen 
'Rnkels  als  Mittelpunkt  ein  Kreis  beschrieben  und  die  Correspon- 
^  der  beiden  erwähnten  Bündel  passend  festgesetzt  ist,  liefern 
fe  Schnittpunkte  der  Curve  der  erzeugten  Stellen  mit  dem  ge- 
kannten Kreise  eine  vollständige  Lösung  des  Problems.  Der 
Verfasser  bemerkt  femer,  dass  diese  Lösung  nicht  von  grossem 
^ktischen  Nutzen  sein  könne,   da  sie   die  Schnittpunkte  des 

• 

^ises  mit  der  andern  Curve  nicht  gebe.  Jg.  (0.) 

•  Clifford.     On  the  general  theory  of  anharmonics. 

Proc.  of  the  L.  M.  S.  U.  3-6.  1869. 

Zwischen  den  Distancen  von  irgend  vier  Punkten  1,  2,  3,  4, 
^ner  Geraden  besteht  die  Identität: 

12.34  +  13.42  +  14.23  =  0. 
We  Verhältnisse  der  Glieder  dieser  Identität  ändern  sich  nicht 
l^ch  Projection  oder  ganze  lineare  Transformation. 

Wenn  eine  Gerade  sich  so  bewegt,  dass  die  Distancen  ihrer 
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Schnittpunkte  mit  vier  festen  Geraden  auf  ihr  einer  Relation  ge- 
nügen von  der  Form: 

A.l  2.34  +  ^.1  3. 42 +  v.  14.23  =0, 
80  ist  die  Enveloppe  der  Geraden  eine  Curve  zweiter  Klasse, 
welche  die  vier  gegebenen  Geraden  bertlhrt.  Diese  drei  bekann- 
ten Sätze  mit  den  entsprechenden  fllr  vier  Strahlen  eines  Büschels 
schliessen  die  ganze  Theorie  der  anharmonischen  Gebilde  in  der 
Geometrie  einer  Dimension,  sowie  ihre  Anwendung  auf  die  Geo- 
metrie zweier  Dimensionen  ein. 

Bezeichnen  1,  2,  3,  4,  5,  6  sechs  Punkte  einer  Ebene,  oder 
sechs  Gerade  einer  Ebene,  oder  sechs  Ebenen  oder  sechs  Strahlen 
eines  Strahlenbündels,  so  besteht  zwischen  den  Distancen  drm 
(bezeichnet  durch  das  Symbol  123)  folgende  Identität: 

123.456  +  124.563  +  125.634  +  126.345  =  0, 
aus  welcher  durch  cyklische  Vertauschung  noch  ftinf  andere  ab- 
zuleiten sind. 

Die  Verhältnisse  der  Glieder  in  diesen  Identitäten  ändern 
sich  nicht  durch  Projection  oder  ganze  lineare  Transformation. 

In  diesen  beiden  Sätzen  sieht  der  Herr  Verf.  die  ganxe 
Theorie  der  anharmonischen  Gebilde  zweier  Dimensionen.  D^ 
bei  wird  verstanden 

unter  der  Distance  dreier  Punkte  die  Fläche  ihres  Dreiecki» 

unter  der  Distance  dreier  Geraden  einer  Ebene  der  Prcgector 
ihres  Dreiecks  d.  i.  das  Quadrat  seiner  Fläche  dividirt  durch  das 
Product  seiner  Seiten, 

unter  der  Distance  dreier  Ebenen  der  Sinus  des  Wmkeb 
zwischen  einer  und  der  Schnittlinie  der  beiden  andern  multiplicirt 
mit  dem  sinus  des  Winkels  zwischen  den  beiden  anderen  (eine 
in  Bezug  auf  die  drei  Ebenen  symmetrische  Grösse), 

unter  der  Distance  dreier  zusammenlaufender  Geraden  i^ 
Räume  der  sinus  zwischen  ein^r  Geraden  und  der  Ebene  d^^ 
beiden  anderen  multiplicirt  mit  dem  Sinus  zwischen  diesen  beide^ 
anderen. 

Zwei   endliche   Strecken   11',  22'    auf  derselben   Cterad^ 
heissen  harmonisch  gelegen,  wenn 

i2.1'2'+12M'2  =  0. 
Ist  dies  der  Fall,  und  werden  die  Punktenpaare  repräsentirt  dur^ 
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=  0,  F=0,  80  besteht  zwischen  den  Ausdrücken  U  und  Feine 
Variante  Relation,  welche  bezeichnet  wird  durch  G(f^F)  =  0, 
orin  n  (,U  F)  den  Coefficienten  von  A^  in  der  Discrirainante 
on  W-^-fiV  bedeutet. 

Aehnliches  wird  ausgeführt  für  drei  und  vier  Punktepaare. 

Schz. 

ÖHR,  Wiener.     Die  mehrdeutigen   Beziehungen    zweier 
ebenen  Gebilde  auf  einander.    Clebsch  Aun.  iii.  11-33.  1870. 

Ein  System  von  n  Punkten  in  einer  Ebene  wird  als  die  Ge- 
sammtheit  oder  als  ein  Theil  der  Schnittpunkte  zweier  Curven 
angesehen,  wovon  jede  einem  CurvenbUschel  angehört.  Besteht 
dag  Punktsystem  nicht  aus  allen  Schnittpunkten  zweier  Curven, 
ist  also  n  kleiner  als  pq,  wo  p  und  q  die  Ordnung  jeuer  Curven- 
bflschel  anzeigt,  so  kann  man  die  übrigen  Schnittpunkte,  deren 
Anzahl  m  =  pg—n  ist,  dadurch  bestimmt  ausnehmen,  dass  man 
sie  zu  gemeinsamen  Knotenpunkten  beider  Büschel  macht.  Die 
Grenzen,  denen  m,  p,  q,  n  in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  un- 
terworfen sind,  werden  festgesetzt.  Jeder  Punkt  in  der  Ebene 
«  bestimmt  somit  ein  Element  aus  dem  Büschel  p^"  Ordnung 
und  ein  Element  aus  dem  Büschel  g'**""  Ordnung,  welche  mit  jenem 
Ponkt  zusammen  n  bewegliche  Schnittpunkte  bedingen.  Ist  in 
»naloger  Weise  in  einer  Ebene  a'  ein  System  von  n'  Punkten 
durch  zwei  Curvenbüschel  bezüglich  von  der  Ordnung  p'  und  q' 
gegeben,  so  lassen  sich  beide  Gebilde  a  und  a'  in  Ansehung 
ibrer  Punktsysteme  derart  auf  einander  beziehen,  dass  einem 
System  von  n  Punkten  in  dem  einen  Gebilde  eindeutig  ein  System 
^D  tt'  Funkten  im  anderen  entspricht.  Man  hat  zu  dem  Ende 
uur  nöthig,  das  Büschel  p^^^  Ordnung  auf  das  /)'*^''  Ordnung  und 
dai  Büschel  q^^^  Ordnung  auf  das  9"^'  Ordnung  eindeutig  durch 
ProjectivitÄt  zu  beziehen.  Zwei  derartig  auf  einander  bezogene 
Oebilde  a  und  a'  sind  der  Gegenstand  weiterer  Untersuchung. 

Sehe. 

H.  G.  Zeuthen.     Nouvelle  d^monstration  de  thdorfemes 
8ur  les  s^ries  de  points  correspondants  sur  deux  courbes. 

CUbich  Ann.  lU.  150-156.    Addition  323-324.  1870. 

Der  Biemann'sche  Satz,  auf  Grund  dessen  Herr  Clebsch  die 
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Gurven  nach  ihrem  Geschlecht  einzntheilen  vorschlug,  sagt  b 
kanntlich  aus,  dass  ftlr  zwei  projectivische  krumme  Paat 

reihen  das  Geschlecht,  d.  h.  der  Werth  von  ^   ""40 ^— (^+/^ 

gleich  ist,  wobei  m  die  Ordnungszahl,  S  die  Zahl  der  Doppel 
punkte,  /?  die  Zahl  der  Spitzen  bedeutet.  Einen  geometrische] 
Beweis  dieses  Satzes  hat  Herr  Zeuthen  im  52.  Bande  der  C.  S 
gegeben.  Eine  Verallgemeinerung  dieses  Beweises  führt  denselbei 
zu  einer  Formel,  aus  welcher  das  Biemann'sche  Theorem  unc 
einige  andere  Sätze  abgeleitet  werden.  Sind  nämlich  die  PonkU 
zweier  Curven  b^  und  6,  derartig  auf  einander  bezogen,  da» 
jedem  Punkte  P,  auf  6,  x^  Punkte  P,  auf  6,,  und  jedem  Punkte 
P,  auf  6,  a?,  Punkte  P,  auf  6,  entsprechen ,  und  ist  y^  resp.  y 
die  Zahl  der  Stellen  auf  b^  resp.  b^ ,  wo  zwei  einem  und  den 
selben  Punkte  auf  6,  resp.  auf  6,  entsprechende  Punkte  zusam 
menfallen ,  und  ist  endlich  p^  das  Geschlecht  von  b^ ,  p,  da 
von  6^,  so  besteht  die  auch  Hir  Kaumcurven  geltende  BeziehuDj 
y,-y,  =  2a?,  (p,  -1)  - 2^?^  (p,~l). 

Aus  dieser  Formel  folgt  der  Riemann'sche  Satz  p^  ^p^tSL 
a?^  =a?,  =  1,  y^  =y,  =  0.  Ferner  ist  daraus  die  von  Herrn  Chad© 
zuerst  angegebene  Formel  /  =  ^.Vj4-v.inj  abgeleitet,  in  welche) 
fi  und  V  die  Charakteristiken  eines  Systems  von  Curven  sind 
und  t  angiebt,  wieviel  von  ihnen  eine  gegebene  Curve  von  dei 
Ordnung  m^  und  der  Klasse  v^  berühren.  Eine  andere  Anwen- 
dung der  obigen  Formel  ergiebt  m' =  m,  («'— 1),  wenn  m!  die 
Ordnung  der  Einhüllenden  aller  Curven  von  der  Ordnung  n  is^ 

welche  durch        ^  ^^^^^  Punkte  gehen,  und  eine  feste 

Curve  6j  von  der  Ordnung  m^  berühren.  Die  Anzahl  der  darcl 
jeden  der  festen  Punkte  gehenden  Zweige  der  Curve  V  finde 
sich  gleich  m^,n^. 

Ein  Zusatz  zu  dieser  Abhandlung  zeigt  die  Anwendbarkei 
jener  Formel,  um  bei  der  von  Herrn  Clebsch  betrachteten  A^ 
bildung  einer  Fläche  auf  einer  ^- fach  zu  denkenden  Ebene,  d< 
Geschlecht  p^  derjenigen  Curve  auf  der  Fläche  zu  bestimmt 
welche  einer  auf  der  Abbildungsebene  gelegenen  Garve  vom  0 
8p)ilechte  p  entspricht,  wenn  dieses  Entsprechen  derarti(|p  10t,  iß 
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jeder  Pankt  der  Ebene  fi  Punkten  der  Fläche  angehört,  während 
jeder  Pankt  der  Fläche  nur  einen  Punkt  der  Ebene  liefert.  Be- 
zeichnet nun  y^  die  Zahl  der  Schnitte  der  gegebenen  Gurve  mit 
der  üebergangseurve,  d.  h.  des  geometrischen  Ortes  derjenigen 
Punkte  der  Ebene,  welche  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  der 

^  Vi 

Seht. 


Fläche  darstellen,  so  ergiebt  sich  p^  =  -^+^«P  — 0*— *)• 


Emil  Weyr.    Geometrische  Mittheilimgen.    Wien.  Ber.  Lxi. 

731-738.  819-827.  1870. 

L  Es  werden  zwei  ein -zweideutige  Elementargebilde  auf 
demselben  Träger  betrachtet,  deren  Yerwandschaftsgleichung 
einmal: 

oiid  das  zweite  Mal 

ist  I  bedeutet  das  Theilverhältniss  eines  Elementes  des  ein- 
deutigen Gebildes,  ri  bezieht  sich  ebenso  auf  das  zweideutige;  / 
und  k  sind  Constanten.  Eine  Anwendung  dieser  Betrachtung 
findet  auf  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  statt. 
Jede  Gerade  A  durch  den  Doppelpunkt  schneidet  die  Curve  noch 
io  einem  Punkte  a,  und  von  diesem  lassen  sich  an  die  Curve 
iwei  Tangeuten  legen,  welche  in  a^  und  a^  bertlhrcn  mögen. 
Verbindet  man  den  Doppelpunkt  mit  a^  und  a, ,  so  erhält  man 
^ei  Gerade  4,  und  A^,  welche  der  Geraden  A  entsprechen. 
Wird  diese  Construction  für  alle  Curvenpunkte  wiederholt,  so 
^hält  man  zwei  ein -zweideutige  concentrische  Strahlenbüschel 
^  den  Doppelpunkt.  Es  folgen  nun  Sätze,  die  sich  auf  die  -Ab- 
ktogigkeit  der  Lage  der  Inflexionspunkte  von  der  des  Doppel- 
punktes und  seiner  beiden  Tangenten  beziehen. 

II.  Von  einem  beliebigen  Punkte  einer  Cnrve  der  eben  er- 
^ttnten  Art  gehen  Strahlen  aus;  jeder  schneidet  die  Curve  in 
^em  Punktepaar;  verbindet  man  die  Punktepaare  mit  dem 
^Doppelpunkte,  so  erhält  man  eine  quadratische  Strahleninvolution. 
^^  Gesetze  derselben  führen  dann  zu  mehreren  zum  Theil  schon 
^^^kumten  Eigenschaften  der  Curven  dritter  Ordnung.     Mz. 
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E.  Weyr.  Ueber  einige  Sätze  von  Steiner  und  ihrec 
Zusammenhang  mit  der  zwei  und  zweigliedrigen  Vei^ 
wandtschaft  der  Gruiulgebilde  ersten  Grades.  Borcharcj 

J.  LXXI.  18-28.  1870. 

Die  im  Titel  erwähnten  Sätze  Steiners  sind  im  32.  Bande 
des  Crelleschen  Journals  veröflFentlicht ,  und  lauten  wie  folgt; 
Unterwirft  man  irgend  ein  einer  Curve  dritter  Ordnung  einge- 
schriebenes Polygon  der  Bedingung,  dass  seine  Seiten  abwechselnd 
durch  zwei  auf  derselben  Curve  liegende  feste  Fundamentalpunkte 
P  und  0  gehen ,  so  hat  ein  solches  Polygon  entweder  eine  un- 
endlich grosse  Anzahl  von  Seiten,  d.  h.  es  schliesst  sich  nicht, 
dann  schliesst  sich  keins  von  allen  denselben  Bedingungen  ge- 
ntlgenden  Polygonen;  oder  es  hat  eine  endlich  grosse,  und  zwar 
grade  Anzahl  von  Seiten,  und  dann  schliesst  sich  auch  jedes 
andere  denselben  Bedingungen  unterworfene  Polygon;  dasselbe 
findet  auch  statt,  wenn  man  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten,  und  letztere  als  die  festen  Punkte  P  und  Q 
wählt. 

Diese  beiden  Sätze,  von  denen  der  erste  für  Curven  dritter 
Ordnung  geltende,  im  Zusammenhange  mit  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  schon  von  Herrn  Clebsch  im  63*'''*  Bande 
des  Borchardt*schen  Journals  bewiesen  ist,  sind  in  der  Abhand- 
lung des  Herrn  Weyr  aus  einigen  Eigenschaften  der  zwei  und 
zweigliedrigen  Verwandschaft  geometrischer  Elementarge- 
bilde abgeleitet.  Herr  Weyr  nennt  nämlich  zwei  Grundgebilde 
ersten  Grades  in  dem  Falle  verwandt,  wenn  jedem  Elemente 
des  einen  zwei  Elemente  des  andern  gesetzmässig  zugeordnet 
sind.  Zwei  in  solcher  Beziehung  zu  einanderstehende  ebene 
Strahlbüschel  erzeugen  demnach  auf  einer  Geraden  zwei  ebenw 
verwandte  Punktreihen,  welche,  wie  analytisch  nachgewiesen 
ist,  vier  entsprechende  Punkte  gemein  haben.  Da  also  aui 
jeder  beliebigen  Geraden  vier  Punkte  existiren,  in  denen  eo^' 
sprechende  Strahlen  der  beiden  StrahlbUschel  sich  treffen,  so  c< 
zeugen  letztere  eine  Curve  vierter  Ordnung. 

Die   Mittelpunkte    der    erzeugenden    Strahlbttadiel   mfiU»^ 
Doppelpunkte  dieser  Curve  werden,  weil  in  jedem  von  ihn^ 
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ein  Strahl  des  andern  Büschels  seine  beiden  entsprechenden 
schneidet  Entspricht  der  die  beiden  Büschelmittelpunkte  ver- 
bindende Strahl  sich  selber,  so  wird  er  ein  Theil  der  erzeugten 
Curye,  der  ttbrige  Theil  also  eine  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  durch  die  beiden  BUschelmittelpunkte  gehen  muss,  weil 
diese  Doppelpunkte  des  Erzeugnisses  sind. 

Nach   diesen   vorbereitenden  Betrachtungen    >vird   ein   Satz 
ibgeleitet,  aus  welchem  bei  Berücksichtigung  des  Vorhergehen- 
den sich   die  Richtigkeit   der  Steiner'schen   Behauptungen    un- 
mittelbar  ergiebt.     Dieser   Satz   setzt   voraus,   dass   bei   der 
iwei-  und   zweigliedrigen    Beziehung   zweier    Grundgcbilde   auf 
ebander,  in  jedem  derselben   eine  Gruppe  von  n  Elementen  so 
angegeben  ist,    dass   sich   die   einem    beliebigen  Elemente   der 
emen  Gruppe  zugeordneten  zwei  Elemente  in  der  andern  Gruppe 
befinden,  und   behauptet,    dass  dann   unendlich    viele  solcher 
Ptarc  von    zugeordneten  Gruppen  existiren,  jedes  Element  in 
einer  derselben  vorhanden  ist  und  jede  Gruppe  nicht  mehr  und 
nicht  weniger  als  n  Elemente  enthält.    Dem  hieraus  ersichtlichen 
Beweise    der   Steiner'schen  Sätze    folgen  Specialisirungen,    also 
Theoreme   ttber    eingeschriebene   Vierecke,    Sechsecke   u.  s.  w. 
Die  von  Steiner  gemachte  Bemerkung,  dass  analoge  Sätze  auch 
gelten,  wenn  man  statt  der  Seiten  von  Polygonen  Kegelschnitte 
nimmt,  welche,  abgesehen  von  den  festen  Punkten  P  und  Q,  sich 
itnimtlich  in   drei  andern  festen  Punitten  schneiden,  und  dem- 
nach nach  Festlegung   des  ersten   Kegelschnitts   eindeutig   be- 
stimmt sind,   ist  nach  des  Verfassers  Untersuchung  nur  für  die 
Cnrven  dritter  Ordnung,   nicht  aber  für  die  Curven  vierter  Ord- 
'^^g  mit  zwei  Doppelpunkten    in  diesem  Zusammenhange  be- 
weisbar.   Schliesslich  sind  noch  die  Steiner'schen  Sätze  räumlich 
*ttf  die  Schnittcurve  zweier  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  über- 
tragen. Seht. 

Emil  Weyr.     Ueber  Curvenbüschel.     Wien.  Ber.  Lxi.  82-88. 

1870. 
Durch  rein  geometrische  Betrachtung  werden  einige  Sätze 

^^r  ein   Curvenbüschel  w'**''  Ordnung,    das  durch  ^A!LI--^— 1 

^^kte  bestimmt  ist,  bewiesen.    Die  wichtigsten  Sätze  sind; 

^•mchr.d.  Math.  IL  2.  26 
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1)  Unter  den  Curven  eines  Büschels  n**'  Ordnung  giebt  ^ 
3(w— 1)'*  Curven  mit  einem  Doppelpunkte. 

2)  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  eines  GurvenbttscheJ 
n*^'  Ordnung  gehen  3n(fi—2)  Inflexionstangenten  desselben. 

3)  Unter  den  Curven  eines  Büschels  n'''^  Ordnung  giebt  es 
drei  solche,  welche  in  einem  der  n^  Scheitel  einen  InflexioM- 
punkt  besitzen. 

4)  Unter  den  Curven  eines  Büschels  n^^^  Ordnung  giebt  es 
w(M-l-l)--i2  solche,  für  welche  ein  Büschelscheitel  der  Berüh- 
rungspunkt einer  Doppeltangente  ist.  Mz. 

A.  OLi\aER.    Ueber  einige  allgemeine  Eigenschaften  der 
geometrischen  Curven.     Borchardt  J.  LXX.  156-163.  1869. 

In  dieser  Abhandlung  sind  einige  Eigenschaften  von  ge- 
wissen Bedingungen  unterliegenden  Curven  abgeleitet.  Diese 
Bedingungen  und  Eigenschaften  sprechen  im  wesentlichen  die 
Existenz  von  Punkten  aus,  die  mehr  als  zwei  Curven  gemeia- 
sam  sind.  Die  aufgestellten  Sätze  beruhen  auf  dem  von  Herrn 
Chasles  in  den  Comptes  rendus  des  Jahres  1857  ausgesprochenen 
Theorem,  dass,  wenn  die  w^  Basispunkte  einer  Curve  n^"  Ord- 
nung auf  einer  Curve  der  (n  +  w')^**"  Ordnung  liegen,  es  ein  «o 
jenem  Curvenbüschel  der  n''^"  Ordnung  projektivisches  Curven- 
büschel  von  der  w'*^"  Ordnung  geben  muss,  dessen  Basispunkte 
auch  auf  die  Curve  der  (ti  +  ny''''  Ordnung  fallen,  und  welches 
mit  jenem  durch  die  Schnittpunkte  entsprechender  Elemente 
diese  Curve  höherer  Ordnung  erzeugt.  Die  Specialisirungen  der 
allgemeinen  Sätze  auf  Curven  zweiter  und  dritter  Ordnung  er- 
geben zum  Theil  schon  bekannte  Sätze.  Seht 

A.  Olivier.     Zur  Theorie  der  Erzeugung  geometrischer 

Curven.      Borchardt  J.  LXXI.  1-15.  1870. 

Ist  ein  Curvenbüschel  m'^''  Ordnung  projektivisch  auf  ein 
Curvenbüschel  (n—my''^  Ordnung  bezogen,  so  bildet  die  6e- 
sammtheit  der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Elemente  dieser 
beiden  Curvenbüschel  bekanntlich  eine  Curve  n^"  Ordnung,  «"^ 
welcher  auch  die  Basispunkte  jedes  der  beiden  Curvenbösc^^^ 
liegen  müssen.    Betrachtet  man  nun  umgekehrt  die  so  enseof^^ 
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Curre  and  auf  ihr  die  Basispunkte  des  CürvenbUschels  m**'  Ord- 
Buiig  als  gegeben,  so  ist  die  Lage  der  Basispunkte  des  Cürven- 
bUschels (fi— in)'''''  Ordnung  gewissen  Gesetzen  unterworfen,  welche 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  für  m  =  i  und  m  =  2  erörtert 
sind.  Für  m  =  l,  d.  h.  den  Fall,  wo  das  erste  der  erzeugenden 
Curvenbüschel  ein  gewöhnliches  Strahlbüschel  ist,  dessen  Mittel- 
punkt gegeben  ist,  lässt  die  Aufgabe,  die  Curve  n'^''  Ordnung 
zu  erzeugen,  nur  Eine  Lösung  zu,  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Basen  der  unendlich  vielen  miterzeugenden  Curvenbüschel 
(«—1)'"  Ordnung  sich  auf  der  erzeugten  Curve  vertheilen,  ist 
J  aus  folgender  Construktion  einer  solchen  Basis  ersichtlich.  Man 
lege  durch  den  auf  der  Curve  n^^'  Ordnung  K^  gegebenen  Mittel- 
punkt P  des  erzeugenden  Strahlbüschels  eine  beliebige  Curve 
K^  von  der  n**"  Ordnung,  und  durch  die  w'— 1  Punkte,  welche 
K^  und  Ä,  ausser  P  gemeinsam  sind,  eine  beliebige  Curve  von 
der  (211—2)**^"  Ordnung,  welche  dann  h\  ausser  in  jenen  w'— 1 
Schnittpunkten  von  K^  und  K^  noch  in 

«(2w-2)-(w'-l)  =  (n-l)' 

Weiteren  Punkten  trifft,  die  nun  zu  Basispunkten  des  erzeugen- 
dtti  CürvenbUschels  (n—iy^'  Ordnung  gewählt  werden  dürfen, 
bt  dagegen  das  erste  der  erzeugenden  Büschel  ein  Kegelschnitt- 
iHlschel,  so  erhält  man  die  Basispunkte  eines  CürvenbUschels 
(«—2)**'  Ordnung,  welches  dem  ersteren  Büschel  projektivisch 
iit  and  mit  ihm  die  Curve  «'*'  Ordnung  erzeugt,  auf  folgende 
Weise:  Man  legt  durch  die  auf  /f,  liegenden  vier  Basispunkte 
deg  Kegelschnittsbüschels  eine  andere  Curve  A',  auch  von  der 
*'•■  Ordnung,  und  durch  die  ausser  jenen  vier  Punkten  erhal- 
tenen w'— 4  Schnittpunkte  von  K^  und  h\  eine  neue  Curve  von 
der  (2ii— 4)'«"  Ordnung,  welche  h\  in 

w(2n-4)  -  (n'-4)  =  (fi-2)' 

Jicuen  Punkten  schneidet,  welche  Basispunkte  eines  der  ge- 
wehten Curvenbüschel  werden  dürfen. 

Im  Laufe  dieser  Untersuchung  ergeben  sich  dem  Verfasser 
Boch  manche  andere  Beziehungen  zwischen  Curven  und  Curven- 
^heln,  die  hier  übergangen  werden  müssen.  Seht. 


rx««4fc 


382    Vm.  Abschnitt.    Reine,  elementare  n.  synthetisebe  Geometrie. 

A.  Olivier,  lieber  die  Methode,  die  Ordnungszahl  eia 
Curve  zu  finden,  welche  durch  zwei  projektiviscl 
Curvenbüschel   erzeugt   wird.     Borchardt  J.  LXXI.  195- li 

1870. 

Um  zu  beweisen,  dass  die  Durchschnittspunkte  der  EI( 
mente  eines  Curvenbüschels  von  der  m**^"  Ordnung  mit  den  enl 
sprechenden  Elementen  eines  ihm  projektivischen  Carvenbüsebel 
von  der  n**"  Ordnung  eine  Curve  von  der  Ordnung  m  +  n  bl 
den,  betrachtete  man  bisher  immer  die  beiden  Funktinvolutione 
von  der  m***"  und  n*^"  Ordnung,  welche  die  Curvenbüschel  ai 
einer  beliebigen  Geraden  erzeugen  und  erschloss  jene  Ordnungi 
zahl  daraus,  dass  die  gemeinsamen  Punkte  dieser  Involutione 
entsprechenden  Curven  angehören,  und  dass  ihre  Anzahl  m-f 
beträgt.  In  der  Meinung,  dass  dieser  Beweis  der  synthetisebe 
Geometrie  deshalb  nicht  genügen  könne,  weil  er  auf  dem  de 
Natur  der  Sache  nach  nur  algebraisch  zu  beweisenden  Satz 
beruht,  dass  zwei  projektivische  Punktinvolutionen  vom  m**"  un 
n}^n  Grade  auf  einem  geradlinigen  Träger  m-{-n  gemeinsam 
Funkte  besitzen,  setzt  der  Verfasser  an  die  Stelle  des  angeftb 
ten  Beweises  den  folgenden  neuen,  der  dem  Standpunkte  de 
synthetischen  Geometrie  angemessener  sein  soll.  Eine  beliebig 
Curve  des  erzeugenden  Curvenbüschels  tn^^^  Ordnung  hat  mit  de 
zu  erzeugenden  Curve,  wie  bekannt  und  leicht  ersichtlich  is 
die  m'  Basispunkte  dieses  Büschels  gemein,  dann  aber  auch  di 
m.n  Punkte,  in  welchen  sie  von  der  ihr  in  dem  Büschel  ii**'^Orc 
nung  entsprechenden  Curve  geschnitten  wird.  Eine  Curve  m**'  Orc 
nung  hat  also  mit  der  erzeugten  Curve  m'-|-  mn  =  m(m-|-«)  P'idW 
gemein,  schneidet  also,  wie  der  Verfasser  schliesst,  eine  gerad 
Transversale  in  m  4-  n  Punkten,  und  ist  daher  von  der  (m  +  nf 
Ordnung. 

Referent  erlaubt  sich,  eine  kurze  Bemerkung  über  den  Vo 
zug  dieses  neuen  Beweises  hinzuzufügen.  Will  man  in  die  i^^ 
thetische  Geometrie,  welche  im  eigentlichen  Sinne,  wenn  n  nid 
specialisirt  ist,  gar  keine  Curven  n*^'  Ordnung  kennt,  Curve 
n*"  Ordnung,  d.  h.  solche,  welche  von  jeder  Geraden  der  EbeD 
in  n  Punkten  geschnitten  werden,  einführen,  so  muBS  man,  oi 
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trisch  weiter  bauen  zu  könneD,  der  analytischen  Geo- 
Satz  entlehnen,   dass    drei  Flächen  m**',   n**'  und 
lg  m.n.p  gemeinsame  Punkte,   oder   specieller  zwei 
en  von  der  m'«"  und  n**"  Ordnung  m.n  gemeinsame 
sitzen.     Dieser  Satz  und  eine   seiner  Umkehrungen, 
ßh  eine  Curve,  welche  mit  einer  Curve  m**'  Ordnung 
Minkte  gemein  hat,  die  Ordnungszahl  m-j-^  hat,  sind 
Denen  Beweise   von  Herrn  Olivier  angewandt.     Der 
I  letzteren  ist  also  wohl  darin  zu  suchen,^  dass  er  auf 
länglich   algebraische  Fundament  der  Theorie  der 
alisirten  Curven   n*"  Ordnung  unmittelbarer   auf- 
als  der  alte  Beweis,  welcher  den  Satz  von  den  ge- 
Punkten zweier  Punktinvolutionen  voraussetzt. 

Seht. 

Ueber  Involutionen  höherer  Grade.    Borchardt 

[.  285-292.  1870. 

sem  Aufsatze  ist  die  Theorie  der  Involutionen  n**"* 
rauf  ausgedehnt,  dass  als  Träger  der  Involutionen  nicht 
le  Punktreihen  oder  gewöhnliche  Strahlenbttschel,  son- 
m  oder  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  erscheinen, 
sich,  dass  diß  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
inem  Kegelschnitt  liegenden  Punktinvolution  n**""  Grades 
(w—l)**^'^  Klasse  umhüllen,  welche  von  Herrn  Weyr 
curve  genannt  wird,  und  weiter,  dass  die  «(n— 1)  Seiten 
em  Kegelschnitt  eingeschriebenen  n-Ecke  eine  und 
urve  (n— 1)**'^  Klasse  berühren,  was  für  n  =  3  und 
sannte  Sätze  giebt.  Damit  hängt  zusammen,  dass, 
n-Eck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  einer 
l)*^*"  Klasse  umgeschrieben  ist,  es  jedesmal  unendlich 
£0  von  derselben  Beschaffenheit  giebt.  Zu  jedem  dieser 
I:  es  einen  reciproken.  Von  den  sonst  noch  entwickel- 
^men  möge  nur  noch  dies  hier  Platz  finden,  dass  die 
es  vollständigen  einem  Kegelschnitt  umgeschriebenen 
lit  den  Ecken  eines  ebendemselben  umgeschriebenen 
j  (n— 1)'  Punkte  bilden,  deren  Lage  zu  einander  eine 
dass  sie  als  die  sämmtlichen  Durchschnittspunkte  sweier 
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Curven  («—0'^'  Ordnung  aufgefasst  werden  können.  Dieser  Sj 
gewinnt  dadurch  an  Interesse,  dass  er  für  n  =  4  zu  einer  e 
fachen  Construction  des  neunten  Basispunktes  eines  Curvenbtisch 
dritter  Ordnung  Veranlassung  giebt,  jedoch  nnr  in  dem  speciell 
Falle ;  dass  sechs  der  gegebenen  acht  Basispunkte  die  Eck 
eines  vollständigen  Yierseits  bilden.  Man  hat  nämlich  von  d 
beiden  übrigen  Punkten  aus  die  Tangenten  an  den  Kegelschi 
zu  legen,  welcher  die  vier  Seiten  des  Vierseits  und  die  Verb; 
dungslinie  (fieser  beiden  Punkte  berührt.  Zwei  von  diesen  vi 
Tangenten  bilden  die  Verbindungslinie,  und  die  beiden  übrigi 
schneiden  sich  in  dem  gesuchten  neunten  Punkte  der  durch  d 
acht  gegebenen  Punkte  bestimmten  Basis  eines  Curvenbüsche 
dritter  Ordnung.  Seht. 

Emil  Weyr.     Zur  Vervollständigung  der    Involutione 
höherer  Ordnung.      Wien.  Ber.  LXI.  GOO-606.  1870. 

Durch  Betrachtung  eines  CuiTcnbüschels  dritter  OrdnuD; 
das  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird: 

wo  A  ein  veränderlicher  Parameter;  f/g,  F,,  t/,,  F,  homogei 
Functionen  resp.  3*^"  und  2*^"  Grades  der  gewöhnlichen  (Cart 
sischen)  Coordinaten  sind,  —  gelangt  der  Verfasser,  indem  er  di 
Curven  dritten  Grades  einmal  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerai 
und  das  andere  Mal  ein  System  dreier  Geraden  substituirt  zurLösoi 
folgender  Aufgabe:  Eine  cubische  Involution  ist  durch  zwei  El 
mententripel  gegeben;  man  soll  sie  vervollständigen  (d.  h.  m: 
soll  zu  irgend  einem  Elemente  das  mit  ihm  zur  selben  6rup 
gehörige  Elementenpaar  construiren). 

Weiterhin  wird  durch  Betrachtung  eines  Curvenbttsebels  n 
Ordnung,  das  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird: 

(l/«  +  ÄFO  +  (l/«-i  +  ^F,.,)  =  0, 
wo  X  dieselbe,   Un,    F»,   ^„-i,   F„-.i  analoge  Bedeutungen  r 
vorher  haben,  nachstehende  Aufgabe  gelöst: 

Von  einer  Punktinvolution  w**^"  Grades  auf  einer  Transversa 
sind  zwei  Punktgruppen  gegeben,  man  soll  zu  irgend  ein* 
Funkte  (der  Transversale)  jene  «—1  Punkte  construiren,  wd^ 
mit  ihm  eine  Gruppe  der  Involution  bilden.  Mz. 
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A.     Cayley.     Note  on   a  relation    between   two   circles. 

Quart  J.  XI   82-83.  1870. 

Die  acht  Berührungspunkte  gemeinschaftlicher  Tangenten 
iweier  Kreise  (oder  auch  Kegelschnitte)  liegen  bekanntlich  auf 
einem  Kegelschnitte  (1). 

Durchläuft  ein  Punkt  P  eine  Gerade,  so  durchläuft  der  jedes- 
malige Durchschnitt  P'  der  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  zwei 
Kieisc  einen  Kegelschnitt  (2).  Damit  nun  sowohl  der  Kegelschnitt 
(1)  als  auch  derjenige  (2)  in  dasselbe  System  zweier  Geraden 
zerfallen,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Kreise  gleich 
sind  und  sich  berühren.  Mz. 

H.  Besant.      Conic    Sections.      Treatecl    geometrically. 

London,  Bill  and  Daldy.  1869. 
W.  P.   TüRNBÜLL.      Eeview.      Messenger  V.  118-220.  1870. 

üebersicht  über:  „Propertics  of  conic  sections  proved  geo- 
metrically.   Part.  I.    The  Ellipse  by  the  Rev.  H.  G.  Day.  M.  A". 

Glr.  (0). 

Archer  Hirst.     On    tlie    degenerate   forms    of   conics. 

Proc.  of  the  L.  M.  S.  II.  166-173.  1869. 

Durch  die   Abhandlungen  „On  Special  Forms    of  Conics" 

(Quarterly  Joum.  vol.  8)  und  „On  Curves,  which  satisfy  given 

Conditions"  (Philosophical  Transact.  1868,  s.  Fortschr.  d.  M.  I. 

'■   *P«  164)  von  Herrn  Cayley  wird  der  Herr  Verfasser  veranlasst,  die 

.    degenerirten  Kegelschnitte  noch  einmal  in  Bezug  auf  die  Conti- 

Dttität  ihrer  Elemente  (Punkte  und  Tangenten)  zu  untersuchen, 

^Di  die  genaue,  vollständige  Form  derselben  festzustellen.   Indem 

der  Hr.  Verf.  sowohl  die  Entstehung  eines  Kegelschnittes  durch 

2^ei  projectivische  Strahlbtischel,   als  diejenige  durch  zwei  pro- 

j^vische  Punktreihen  zu  Grunde  legt,  gelangt  er  zu  dem  wohl 

"*ei8t  bekannten  Resultat,   dass  die  drei  allein  möglichen  dege- 

J^erirten  Formen  von  Kegelschnitten  in  ihrer  Vollständigkeit  sind: 

1)   Das  Punkt-Paar  (reell  oder  imaginär): 'seine  Tangenten 

^  die  Bäramtlichen  Strahlen    zweier   einfacher   Strahlbüschel, 

^ne  Punkte  bilden  eine  Doppelreihe  (Strecke),  begrenzt  durch 

*e  Centra  der  Büschel; 
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2)  Das  Linien -Paar  (reell  oder  imaginär):  seine  Punkte  € 
füllen  zwei  gerade  Punktreilicn  und  seine  Tangenten  bilden  e 
Doppel -Büschel  (Winkel),  begrenzt  durch  die  Träger  der  Punk 
reihen ; 

3)  Der  Linien-Paar-Punkt:  seine  Tangenten  erfüllen  e 
Doppelbüschel  und  seine  Punkte  eine  Doppelgerade,  welche  wm 
der  Strahlen  des  Büschels  ist. 

Die  beigefllgten  Noten  kleiden  die  Frage  nach  der  Realit 
der  Doppel -Elemente  zweier  aufeinanderfallender  Punktreihi 
oder  concentrischer  StrahlbUschel  in  bekannter  Weise  in  anal 
tisches  Gewand.  Schz. 

St.  Smith.     On  some  geometrical  constructions.     Proc. 

L.  M.  S.  II.  85-100.  1869. 

Ein  Kegelschnitt  A  wird  einem  Kegelschnitt  B  harmonis 
um-  oder  inschrieben  genannt,  Wenn  A  einem  iH  Bezug  auf 
sich  selbst  conjugirten  Dreieck  resp.  um-  oder  inschnebcn  i 
Besonders  durch  Anwendung  des  Satzes: 

„Wenn  A  harmonisch  umschrieben  ist  B,  so  ist  das  Hon 
logie- Centrum  eines  dem  A  inschriebenen  Dreiecks  und  seil 
Polar -Dreiecks  in  Bezug  auf  B  ein  Punkt  von  ^1"  (Salmon  Coi 
Sections  p.  32G)  werden  dann  folgende  Aufgaben  gelöst: 

„Den  Kegelschnitt  zu  construiren,  welcher  durch  5  — «  ^ 
gebene  Punkte  geht  und  n  gegebenen  Kegelschnitten  harmonis 
umschrieben  ist,  wenn  n  =  2,  3,  4,  5." 

Repräsentirt  die  Gleichung: 

^i  <^i  +  ^t  <^i H 1"  ^Jk+i<y*+i  =  0, 

worin  (T*  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  Punktco' 
(linaten  darstellt  und  /r  =  i,  2,  3,  4  sein  kann,  ein  System  i 
Ordnung  von  Ko^r^ols'chnitten,  so  wird  das  durch  dieselbe  Gleichu 
in  Liniencoordinaten  reprfisentirte  System  von  Kegelschnitten  < 
Tangoutialsystcni  ä"*«"  Ordnung  genannt,  und  der  auch  von  Hei 
Cremona  (Introduzione  etc.)  niitgctheilte  Satz:  „Wenn  zwei  Keg 
schnitte  einem  dritten  harmonisch  umschriobeu  sind,  so  ist  il 
jeder  Kegelschnitt  des  durch  die  ersten  beiden  bestimmten  BQsch 
harmonisch  umschrieben"  zu  folgendem  Satz  erweitci-t: 

„Alle  Kegelschnitte  eines  Systems  &*"''  Ordnung  umschreib 
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harmoniflch  alle  Kegelschnitte  eines  gewissen  Tangentialsystems 
von  der  Ordnung  4  —  k;  und  umgekehrt:  Alle  Kegelschnitte, 
welche  diejenigen  eines  gegebenen  Tangentialsystems  von  der 
Ordnung  4—k  harmonisch  umschreiben,  bilden  ein  System  von 
der  Ordnung  *." 

Dieses  einem  gegebenen  System  entsprechende  Tangential- 
«yntem  heisst  das  „contravariante^  System  des  gegebenen.  Ana- 
lytische  und  geometrische  Beziehungen  dieser  beiden  Systeme 
werden  angedeutet. 

Wenn  fc  =  2,  stellen  dieselben  zwei  contravariante  Kegel- 
«chuittnetze  vor;  die  Gay ley 'sehe  Curve  des  gegebenen  Netzes 
(^i^,<',)  ist  die  Hesse'sche  Curve  des  Contravarianten  Netzes; 
wie  die  Cayley'sche  Curve  die  Involutionen-Enveloppe  des  gege- 
beaen  Netzes,  so  ist  die  Hesse'sche  der  Ort  der  Strahlinvolutions- 
^utra  des  contravarianten  Netzes. 

Ein  beliebiger  Kegelschnitt  des  contravarianten  Netzes  eines 
{^ebenen  (c^iC/,  a^)  wird  gefunden,  wenn  man  den  Kegelschnitt 
cöiiBtruirt,  welcher  zwei  beliebige  Gerade  berührt  und  den  drei 
^Igelschnitten  a^  a,  a^  harmonisch  inschrieben  ist. 

Jedes  Kegelschnittnetz  kann  aber  auch  angesehen  werden 
äIb    das  Polarsystem  einer  gewissen  Curve  dritten  Grades,  welche 
die   Fundamentalcurve  des  Netzes  heisst.    Dadurch  entstehen  die 
Aufgaben : 
n^ajs  Polarsystem 

a)  der  Fundamentalcurve  eines  gegebenen  Netzes  (^^(^t^t) 
^xxcl  seines  contravarianten  Netzes 

b)  der  Hesse'schen  Curve  des  Netzes  (o^a^a^^  und  seines 
w>iitravarianten  Netzes  (der  Cayley'schen  von  (<t,  <y,  a,)), 

c)  derjenigen  Curven  dritten  Grades,  fUr  welche  eine  gege- 
bene Curve  die  Hesse'sche  ist, 

*^  construiren." 

Zuletzt  noch  die  Aufgabe :  „Die  Infiexionspunkte  einer  Curve 
^tten  Grades  zu  bestimmen,  deren  Polarsystem  gegeben  ist." 

Schz. 

"**•    INiEMTSCHiK.     Ueber    die    Construktion    der    Durch- 
^chnittspunkte   von  Kreisen   und  Kegelschnittslinien. 

"Wien.  Ber.  LLX.  39-47.  1869. 
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R.  NiEMTSCHiK.     TJeber    die    Construktion    der    Durch- 
Schnittspunkte    zweier   Kegelschnittslinien.     Wien.  Bei 

LIX.  481-494.  1869. 

Denkt  man  sich  durch  zwei  in  einer  Ebene  gegebene  Kegel 
schnitte  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  gelegt,  so  sind  dL    ^ 
Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  zugleich  die  Schnittpank&:.e 
der  den  beiden  Oberflächen   gemeinsanien  Raumcurve   mit  d^^r 
Ebene  der  Kegelschnitte.  Darauf  beruhen  die  in  den  beiden  A'Äo- 
handlungen  mit  den  Mitteln  der  orthogonalen  Projection  ans^«- 
ftthrten    Constructionen    der    Durchschnittspunkte    eines    Kegel- 
schnittes mit  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  einer  seirmcr 
Axen   liegt,    oder  zweier   Kegelschuitte,    wenn   eine    Axe    Aes 
einen  in  dieselbe  gerade  Linie  mit  einer  Axe  des  anderen  f^LIlt. 
Diese  Linie  wird  als  Projectionsaxe  und   die  Ebene  der  beiden 
Kegelschnitte   als    verticale    Projectionsebene    festgesetzt      Die 
Kegelschnitte  sind   in  allen  Fällen  bestimmt:  die  Ellipse  durch 
ihre  beiden  reellen  Axen,  die  Hyperbel   durch  Asymptoten  und 
Scheitel,  die  Parabel  dui-ch  Axe,  Scheitel  und  einen  beliebigen 
anderen  Punkt  derselben. 

In  der  ersten  Abhandlung  wird  durch  den  so  bestimmte^i 
Kegelschnitt  ein  Cylinder,  ein  Rotations-Kegel  oder  Hyperboloi^l 
und  durch  den  Kreis  diejenige  Kugel  gelegt,  deren  Mittelpuol^* 
in  der  Cylinder-  resp.  Eotationsaxe  liegt,  so  dass  die  beid^^^ 
Oberflächen  sich  in  zwei  Kreisen  schneiden,  deren  Ebenen  ^'^ 
der  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehen,  deren  hoÄ"i- 
zontale  Projectionen  also  gerade  Linien  sind;  die  Schnittpnafe*® 
derselben  mit  der  Projectionsaxe  sind  die  verticalen  Projection  ^"^ 
der  gesuchten  Schnittpunkte,  welche,  da  der  Kreis  gegeben  i^*» 
dadurch  gefunden  sind. 

Die  Construction  der  Schnittpunkte  einer  Ellipse  mit  ein^*"^ 
anderen  Kegelschnitt  wird  dadurch,  dass  beide  auf  eine  and^^ 
Ebene  so  projicirt  werden,  dass  die  Projection  der  Ellipse  &^° 
Kreis  ist,  auf  diese  erste  Aufgabe  zurückgeführt.  Die  Schni**" 
punkte  von  Hyperbeln  und  Parabeln  unter  einander  werden  ^^ 
funden,  indem  durch  dieselben  zwei  concentrische  Kegel  gel^^ 
werden,  von  denen  der  eine  ein  Rotationskegel  ist,  und  die  d^  ^' 
selben  gemeinsamen  Kanten,  sowie  die  Schnittpunkte  dieser  ip>^'^ 
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der  Zeichnungsebene  construirt  werden.  In  einigen  Fällen  ergiebt 
sich  eine  einfachere  Construction ,  wenn  einer  der  beiden  Kegel 
oier  beide  durch  Rotations -Hyperboloide  ersetzt  werden,  so  dass 
die   Schnittcurve  aus  zwei  parallelen  Kreisen  besteht. 

Schz. 

Rr.  Staüdigl.  Construktion  eines  Kegelschnittes,  wenn 
derselbe  durch  imaginäre  Punkte  und  Tangenten  be- 
stimmt wird.      Wien.  Ber.  LXI.  607-620.  1870. 

Die  Doppelpunkte  zweier  aufeinanderliegender  und  gleich- 
laufender projectivischer  Punktreihen  bilden  sowohl  mit  den 
Punkten  g,  h,  als  auch  mit  den  entsprechenden  g^,  h^  (nach  der 
Steiner'schen  Bezeichnung,  Steiner  Entw.  d.  Abb.  geom.  Gest. 
§  15,  Schroeter,  Theorie  der  Kegelschn.  p.  31)  vier  harmonische 
Punkte.  Die  Punktpaare  g,  h  und  g^ ,  A,  bestimmen  demnach 
ein  Punktsystem,  welches  dieselben  beiden  Doppelpunkte  hat 
oder  repräsentirt,  als  die  gegebenen  beiden  aufeinanderliegenden 
Punktreihen.  Die  Darstellung  zweier  imaginärer  Punkte  durch 
zwei  aufeinanderliegende  gleichlaufende  Punktreihen  kann  daher 
immer  ersetzt  werden  durch  ein  Punktsystem.  Hiervon  wird  in 
^en  folgenden  Constructionen  Gebrauch  gemacht,  wenn  es  gilt 
^ie  Doppelelemente  eines  Punktsystems  zu  construiren,  welches 
^^rch  zwei  Punktepaare  bestimmt  ist,  von  denen  eines  oder  beide 
imaginär  werden  können  und  dann  durch  je  zwei  gleichlaufende 
^njectivische  Punktreihen  vertreten  sind.  Ersetzt  man  nämlich 
^ie  letzteren  in  der  angegebenen  Weise  durch  ein  Punktsystem, 
^ol)ei  man,  wenn  das  eine  Punktpaar  reell  ist,  auch  dieses  als 
^ie  Doppelpunkte  eines  Punktsystems  zu  betrachten  hat,  so  hat 
^an  nur  die  den  beiden  Punktsystemen  gemeinsamen  entsprechen- 
den Elemente  zu  construiren.  Dadurch  gelingt  es  dem  Herrn  Ver- 
fasser die  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  v.  Schroeter  (p.  237 
^18  239)  mitgetheilte  Lösung  der  Aufgaben:  „Einen  Kegelschnitt 
zu  construiren,  wenn  derselbe  durch  vier  Punkte  und  eine  Tan- 
S^nte,  oder  durch  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten  bestimmt  ist" 
ftuch  auf  die  Fälle  auszudehnen,  in  welchen  zwei  oder  vier  der 
8|®Sebenen  Elemente  imaginär  sind.  Diese  Constructionen  zeichnen 
*'ch  durch  grössere  Einfachheit  vor  den  von  Chasles  (Traiti  des 
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sections  coniques  pag.  47,  226,  236)  angegebenen  LSsongen  der- 
selben Aufgaben  aus.  Schz. 

F.  Grelle.  Ueber  ein  geometrisches  Kennzeichen  den 
Art  der  durch  5  gegebene  Tangenten,  durch  5  ge- 
gebene   Punkte    u.   s.   w.    bestimmten    Kegelschnitte- 

Schlomilch  Z.  XIV.  388-392.  1869.  )  Mz. 

J.  WoLSTENHOLME.  On  certaiu  properties  of  confocs 
conics,    and  theorems  derived  therefrom.     Quart  J.  S 

285-288.  1869. 

Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  System  co 
focaler  Kegelschnitte  umhüllen,  wie  bekannt,  eine  feste  Parab^ 
Der  Verfasser  beweist  zunächst,  dass  die  entsprechenden  Nc^ 
malen  dieselbe  Parabel  umhüllen.  Er  stellt  darauf  einige  Sät;.: 
über  confocale  Kegelschnitte  auf,  die,  durch  Projection  und  A: 
Dualitätsprincip  verallgemeinert,  folgendermassen  lauten: 

1)  Sind  von  einem  festen  Punkte  0  Tangenten  OP.OQ  « 
irgend  einen  der  demselben  Viereck  eingeschriebenen  Keg-e 
schnitte  gelegt,  so  umhüllt  die  Gerade  PQ  einen  Kegelschoit 
der  die  Diagonalen  des  Vierecks  berührt;  wird  von  P  die  zweit* 
Tangente  an  diese  Enveloppe  gezogen,  so  theilen  diese  Tangesf^ 
und  OP  jede  der  Diagonalen  harmonisch. 

2)  Ist  AA'  eine  der  Diagonalen  des  Vierecks,  so  geht  der 
durch  OPQAA'  bestimmte  Kegelschnitt  immer  durch  einen  vier- 
ten festen  Punkt  0'  so,  dass  sowohl  A'O^A'O'  als  auch  AO,  Äff 
die  beiden  anderen  Diagonalen  harmonisch  schneiden. 

3)  Wenn  eine  feste  Gerade  0  irgend  einen  der  einem 
Viereck  ABCD  umschriebenen  Kegelschnitte  in  zwei  Punkten 
PQ  schneidet,  so  trefifen  sich  die  Tangenten  in  diesen  Ponkteo 
auf  einem  festen  Kegelschnitt,  der  durch  die  Schnittpunkte  EFG 
der  Seiten  DC,  AD]  CA,  BD  und  AB,  CD  geht;  ferner, 
wenn  die  Tangente  an  P  den  Kegelschnitt  wieder  in  P'  trifft 
so  sind  die  Büschel  E^APFB^  F(ßPP'C),  G(CPP'A)  harmonisch. 

4)  Der  Kegelschnitt,  welcher  die  feste  Gerade  0,  zwei  Seitei 
BC,  AD  des  Vierecks  und  die  Tangenten  in  P,  Q  berührt,  hat 
eine  vierte  feste  Tangente,  welche  mit  0  zusammen  BC^  AD  bar- 
monisch  theilt 
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Zum  Schloss  werden  diese  Sätze  für  confocale  Parabeln  be- 
sooders  ausgesprochen.  He. 

Ai^^ONYMüS.     The  nine-poiut's   conic  of  any  tetrastigm. 

llessenger  V.  1-2.  1869. 

Die  Mittelpunkte  der  4  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks 
(Tetrastigm,  wdches  durch  4  Punkte  bestimmt  ist,)  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt,  welcher  zugleich  die  Durchschnitte  gegen- 
überliegender Seiten  enthält. 

Dieser  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse,  wenn  einer  der  4  gege- 
benen Punkte  innerhalb  des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks 
liegt,  anderweitig  eine  Hyperbel.  Es  wird  eine  Parabel,  wenn 
ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt.  Sind  endlich  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  rechtwinklig  zu  einander,  so  erhält  man  den 
^euerbach'schen  Kreis  für  ein  Dreieck,  dessen  Höhepunkt  die 
^erte  Ecke  des  Vierecks  bildet.  He. 

E-  PoLiE.     Note  sur  quelques  thdorfemes  de  g^om^trie  su- 

p^rieure.      Bull,  de  Belg.  (2).  XXVIII.  87-102.  1869. 

Die  Arbeit  enthält  Verallgemeinerungen   zweier  Sätze,    die 

Herr  Chasles  in  seinem:  „Traitö  des  sections  coniques"  p.  16  und 

^4  gegeben  und  dort  als  Satz  des  Pappus  und  Zusatz  zu  demselben 

t^ezei^net  hat.     Die   Verallgemeinerungen   lauten:     1)   „Wenn 

eiÄ   vollständiges  Vjerseit  in  einen  Kegelschnitt   eingeschrieben 

^ty   80  stehen  die  Producte  der  Entfernungen  eines  Punktes  der 

Curve  von  jedem  Paar  entgegengesetzter  Seiten  und  den  beiden 

diagonalen  in  einem  constanten  Verhältniss."     2)    „Wenn  ein 

^cillständiges   Vierseit   einem   Kegelschnitt   umschrieben    ist,  so 

Stelen  die  Producte  aus  den  Entfernungen  einer  Tangente  von 

zwei  entgegengesetzten  (d.  h.  nicht  auf  einer  Seite  liegenden) 

ßcten  untereinander  in  constantem  Verhältniss."     Der  Beweis 

dieser  Sätze  beruht  auf  zwei  speciellen  Sätzen  von  H.  Chasles 

^  Beziehung  auf  die  Produkte  der  Entfernungen  eines  Curven- 

P^nktes   von   den   Schenkeln    eines    eingeschriebenen   Winkels, 

^^^  in  Beziehung-  auf  die  Produkte  der  Entfernungen  einer  Tan- 

^^nte  bezüglich  eines  umschriebenen  Winkels.   Die  obigen  Sätze 

^er<Jen  zum  Schluss  auch  auf  n-Ecke  ausgedehnt.  0. 
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).  ToGNOLi.  Teoremi  di  Chasles  sopra  la  pröprieät  d 
sistemi  di  coniche  {f^yv)  che  servono  di  base  al 
determinazione  del  numero  di  queste  cnrve,  che  so 
disfaniio  a  cinque  coiidizioiu  qualunque.  Pisa.  Valenti.  18 

Vollständige  Beweise  der  Sätze,  die  Herr  Chaales  der  Parif 
Akademie  der  Wissenschaften  (G.  R.  LYIII;  LIX)  mitgetheilt,  at 
grösstentheils  ohne  Beweis  ausgesprochen  hat.  Jg.  (0.) 

C.  Montag.   Ueber  ein  durch  die  Sätze  von  Brianchon  u: 
Pascal  vernütteltes  geometrisches    Beziehungssyste 

Breslau,  Impfer.  1870- 

A.  DE  Morgan.     On  the  conic  octagram.    Proc.  of  L.  M. 

II    2629.    1869. 

Von  dem  Satz:    „Wenn  von  den  n*  Schnittpunkten  zwe 
Curven  w'"  Ordnung  w  .  p  — i(/)  — l)(p— 2)  in  einer  Curve  d 
p**»  Ordnung  liegen  (p<fOi  so  liegen  auf  derselben  noch  weite 
^(p  — l)(p  — 2)  Schnittpunkte  (welche  der  Hr.  Verf.  adjunc 
Punkte  nennt),  und  die  übrigen  fi(w  — p)  liegen  auf  einer  Cur 
der  («— p)'«"  Ordnung"  werden  die  speciellen  Fälle,  wenn  p- 
oder  w  — 2  ist  und  die  Curven  m*^'  Ordnung  aus  je  n  Gera 
bestehen ,  besprochen.     Wie  hieraus  für  n  =  3  das  PascaV 
Sechseck  hervorgeht,  so  kann  jedes  beliebige  einem  Kegelsr 
eingeschriebene  2n- eck  erhalten  werden,  und  zwar  auf  zwei 
Weise,  je  nachdem  man  die  Curve  (n— 2)*"  Ordnung  oder 
Kegelschnitt   bestimmende  Punkte   als   gegeben    annimm 
letzterem  Falle  kommt  es  darauf  an,  die  anderen  2n— 5 
zu  construireU;  so  dass  die  übrigen  Schnittpunkte  auf  einer 
den  Curve  (n— 2)'*^'  Ordnung  liegen.   Ist  n<5,  so  giebt 
adjuncte  Punkte,  und  dann  ist  die  zweite  Constructiou  ge 
Umkehrung  der  ersteren.   Es  werden  beide  Constructior 
geben  für  » =  3  und  n  =  4,  die  erstere  auch  für  « =  5. 
curve  («— 2)**^'  Ordnung  werden  n— 2  Gerade  gewählt. 

J.   P.  Taylor.     Geometrical  proof  of  M,  Fa 
some  kindred  theorems.     Quart.  J.  X.  129-132.  1 
Geometrischer  Beweis  folgender  Sätze: 
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Jat  ein  Kreis  S  einem  Dreieck  eingeschrieben,  das  einem 

reise  S^  selbst  conjugirt  ist,  so  kann  ein  Dreieck  in  den  Kreis 

eiDgescbrieben  werden,  das  dem  Kreise  S  selbst  conjugirt  ist. 

Durch  Projection  erhält  man  denselben  Satz  Air  einen  be- 
3bigen  Kegelschnitt. 

Das  Quadrat  der  Tangente,  die  vom  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
jhnitts  an  einen  Kreis  gezogen  wird,  der  ein  dem  Kegelschnitt 
slbst-conjugirtes  Dreieck  umschreibt,  ist  constant  und  gleich  der 
^uadratsumme  der  Halbaxen  des  Kegelschnitts.  Dies  wird  dann 
Ir  die  gleichseitige  Hyperbel  und  flir  die  Tarabel  specialisirt. 

Ferner:  Ist  eine  Kugel  einem  Tetraeder  umschrieben,  das 
iner  Fläche  zweiten  Grades  selbst  conjugirt  ist,  so  ist  das  Quadrat 
1er  Tangente  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  an  die  Kugel  gleich 
1er  Quadratsumme  der  Halbaxen  der  Fläche.  Mz. 

^*  Knitterscheid.    P^iu  neues  Supplement  zum  Problem 

des   ApoUonius    IL      Pr.  P:apen,  1869. 

Der  Verfasser  hatte  in  einer  früheren  Arbeit,  die  auf  der 
"Verbindung  des  Chordalpunktes  der  drei  gegebenen  Kreise  mit 
'ön  12  Polen  der  4  Aehnlichkeitsaxen  beruhende  Lösung  des 
^polloniu8*schen  Tactionsproblems  in  der  Ebene  auf  Kegelschnitte 
^  den  Fall  ausgedehnt,  dass  alle  Kegelschnitte,  sowohl  die  ge- 
öbenen  wie  die  gesuchten,  einen  und  denselben  festen  Punkt 
's  einen  ihrer  Brennpunkte  besitzen.  Diese  Ausdehnung  ist  er- 
Öglicht  durch  den  Satz,  dass  in  Bezug  auf  einen  festen  Fun- 
^öientalkreis  die  Polarcurve  jedes  Kreises  der  Ebene  ein  Kegel- 
'huitt  ist,  dessen  einer  Brennpunkt  in  den  Mittelpunkt  des  Fun- 
^loentalkreises  fällt,  dass  in  Bezug  auf  diesen  der  Pol  der 
hordale  zweier  Kreise  der  Schnittpunkt  zweier  gewisser  gemein- 
^Uier  Tangenten  ihrer  Polarkegelschnitte  ist,  dass  zwei  sich  be- 
ehrende Kreise  zwei  sich  berührende  Polarkegelschnitte  haben  etc. 

Diese  zweite  Arbeit  überträgt  in  ganz  entsprechender  Weise 
ie  analoge  Coustruction  der  16  Berührungskugcln  an  vier  ge- 
^benen  Kugeln  auf  Kotationsflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
inen  festen  Punkt  zum  gemeinsamen  Brennpunkt  haben,  und 
ÖBt  die  15  Aulgaben,  eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  zu 
onstruiren,  welche  einen  Punkt  F  zu  einem  ihrer  Brennpunkte 
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hat,  f  gegebene  Rotationsflächen  mit  dem  gemeinsamen  Brenik.- 
punkte  F  berührt,  e  gegebene  Ebenen  zu  Tangentialebenen  nn^ 
p  gegebene  Punkte  zu  Fläehenpunkten  hat,  wo  f-\-e-\-p  =  4  ia^ 
Die  durch  Specialitäten  der  Lage  bedingten  Modificationen  werdet; 
eingehend  und  erschöpfend  discutirt.  Seht. 

W.  K.  Clifford.     Sjrnthetic  proof  of  Miquers  theorem. 

Messenger  V.  124-141. 1870. 

MiqueVs  Satz  lautet:  „Wenn  5  gerade  Linien  und  5  Parabeln 
so  gezogen  sind,  dass  jede  immer  4  berührt,  so  liegen  die  Brenn- 
punkte der  Parabeln  auf  einem  Kreise." 

Die  Arbeit  ist  in  4  Abschnitte  getheilt:  L  Ueber  die  Formen 
gewisser  Curven.  Ein  Complex  von  Punkten  der  sechsten  Ord- 
nung ist  mit  einem  Complex  von  Linien  der  dritten  Glasse  durch 
die  Bedingung  verbunden,  dass  sie  resp.  Punkte  oder  Tangenten 
einer  gewissen  Curve  sind.  Es  werden  die  Modifikationen  der 
beiden  Complexe  als  Folgen  der  Veränderungen  der  Curve  be- 
trachtet. IL  Der  Focus  der  Doppel  -  Parabel.  Die  Doppelparabel 
wird  als  eine  Curve  3*^'  Classe  definirt,  die  eine  Linie  im  Un- 
endlichen als  Doppeltangente  hat.  Gefunden  wird  eine  geome- 
trische Eigenschaft  des  Focus,  die  als  Mittel  zur  Construction 
der  Curve  dient.  IIL  Der  Ort  der  Foci  aller  Doppelparabelo, 
welche  5  feste  Linien  berühren.    IV.   Entwickelungen. 

Glr.  (0.) 

Eduard   Weyr.      Ueber  ähnliche   Kegelschnitte.     Wiea- 

Ber.  LXII.  261-270.  1870. 

Der  Verfasser  erwähnt  zuerst  einige  Lehrsätze  von  ähnliche^ 
Kegelschnitten,  —  und  zwar  solche,  die  sich  auf  projectivisch^ 
Eigenschaften  stützen,  —  und  giebt  dann  einen  Beweis  des  Lehr^ 
satzes,  der  sich  in  Steiner's:    Systematische  Entwickelung  de^ 
Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  etc.  pag.  305  No.  39  vor^ 
findet.    Die  in  diesem  Lehrsatze  besprochene  Curve  4'®"  Grade»^ 
wird  construirt.  Ifa. 

St.   Smith.      On    the  focal   properties    of  homographi^ 

figures.      Proc.  of  the  L.  M.  S.  II.  196-248.  1869. 

Sl  und  (ü  seien  zwei  col  lineare  ebene  Systeme  in  perspeet^ 
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ischer  Lage,  und  es  werde  mit  ß,  a)^  die  Schnittlinie  derselben, 
lit  iS  das  Centrum  der  Perspective,  und  mit  OY  und  ohj  die 
er  unendlich  entfernten  Geraden  entsprechenden,  der  Voraus- 
3tzang  nach  stets  endlichen  Geraden  bezeichnet.  Die  von  S 
iif  die  Halbirungsebenen  der  Winkel  zwischen  ii  und  w  gefällten 
othe  treffen  Si  in  F^  und  F,,  a>  in  den  resp.  entsprechenden 
unkten  /*,  und  /*,.  Diese  Punkte,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
ass  je  zwei  entsprechende  Winkel  in  ihnen  gleich  sind,  werden 
ie  Brennpunkte  (foci)  der  beiden  Systeme  genannt.  Die  ent- 
prechenden  Drehrichtungen  des  einen  Paares  sind,  von  S  aus 
gesehen,  gleich  und  diese  heissen  ähnliche  Brennpunkte,  die  des 
iBderen  Paares  sind  entgegengesetzt  und  diese  heissen  unähnliche 
Brennpunkte.  Die  entsprechenden  Geraden  F^F^  und  fj^  heissen 
Ue  Focal-Axen;  die  endlichen  Strecken  F,F,  und  fj^  derselben 
werden  resp.  durch  die  Geraden  OY  und  o^y  halbirt  in  den 
^Qokten  0  und  o',  welche  die  Centra  der  beiden  Systeme  ge- 
Äunt  werden  und  resp.  den  unendlich  entfernten  Punkten  der 
oeal-Axen  in  den  Ebenen  a>  und  Si  entsprechen. 

Die  halbe  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  in  jeder 
l>ene  wird  der  Parameter  dieser  Ebene  genannt  und  resp.  mit 
Und  c  bezeichnet.  Diejenige  Ebene  durch  S,  welche  der  Ebene 
*•  Geraden  OY  und  o*y  parallel  ist,  schneidet  die  Systeme  in 
^ei  entsprechenden  Geraden  Si^  und  w, ,  welche  eben  so  wie 
ö  in  der  Schnittlinie  vereinigten  Geraden  Si^  und  a>,  senkrecht 
^hen  auf  den  Focalaxen  und  die  Eigenschaft  haben,  dass  je 
^ei  entsprechende  Strecken  in  ihnen  einander  gleich  sind;  sie 
'issen  die  Aequisegmentalaxen  oder  die  Cyclischen  Linien. 
it  Rücksicht  auf  den  entsprechenden  Richtungssinn  heissen  das 
iae  Paar  die  ähnlichen,  das  andere  die  unähnlichen  Axen. 
ieselben  liegen  symmetrisch  in  Bezug  auf  das  Centrum  ihrer 
k>ene  und  so,  dass  die  halbe  Entfernung  derselben  gleich  dem 
EU^meter  der  anderen  Ebene  ist. 

Nachdem  so  aus  der  perspectivischen  Lage  die  ausgezeichneten 
'ömente  und  ihre  relative  Lage  in  jeder  Ebene  gefunden,  wer- 
'ö  dieselben  bei  allgemeiner  Lage  der  homographischen  Systeme 
Stimmt  und  construirt.  Sind  P^,P.,j  q,,  q^  die  imaginären  un- 
ilich entfernten  Kreispunkte  der  Ebenen  Si  und  co,  und  p^,p^  , 

^oruchr.  d.  Math.  U.  2,  27 
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Q^ ,  Ot  ihre  resp.  in  o)  und  Si  entsprechenden  Punkte,  so  sind 
Y,  F, ,  F,  und  y,  f^ ,  f^  die  drei  reellen  und  sich  entsprechenden 
Diagonalpunkte  der  beiden  imaginären  Vierecke  P^P^Q^Q^  und 
PiPi9i9t  ^^d  darnach  leicht  zu  construiren.  Wenn  man  nun  noch 
bestimmt,  welches  die  entsprechenden  Brennpunkte  und  die  ent- 
sprechenden Drehrichtungen  um  dieselben  sind,  so  ist  es  leicht, 
schnell  zu  jedem  Punkt  den  entsprechenden  zu  construiren,  in 
eindeutiger  Weise,  da  die  entsprechenden  Richtungen  entsprechen- 
der durch  die  Brennpunkte  gehender  Geraden  mit  den  Focal- 
axen  immer  gleiche  Winkel  bilden.  Zwei  collineare  ebene 
Systeme  können  auf  vier  verschiedene  Arten  homolog  aufein- 
ander gelegt  werden,  da  jedes  Paar  der  Äequisegmentalaxen 
als  Axe  der  Homologie  und  jedes  Paar  der  Brennpunkte  ab 
Gentrum  der  Homologie  gewählt  werden  kann.  Die  Gleichheit 
der  Parameter  zweier  homographischer  Figuren  ist  die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  dieselben  einer 
symmetrischen  Lage  fähig  sind. 

Sind  Ä, ,  Ä, ,  r, ,  r,  die  Radienvectoren  entsprechender  Punkte 
A,  a  resp.  von  den  Brennpunkten  F, ,  F,,  ^, ,  /*,,  so  ist: 


(ß.  ±Ä.)(r.  +r,)  =  F,  F,  .fj,  =  4Cfc. 

Die  Kreise  des  Systems ,  von  welchem  F, ,  F,  die  Greni- 
punkte  und  OY  die  Radicalaxe  (Potenzlinie)  ist,  werden  durch 
die  collineare  Beziehung  in  Kreise  desjenigen  Systems  tran»- 
formirt,  von  welchem  f^ ,  f^  die  Grenzpunkte  und  o'y  die  Radical- 
axe sind;  sie  heissen  die  Focalkreise  der  beiden  Ebenen;  die 
Radien  entsprechender  Kreise  verhalten  sich  wie  die  Parameter. 

Die  inneren  und  äusseren  Halbirungslinien  der  Winkel  F,il''i 
und  f^af^  sind  die  Axen  der  entsprechenden  Strahlbflschel  i^ 
A  und  a,  welche  die  entsprechenden  rechten  Winkel  einschliesaen) 
und  zwar  entspricht  die  äussere  Halbirungslinie  in  A  der  innereo 
in  a  und  umgekehrt.  Die  Bestimmung  der  Involutionen  der  ent- 
sprechenden gleichen  und  derjenigen  der  entsprechenden  sappl^' 
meutärcn  Winkel  in  entsprechenden  Strahlbüscheln,  femer  di« 
Bestimmung  der  Involutionen  gleicher  und  gleichgeriohteter,  flowi« 
derjenigen  gleicher  und  entgegengesetzt  gerichteter  entsprechen- 
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r  Streoken  vereinfacht  sich  durch   Benutzung   dpr   Foci    und 
»qusegmental-Äxen. 
Alle  confocalen  Kegelschnitte  in  iß  mit  den  Brennpunkten 
und  F,  werden  transformirt  in  confocale  Kegelschnitte  in  to 
t  den  Brennpunkten  f^  und  f^ ,  und  zwar  die  Ellipsen  in  Hy- 
rbeln  und  die  Hyperbeln  in  Ellipsen.    Krttmmungsmittelpunkt 
d  Evolute  entsprechender  confocaier  Kegelschnitte  entsprechen 
umder. 
Diejenige  unendlich  kleine  Ellipse  in  irgend   einem  Punkt 
welche  das  Bild  eines  unendlich  kleinen  Kreises  um  den  ent- 
rechenden Punkt  a  als  Gentrum  ist,  wird  die  Indicatrix  des 
mktes  A  genannt;  sie  ist  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit  der- 
idgen  Ellipse,  deren  Hauptaxen  die  Normalen  in  A  der  in  diesem 
lakt  sich  schneidenden  confocalen  Kegelschnitte  und  resp.  gleich 
m  grösseren  Axen  derselben  sind. 

Analytisch  kann  die  homographische  Beziehung  dargestellt 
Brden  sowohl  in  Gartesischen  Goordinaten,  bezogen  in  jeder 
)ene  auf  die  Focalaxen  und  die  der  unendlich  entfernten 
9raden  der  anderen  Ebene  entsprechende  Gerade  als  X-  resp. 
•Axe  durch  die  sogenannten  Ganonischen  Gleichungen: 

Xx  =  Cc  ,         Xx  =  Cc 

^        oder      ^ 
Yx  =r  Cy  Xy  =  cF, 

8  auch  in  elliptischen  Goordinaten  durch: 

m  wir  durch  ^,  =  i(Ä,+Ä,),  ^»  =  i(Ä,-Ä,),  *,  =  l(^-n)i 
^Kr^-fi)  diö  grösseren  Halbaxen  der  confocalen  Kegel- 
imitte  durch  A  und  a  bezeichnen. 

Die  Halbaxen  M^.i  und  M^,i  der  Indicatrix  in  A  werden 
^gegeben  gleich: 

X  X 

>bei  f  den  Radius  des  unendlich  kleinen  Kreises  um  a  be- 
lehnet.   Demnach  verhalten  sich  die  entsprechenden  Flächen- 

'Hnente  in  A  und  a  wie  X^\\  i,  oder  A^  A^ix^  oder  C^X*:cia?*. 

27* 
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Die  KrUpimung  aller  Curven,  welche  einander  in  einem  g< 
gebenen  Punkte  berühren,  wird  durch  die  homographische  Tram 
forniation  in  demselben  Verhältniss  geändert. 

Ist  demnach  DA  irgend  ein  Halbmesser  der  Indicatrix  in  A 
so  wird  der  Krümmungsradius  einer  Curve,  welche  diesen  Halb- 
messer in  A  berührt,  in  dem  Verhältniss  von  D^:M^,M^  geändert 
werden.  Es  werden  darauf  in  elliptischen  Coordinaten  die  Dif- 
ferentialgleichungen für  Curven  aufgestellt,  für  welche  der  Krüm- 
mungsradius in  jedem  Punkt  zu  demjenigen  des  entsprechenden 
Punktes  in  demselben  Verhältniss  steht,  ferner  Curven  von  con- 
stanter  Elongatiou,  deren  unendlich  kleine  Bogenelemente  zu 
ihren  entsprechenden  in  constantem  Verhältniss  stehen,  und  fllr 
Curven  von  gleicher  Tangential -Deflexion,  d.  i.  solche  Cunren, 
bei  denen  der  von  irgend  zwei  Tangenten  gebildete  Winkel  gleich 
dem  von  den  beiden  entsprechenden  Tangenten  der  entsprechen- 
den Curve  gebildeten  Winkel  ist. 

Schliesslich  werden  die  Bedingungen  angegeben  dafttr,  dass 
entsprechende  Kegelschnitte  ähnlich  und  ähnlich  liegend  oder  nur 
ähnlich  sind,  Bedingungen,  welche  die  enge  Beziehung  solcher  Kegel- 
schnitte zu  den  Focis  und  Äequisegmentallinien  erkennen  lassen. 

Analoge  Untersuchungen  werden  nun  durchgeführt  bei  zwei  pro- 
jectivischcn  Strahlenbündeln  Sund  s  (Punkt-Figuren  genannt).  Pund 
q  seien  die  beiden  unendlich  kleinen  Kugeln  um  S  und  s  (die  ima- 
ginären Kegel),  welche  sich  nicht  entsprechen  sollen;  dann  seien Ö 
und  p  die  imaginären  Kegel,  welche  diesen  entsprechen.  Es  gicW 
in  jedem  Bündel  ein  und  nur  ein  System  von  drei  aufeinander  senk- 
recht stehenden  Geraden,  deren  entsprechende  ebenfalls  rechte 
Winkel  bilden  X,  F,  Z,  x,  y,  z;  dies  sind  die  Hauptaxen  der  Kegel 
0  und  p  und  werden  die  Hauptaxen  der  beiden  Bündel  ge- 
nannt. Da  die  vier  imaginären  Schnittlinien  von  P  und  Q  vsA 
die  vier  imaginären  gemeinsamen  Tangentialebenen  dieser  beiden 
Kegel  den  vier  Schnittlinien  und  den  vier  gemeinsamen  TaD- 
gentialebenen  von  p  und  q  entsprechen,  so  entsprechen  die  beiden 
reellen  Cyclischen-  oder  Kreis-Ebenen  C,  und  C,  und  die  beiden 
reellen  Focallinien  F, ,  F,   von  Q  resp.  den  Kreisebenen  Cj^  <^i 

• 

und  den  Focallinien  f^ ,  /*,  von  p.     Ist  Y  resp.  y  die  Axe,  ^^ 
welcher  die  Kreisebenen  sich  schneiden,  so  ist  XZ  resp.  a»  ** 
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B  der  Focallinien.  Sind  C  und  c  die  spitzen  Winkel  F^SX 
\sx,  dann  ist  der  spitze  Winkel,  gebildet  von  YX  resp.  yx, 
ßder  der  Kreisebenen  von  Q  und  p  das  Complement  von 
c  und  C.  Dies  giebt  Veranlassung  zu  reciproken  Bezie- 
m  zwischen  den  beiden  Bündeln. 

)ie  Winkel,  gebildet  von  irgend  zwei  Ebenen,  die  sieb  in 
t'ocallinie  von  S  schneiden,  sind  gleich  den  Winkeln  zwischen 
ntsprechenden  Ebenen,  die  sich  in  einer  Focallinie  von  s 
iden;  und  ebenso  bilden  irgend  zwei  Strahlen  einer  Kreis- 

von  S  und  die  entsprechenden  Strahlen  der  Kreisebene 

gleiche  Winkel.  Um  S  sowohl  als  um  s  denke  man  sich 
n  beschrieben  mit  dem  Radius  eins;  ist  nun  A  irgend  ein 
t  auf  der  Kugeloberfläche  von  S,  so  wird  von  den  zwei 
:en,  in  welchen  der  dem  Strahl  SA  entsprechende  Strahl 
Lugel  um  s  trifft;,  derjenige  a  als  der  dem  A  entsprechende 
isetzt,  für  welchen  die  entsprechenden  Drehrichtungen  um  A 

von  den  Centren  der  Kugeln  aus  ähnlich  erscheinen.  Sind 
acyz  in  solcher  Weise  eindeutig  sich  entsprechende  Octanten, 
id  die  entsprechenden  Drehrichtungen  um  die  in  ihnen  be- 
3hen  Foci  ähnlich,  und  auch  auf  den  entsprechenden  Cycli- 

Bögen  sind  dadurch  die  entsprechenden  Kichtungen  bc- 
it,  wodurch  man  in  den  Stand  gesetzt  ist  zu  jedem  Punkt 
frössten  Kreis  der  einen  Kugel  den  entsprechenden  Punkt 
i;rö8sten  Kreis  der  anderen  eindeutig  zu  construircn. 
^j%  werden  darauf  die  Gleichungen  der  Uomographie  in 
ischen  Coordinaten  aufgestellt  und  in  Bezug  auf  die  ent- 
lenden  confocalen  und  coucy  clischen  sphärischen  Kegel  schnitte, 
iie  gleichen  entsprechenden  Bögen  und  Winkel,  in  Bezug 
ie  Indicatrix  auf  der  Kugel,  auf  die  Curven  von  gleicher 

ential-Deflexion  und  constanter  Elongation,  auf  die  Kreise, 

• 

Mittelpunkt  ein  Brennpunkt  ist,  und  die  entsprechenden 
e  metrische  Belationen  aufgestellt.  Zuletzt  wird  noch  die 
Jiiction  der  Focallinien  bei  perspectivischer  Lage  der  Bündel 
;eben. 

Im  dritten  Theile  werden  zwei  collineare  Räume  S,  s  unter- 
.  Wir  können  auch  hier  aus  der  Fülle  des  Materials  nur 
es  herausheben.    Sind  Si  und  a  ihre  unendlich  entfernten 
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imaginären  Kreise,  welche  sich  nicht  entsprechen  sollen, 
die  ihnen  entsprechenden  imaginären  Kegelschnitte,  von  we 
angenommen  wird,  dass  keiner  ein  Kreis  sei,  so  sind  S  v 
ähnlich.    Sind  0,  o*  ihre  Mittelpunkte,  K,  tf  ihre  Ebenen, 
x\  y'  die  unendlich  entfernten    Punkte  ihrer   Hauptaxen, 
die   unendlich   entfernten  Punkte   senkrecht  auf  V  und  \ 
werden  OX,  OY,  OZ,  o'ac^,  &y\  oV  die   Hauptaxen   der  b 
Bäume,  die  allein  sich  entsprechenden  Axen  OZ   und  o' 
und  z\  Z  und  o'  sind  entsprechende  Punkte)    die   Focal- 
genannt. 

Die  entsprechenden  Drehrichtungen  um  entsprechende  G 
sind  entweder  sämmtlieh  ähnlich  oder  sämmtlich  unähnlicl 
und  w  bestimmen  zwei  Systeme  entsprechender  confocaler 
flächen  zweiter  Ordnung,  fttr  welche  sie  die  imaginären  I 
Kegelschnitte  sind.  Die  Brennpunkte  der  reellen  Focal-B 
schnitte  in  den  Hauptebenen  YI,  und  XZ,  resp.  y  V,  a/»'  sin 
homographischen  Foci  dieser  Ebenen  (sämmtlich  in  der  Z- 
Den  EUipsoiden  entsprechen  zweischalige  Hyperboloide  um 
einschaligen  Hyperboloiden  wieder  einschalige  Hyperbo 
Die  Focallinien  entsprechender  Strahlenbündel  P  und  p  sin 
Generatricen  der  durch  P  und  p  gehenden  einschaligen  B 
boloide;  daraus  folgt:  Irgend  zwei  entsprechende  Genera 
zweier  Hyperboloide  der  beiden  confocalen  Systeme  sini 
Axen  von  Ebenenbüscheln,  deren  entsprechende  Winkel  | 
sind.  So  ist  es  leicht,  wenn  ein  Paar  entsprechender  F 
und  drei  Paar  entsprechender  Generatricen  der  beiden  B 
gegeben  sind,  zu  jedem  beliebigen  Punkt  den  entsprechend 
construiren.  Die  Cyclischen  Ebenen  der  Strahlenbttndel  in  J 
halten  zugleich  die  Kreisschnitte  der  Indicatrix  in  P.  Die 
axen  der  letzteren  werden  angegeben;  femer  auch  die  I 
gung/  dass  die  beiden  Bäume  in  symmetrische  Lage  gel 
werden  können.  Schliesslich  folgt  noch  eine  historische  Ä: 
kung,  in  welcher  unter  Anderem  die  Auffassungen  einiger  1/ 
matiker  erörtert  werden,  welche  zu  Besultaten  gelangt  sin< 
von  den  hier  entwickelten  abweichen.  Sobz 
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Eduard  Weyr.     Ueber  einen  Satz  von  Steiner.     Borchardt 

J.  LXXI.  16-17.  1870. 

Zum  grÖBsten  Theil  eine  Wiederholung  des  §  12  (Nr.  67c) 
der  Introduzione  des  Hm.  Cremona.  Zuletzt  wird  aus  dem  Lehr- 
satz 6  dieses  §  12,  welcher  von  den  Kegelschnitten  handelt,  die 
eine  Curve  dritter  Ordnung  fllnfpunktig  berühren,  der  Steiner'sche 
Satz  von  den  dieselbe  sechspunktig  berührenden  Kegelschnitten 
abgeleitet.  Schz. 

E.  Weyr.    Ueber  Punktsysteme  auf  Curven  3*®^  Ordnung. 

Schlömilch  Z.  XV.  344-360.  1870. 

Wenn  CJ  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
ist,  so  versteht  man  unter  dem  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
der  Curve  das  Doppelverhältniss  der  vier  Strahlen ,  welche  den 
Doppelpunkt  mit  jenen  4  Punkten  verbinden.   Zwei  Punktsysteme 
auf  C^  werden  demnach  projectivisch  sein,  wenn  das  Doppelver- 
hältniss von  4  Punkten  des  einen  Systems  gleich  ist  dem  Doppel- 
verhältniss der  entsprechenden  vier  Punkte  des  anderen  Systems. 
Haben  im  Besonderen  zwei  derartige  projectivische  Punktsysteme 
die  Eigenschaft,  dass  jedem  Punkt  der  Curve  immer  derselbe 
Punkt  entspricht,  mag  man  ihn  zu  dem  einen  oder  anderen  System 
rechnen,  so  bilden  beide  Punktsysteme  auf  C\  eine  quadratische 
bvolution.     Als  Grundlage   für  die  folgenden  Entwickelungen 
dienen  nun  dem  Yexf.  die  centralen  Involutionen,  die  er  dahin 
definirt:    „Schneiden  sich  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  in  einem  und  demselben  auf  der  Curve  Cl  liegenden 
Pt^nkte  0,  so  ist  die  Involution  eine  centrale  und  der  Punkt  0 
'zeigst  Centrum  der  Involution."    Eine  solche  Involution  ist  be- 
*Knamt,  sobald  ein  Paar  entsprechender  Punkte  und  das  Centrum 
^©r  Involution  bekannt  ist.   Von  diesen  Gesichtspunkten  aus  cnt- 
^ckelt  nunmehr  Herr  Weyr  mit  Leichtigkeit  eine  ganze  Keihe 
^on  Eigenschaften  der  Curven  C^,  auf  die  näher  einzugehen  an 
^^ser  Stelle  zu  weit  führen  würde.  Sehn. 

®-  Weyr.    Ueber  die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem 

Doppelpunkte.      Clebsch  Ann.  IIT.  235-237.  1870. 

In  der   vorliegenden  Arbeit  wendet  der  Verf.  die  von  ihm 
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in  Schlömilch  Zeitschrift  XV.  1870,  (siehe  p.  403)  gegebene  I 
trachtungsweise  der  Curven  CJ  auf  die  Sätze  von  den  Steini 
sehen  Polygonen  an,  deren  Herleitung  sich  für  die  vorlieget 
Curveugattung  C],  welche  ein  Doppelpunkt  auszeichnet,  a 
leicht  ergiebt.  Wenn  t  das  Theilverhältniss  ist,  in  welches  < 
Strahl  T  den  Winkel  der  beiden  Doppelpunktstangenten  Dj 

zerlegt,   also  der  Werth     .      *^ ,  so  ist   die  Bedingung  dafl 

dass  drei  Punkte  t^,  /,,  t^  — jedem  Werth  t  entspricht  ein  Fun 
der  Curve  —  in  gerader  Linie  liegen  durch  die  Relation  bestimi 
t^J^.t^  =k,  wo  k  eine  nur  von  der  Curve  C\  abhängige  Gros.« 
ist.  Um  nun  zu  einem  der  Curve  C]  eingeschriebenen  2«-E( 
zu  gelangen,  gehe  man  von  zwei  willkürlichen  CurvenpunkU 
t^  und  /,  aus.  Man  verbinde  einen  beliebigen  Punkt  x^  i 
Curve  mit  t^,  diese  Verbindungslinie  schneidet  CJ  in  einem  dritti 
Punkte  x^ ,  von  diesem  aus  ziehe  man  durch  f,  und  gelangt : 
einem  dritten  Schnittpunkt  x^ ,  diesen  verbinde  man  wieder  n 
t^  und  man  erhält  als  dritten  Schnittpunkt  den  Punkt  x^  u.  s. 
Ist  man  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  bis  zu  einem  Pud 
a;2„+i  gelangt,  so  bestehen  die  Relationen: 

t^x^  x^    =k,  t^x^  x^  =ky 

^1  ^2n-1^2n  =  K  t^X2»X2n+l  =  *• 

Aus  diesen  folgt,  dass  r^x^  =f;a:2»-n.  Ist  nun  das  Polyg 
geschlossen,  d.  h.  fällt  XQn-^-i  mit  x^  zusammen,  so  ist  f&r  t^  n: 
<,  ausreichende  und  noth wendige  Bedingung  <*j  =  *j.  Je  z^ 
Wurzeln  der  Gleichung  f*  —  q,  wo  p  eine  beliebige  Grösse  i 
bestimmen  also  zwei  Punkte  ^,  und  f,,  fllr  welche  das  Polyg 
sich  schliesst.  Diese,  die  Hauptpunkte  der  Steiner'schen  2«-Ec 
auf  der  Curve  CJ,  lassen  sich  demnach  zu  n- elementigen  Grupp 
vereinigen,  welche  eine  Involution  w^'"  Grades,  die  die  beid 
Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  zu  n- fachen  Punkten  b 
bilden.  Sehn. 

E.  Weyr.      Zur   Geometrie    der    Ciirvcn     S*®*"  Orduu» 

.Schlömilch  Z.  XV.  383-387.  1870. 

Eine  Curve  CJ  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  wi 
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bezogen  auf  die  DoppelpunktstaDgenten  als  Axen,  dargestellt  werden 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form  mxy  =  ax^-\'bx*y-{cxy^-{-dy^. 
Eine  gerade  Linie  durch  den  Doppelpunkt  y  =  tx  schneidet 
die  Curve   noch   in   einem  Punkte  p,  dessen  Coordinaten  sind 

^  =  — r-m — 7»  .   ^.a »  y  =  — r-rr-, — ,i  ,   j,»  •  Jedem  i  entspricht 

ein  Punkt  p  der  Curve  und  jedem  Punkt  p  der  Curve  ein  Werth  /. 
Die  Grösse  (  nennt  der  Verf.  den  Parameter  des  entsprechenden 
Curvenpunkts.  Bildet  man  das  Product  der  Parameter  der  3n 
Sehnittpunkte  einer  Curve  n^*"^  Ordnung  mit  CJ ,  so  ist  dies  gleich 
der  n**"  Potenz  einer  constanten  nur  von  der  Curve  dritter  Ord- 
iiung  abhängigen  Grösse.  Dieser  Satz,  dessen  Ableitung  sich 
*ehr  einfach  ergiebt,  lässt  vielfache  interessante  Anwendungen 
2U.  Als  Beispiele  mögen  einige  der  nächstliegenden  dienen, 
ß^e  willkilrliche  Gerade  schneidet  CJ  in  3  Punkten  /,,  /,,  t^  und 
^  ist  /,  /,  <3  =  k,  wo  Ä  eine  nur  von  CJ  abhängige  Grösse  ist. 
Berührt  die  Gerade  die  Curve  in  t^ ,  während  sie  sie  in  <,  schneidet, 

80  igt  t]t^=k  und  daher  t^  =  +1/ — ,  daher  giebt  es  von  /,  aus 

zwei   Taugenten,   deren   Berührungspunkte    -\-\'-r  ^^^  ""^7" 

z^  den  Doppelpunktstangenten  harmonisch  liegen.  Ist  j  ein  In- 
fi       •  ^  *  9   ^ 

D^Xionspunkt,  so  ist  p  =  x,  daher  >,  =  ^x,  j^  =  a  /x,  >,  =  a'  yx, 
wo  a  die  imaginäre  Cubikwurzel  der  Einheit  ist.  Es  giebt  dem- 
^ch  auf  Cl  drei  Inflexionspunkte  und,  dsL  j^j^j^  =  x,  so  liegen 
^^selben  auf  einer  Geraden.  Es  leuchtet  ein,  dass  die  Betrach- 
^gsweise  ein  fruchtbares  Hülfsmittel  zur  Lösung  der  meisten 
**^gen  ist,  die  sich  auf  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkt beziehen.  Sehn. 

^X>üARD  Weyr.  Ueber  die  Doppelelementc  projectivischer 
Gebilde  und  deren  Bedeutung  für  Curven  dritter  Ord- 
nung  und  Classe.     Prag.  Ber.  1869.  3-16. 

Der  Verfasser  definirt  zuerst  projectivische  Grundgebilde 
öi'ster  Stufe  (Strahlenbtischel,  etc.),  betrachtet  dann  zwei  solche 
S^eichartige  Grundgebilde  auf  demselben  Träger,  und  beweist 
einmi^  durch  Rechnung  und   hierauf  durch   geometrische  Con- 
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structioD,  dass,  wenn  man  eine  Folge  von  Elementen  so  bestimi 
dass  jedem  Elemente,  zum  ersten  Gebilde  gerechnet,  das  dar] 
folgende  im  zweiten  Gebilde  entspricht,  man  sich  immer  m« 
einem  der  beiden  Doppeleleraente  nähert.  Eine  Anwendung  hi 
von  wird  am  Schlüsse  auf  Curven  dritter  Ordnung  und  Clai 
gemacht.  Von  einem  beliebigen  Punkte  einer  solchen  Cui 
kann  man  nur  eine  Tangente  an  die  Curve  ziehen;  ferner  schnei« 
jede  Tangente  einer  solchen  Curve  diese  noch  in  einem  Punh 
welcher  der  zum  Berührungspunkte  gehörige  Tangentialpui 
heisst.  Es  wird  nun  folgender  Satz  bewiesen:  Constmirt  m 
eine  Folge  von  Punkten  einer  solchen  Curve:  a, ,  «,,  ...  i 
dass  jeder  Punkt  der  Tangentialpunkt  des  vorhergehenden  ii 
so  nähert  man  sich  immer  mehr  und  mehr  dem  Rückkebrpunk 
der  Curve;  ist  dagegen  jeder  Punkt  aus  dieser  Reihe  der  Ta 
gentialpunkt  des  nachfolgenden,  so  kommt  man  immer  mehr  zu 
Inflexionspunkte  der  Curve.  Das  reciproke  Theorem  wird  noi 
hinzugefügt.  Mz. 

H.  DuREGE.  lieber  eine  leichte  Construction  der  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  die  imaginären  Krei 
punkte  hindurchgehn.    Schlömilch  z.  xiv.  368-371.  1869. 

Die  Construction  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnui 
durch  projectivische  Beziehung  eines  Kegelschnittsbüschels  fl 
ein  Strahlbüschel  ist  umständlich  und  lässt  die  Gestalt  der  < 
zeugten  Curve  nur  wenig  erkennen.  Weit  leichter  wird  ( 
Sache ,  wenn  man  statt  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnu 
diejenigen  betrachtet,  welche  durch  die  imaginären  Kreispanl 
hindurchgehen. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Construction  solcher  Curven  drit 
Ordnung.  Er  verlegt  zunächst  zwei  Basispunkte  des  Kegelschnii 
bUschels  in  die  imaginären  Kreispunkte,  wodurch  das  Eeg 
Schnittsbüschel  in  ein  System  von  Chordalkreisen  übergeht  Da 
benutzt  er  2  von  Eckhardt  aufgestellte  Sätze,  nämlich:  1)  Zi< 
man  aus  den  Punkten  a, ,  a, ,  in  welchen  eine  der  reellen  Asympt 
parallele  Gerade  die  Curve  schneidet,  zwei  Gerade,  welche  • 
Curve  auf's  Neue  resp.  in  6^ ,  6,  und  c^ ,  c,  treffen,  so  lie£ 
die  letzteren  4  Punkte  jedesmal  auf  einem  Kreise.  —  Die 
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SsLtz  wird  aber  dahin  specialisirt,  dass  statt  der  zur  reellen 
Ajsjmptote  parallelen  Geraden  diese  Asymptote  selbst  gewählt 
w^ird,  wodurch  a^  ins  Unendliche  rückt. 

2)  Nennt  man  den  Durchschnitt  der  beiden  imaginären 
A.»ymptoten  C,  so  gilt  Folgendes :  Die  Punkte  c^ ,  c,  in  welchen 
eine  durch  den  Asymptotendurchschnitt  A  (der  für  a,  steht,  wäh- 
rend a^  im  Unendlichen)  gehende  Gerade  die  Curve  schneideti 
liegen  stets  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  C  ist. 

Die  Construction  ist  nun  diese:  Man  nimmt  6, ,  &,,  A  und 
C  beliebig  an,  legt  durch  b^ ,  6,  einen  beliebigen  Kreis,  verbindet 
dessen  Mittelpunkt  M  mit  C  und  zieht  aus  A  eine  Senkrechte  zu 
CM,  so  trifft  diese  den  Kreis  um  M  in  zwei  Curvenpunkten  c^ 
imd  c, .  Indem  man  durch  b^ ,  b^  nach  und  nach  andere  Kreise 
logt,  erhält  man  beliebig  viele  Curvenpunkte.  A  darf  nicht  auf 
der  Geraden  6, ,  6,  liegen,  und  —  soll  die  Curve  bestimmt  sein  — 
C^  nicht  auf  der  Geraden,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  sämmt- 
b'cher  Kreise  sind.  Mz. 

F-  D.  Thomson.     Notes    on   the  geometry    of  a    cubic 

curve.      Messeuger  V.  27-30   1869. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  mit  Hülfe  des  Lineals  allein  un- 
^lidlich  viele  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  construiren 
^Äiin,  wenn  ein  Punkt  P  der  Curve  und  die  Berührungspunkte 
^^i"  Tangenten,  die  man  von  P  an  die  Curve  ziehen  kann,  ge- 
geben sind. 

Die  nöthigen  Sätze  sind  ohne  Beweise  gegeben.  In  Bezug 
^^t  diese  wird  auf  eine  frühere  Arbeit  des  Verfassers  (Messenger 
^-  15)  verwiesen.  He. 

3.  J.  E.  Smith.     Memoire  sur  quelques  problijmes  cu- 
biques  et  biquadratiques,  et  Appendice.  Brioschi  Ann.  (2) 

m.  112-116,  218-243.  1869. 

"•  KoRTüM.     Ueber  geometrische  Aufgaben  dritten  und 
vierten  Grades.  Bonn  1869. 

Die  erste  und  die  dritte  der  oben  genannten  Abhandlungen 
**öd  mehr  oder  weniger  wörtliche  Abdrücke  zweier  Schriften, 
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zwischen  denen  im  Jahre  1868  von  der  Königlichen  Aeademi 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  der  aus  dem  Steiner'schen  Legs 
ausgeschriebene  Preis  getheilt  wurde.  Die  zweite  Abhandlur: 
von  Herrn  Smith  enthält  in  Form  von  Noten  Ausführungen  ur 
Erläuterungen  zur  ersten.  — 

Die  Preisaufgabe  hatte  die  geometrische  Feststellung  d 
fqndamentalen  Hülfsmittel  verlangt,  welche  zur  constructirf 
Lösung  solcher  Probleme  nöthig  sind,  die  auf  cubische  Gleichu] 
gen  führen,  und  ferner  die  Durchführung  einzelner  bestimmte 
Probleme,  namentlich  aber  der  Aufgabe:  „Wenn  13  Punkte  i 
der  Ebene  gegeben  sind,  so  sollen  durch  geometrische  Constructio] 
diejenigen  3  Punkte  bestimmt  werden,  welche  mit  den  gegebene! 
ein  System  von  16  Durchschnittspunkten  zweier  Curven  viertel 
Grades  bilden.*'  Die  Lösung  sollte  auch  die  Fälle  berücksichtigeo 
bei  welchen  einige  der  gegebenen  Punkte  imaginär  Vorausgesetz 
sind.  —  Hierdurch  war  der  Gang  für  beide  Schriften  ziemlic- 
genau  vorgezeichnet.  Beide  Verfasser  haben,  wie  dies  in  de 
Natur  der  Sache  liegt,  die  Aufgaben  des  dritten  und  des  vierte 
Grades  unter  einem  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkte  aufgefass 
und  sind  darauf  ausgegangen,  nachzuweisen,  dass  jedes  geome 
trische  Problem,  welches  3  oder  4  Lösungen  hat,  durch  linear 
Construction  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Auffindung  de 
Durchschnittspunkte  eines  im  Voraus  gezeichnete 
festen  Kegelschnitts  mit  einem  Kreise,  ganz  analog  den 
von  Steiner  angegebenen  Verfahren,  die  elementaren  Cor 
structionen  mit  Hülfe  des  Lineals  allein  unter  Voraussetzaa 
eines  einzigen  vorher  gezeichneten  festen  Hülfskreises  auszof&hrei 
Die  Methoden,  durch  welche  dies  erreicht  wird,  obwohl  im  Prinzi 
übereinstimmend,  weichen  im  Einzelnen  vielfach  von  einande 
ab,  die  Behandlung  der  speciellen,  die  Fundamentalpunkte  eine 
Büschels  von  Curven  vierten  Gerades  betreffenden  Aufgabe  i 
bei  beiden  Verfassern  ganz  verschieden.  Im  Folgenden  aolle 
zunächst  die  Abhandlungen  von  Herrn  Smith  und  dann  im  Vcs 
gleich  damit  die  von  Herrn  Kortum  besprochen  werden. 

L    Die  Abhandlung  von  Herrn  Smith  zerfällt  in  drei  Tbe^ 
1)    die  geometrischen  Constructionen  in  der  Ebene  ans  loa 
ginären  Daten. 


Oapitel  5.    Neuere  synthetische  Geometrie.  407 

2)  Beweis  des  Descartes'schen  Theorems,  dass  jedes  Problem 
dritten  oder  vierten  Grades  mit  Lineal  und  Cirkel  gelöst 
werden  kann,  wenn  im  Voraus  ein  fester  Kegelschnitt, 
oder  auch  nur  ein  beliebig  kleiner  Bogen  desselben  ge- 
zeichnet vorliegt  (Descartes,  Geometrie  livre  111— Oeuvres 
de  Descartes,  ed.  Cousin  vol  V,  p.  400) 

3)  Anwendung  auf  mehrere  besondere  Probleme,  vorzüglich 
auf  das  von  der  Akademie  gestellte. 

Erster  Theil.  Der  Verf.  nennt  ein  Paar  conjugirter  ima- 
ginärer Elemente  in  der  (reellen)  Ebene  eine  Dyade  (Punktdyade 
TOd  Strahlendyade);  eine  Punktdyade  liegt  auf  einer  reellen 
Geraden,  ihrer  Axe,  eine  Strahlendyade  geht  durch  einen  reellen 
Punkt,  ihr  Centrum.  Jede  Dyade  ist  definirt  durch  eine  elliptische 
Involution,  deren  Träger  die  Axe  oder  das  Centrum  ist,  ist  also 
SPeometrisch  bestimmt  durch  zwei  Paar  reeller  conjugirter  Elemente 
dieser  Involution,  deren  Paare  sich  selbstverständlich  gegenseitig 

kennen.    Aus  dieser  Definition  folgt  zunächst,  dass  durch  jeden 

• 

iniaginären  Punkt  in  der  Ebene  eine  und  nur  eine  reelle  Ge- 
^de  geht,  und  dass  jede  imaginäre  Gerade  einen  und  nur 
^inen  reellen  Punkt  enthält.  Hat  man  nun  auf  der  Geraden 
^  die  Punktdyade  a^a^  oder,  was  dasselbe  ist,  die  sie  vertretende 
J^volutiou,  und  irgend  einen  Punkt  p,  so  kann  man  den  Strahlen- 
■^ttschel  mit  dem  Centrum  p  perspcctivisch  auf  die  involutorische 
I^'inktreihe  auf  Ä  beziehn,  und  erhält  so  einen  involutorischen 
^ttschel  dieser  repräsentirt  eine  durch  den  Punkt  p  gehende 
Strahlendyade,  die  man  definirt  als  das  Strahlenpaar,  welches 
den  reellen  Punkt  p  mit  jedem  der  beiden  Punkte  a^a^  verbindet. 
Vermöge  dieser  Definition  ist  der  Sinn  der  Aufgabe,  einen  reellen 
^Unkt  mit  einem  imaginären  durch  eine  Gerade  zu  verbinden, 
^lid  der  der  reciproken  Aufgabe,  den  Durchschnitt  einer  reellen 
Geraden  mit  einer  imaginären  zu  bestimmen,  geometrisch  festge- 
^Ut  Hat  man  ferner  2  Punktdyaden  a^  a^ ,  auf  der  Axe  A,  und 
^i6,,  auf  der  Axe  B;  so  ist  bekannt,  dass  es  zwei  involutorische 
fitlschel  p  und  q  giebt,  die  zu  beiden  Involutionen  auf  A  und 
fi  perspectivisch  liegen.  Die  Punkte  p  und  q  (die  Homologie- 
^©ntra)  sind  mit  Lineal  und  Cirkel  zu  construiren.  Der  in- 
volutorische Büschel   in  p  repräsentirt  eine  Strahlendyade  P,P,, 
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und  es  folgt  aus  den  früheren  Definitionen,  dass  jeder  der  beiden 
Strahlen  P^  und  P,  einen  Punkt  der  Dyade  a^  a,  mit  einem  d^r 
Dyade  6,  6,  verbindet.    Dasselbe  gilt  von  der  Strahlendyade  ö,^^ , 
die  durch  den  involutorischen  Büschel  in  q  bestimmt  ist    Soll 
durch   zwei  imaginäre  Punkte  eine  Gerade  eindeutig  bestimtu^ 
sein,  wie  dies  die  Analogie  fordert,  so  muss  eine  Gerade  Q  ak 
Verbindung  zweier  anderer  Punkte  aufgefasst  werden,  als  eine 
Gerade  P;  so  dass  etwa  die  Gerade  P,  ginge  durch  a,6,p,  Q 
durch  a,6,g,  P,  durch  a^b^p  und  Q^  durch   a^b^q.    Wenn  m&n 
demnach  a^   und  a,  als  fest  gegeben   betrachtet,    so   entspricht 
einer  Vertauschung  der  Homologiecentra  p  und  q  eine  Vertau- 
schung der  imaginären  Punkte  b^  und  6, ;  oder  durch  die  Ver- 
tauschung  von  p  und  q  wird  die  Dyade  6,6,  mit  6,6,  vertaugcht. 
Vermöge  des  Dualitätsprinzips  gelten  entsprechende  Beziehungen 
zwischen  zwei  Strahlendyaden.    Man  findet  für  diese  2  Homo- 
logieaxen,  denen  man  in   analoger   Weise   verschiedenen  Sin^^ 
beilegen  kann. 

Im  Zusammenhange   hiermit   sucht   der  Verfasser  nun  e»^ 
Mittel   auf,    um    die  Vieldeutigkeit    möglichst   zu   beschränke 
welche  durch  die  conjugirten  Werthe  auftritt.    In  der  ersten 
handlung  sucht  er  dies  dadurch  zu  erreichen,  dass  er  alle  vo 
kommenden  Dyaden  durch  eine  feste  Hülfsdyade  und  die 
der  Homologie  definirt,  welche  zwischen  dieser  und  der  gegeben^^" 
existirt    Dieser  Weg  ist  indessen  umständlich,  und  es  bleibt  i^^ 
Bedenken  unerledigt,  ob  die  zu  dem  Zwecke  angegebene  Coi^^' 
struction  zwischen  zwei  Dyaden  dieselbe  Homologie  liefert,  dur^^" 
welche  Zwischenglieder  man  auch  dazu  gelangt.    Begrifflich  vo  S 1' 
kommen  scharf  ist  dieselbe  Frage  in  der  zweiten  Abhandlung  d.^ 
Verfassers  Note  III  pg.  220  erledigt.  Der  Verf.  zeigt  hier,  dass  4-^ 
anharmonische  Verhältniss  zwischen  den  Elementenpaaren  der  %^' 
volutionen  benutzt  werden  kann,  um  den  Unterschied  in  der 
der  Homologie  zweier  Dyaden  zu  fixiren,  und  wird  so  daza 
führt,  die  Identität  seiner  Auffassung  mit  derjenigen  festsiurtell^^' 
welche  von  Staudt  in  seiner  Geometrie  der  Lage  der  Betrachtnt '^(^ 
imaginärer  Gebilde  zu  Grunde  gelegt  hat    Die  beiden  Hotß^^ 
logiecentra  p  und  q  sind  nämlich  in  Bezug  auf  die  Axen  Ä  \m^^ 
B  wesentlich  dadurch  zu  unterscheiden,  dass,  wenn  ein  Pasii^^ 
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f  Ä  sich  in  einem  bestimmten  Sinne  bewegt,  die  beiden  in 
»Ziehung  auf  die  Gentra  p  und  q  perspectivischen  Punkte  auf 

sieh  in  einander  entgegengesetztem  Sinne  bewegen.  Man 
knn  also  die  Dyade  6,6,  von  der  entgegengesetzten  6,6,  da- 
ireh  unterscheiden,  dass  man  auf  der  Axe  B  ausser  der  die 
^ade  repräsentirenden  Involution  noch  einen  bestimmten  Rieh- 
Dgssinn  fixirt  So  ist  die  Homologie  zweier  Punktdyaden  ein- 
utig  bestimmbar,  und  das  Analoge  lässt  sich  für  zwei  Strahlen- 
aden durchführen.  Hierdurch  sind  die  beiden  Fundamental- 
fgaben  gelöst:  Zwei  imaginäre  Punkte  durch  eine  Gerade  zu 
rbinden,  und  den  Durcbschnittspunkt  zweier  imaginärer  Geraden 

construiren.    (Ist  eins  von   den  gegebenen  Elementen  reell, 

ist  die  Aufgabe  noch  einfacher,  wie  leicht  ersichtlich.)  Dar- 
s  folgt  nun  die  Ausführbarkeit  alier  linearen  Constructionen, 
ter  der  Voraussetzung,  dass  eine  beliebige  Anzahl  der  ge- 
benen  Elemente  imaginär  ist.  Es  werden  nun  zum  Schluss 
8  ersten  Theils  mehrere   Constructionen  wirklich   ausgeführt, 

dass  sich  die  praktische  Anwendbarkeit  dieser  Betrachtungen 
llkommen  bestätigt.  Dergleichen  Beispiele,  bei  denen  die 
emente  beliebig  reell  oder  imaginär  vorausgesetzt  werden, 
id:  „Zu  drei  Punkten  auf  einer  Geraden  den  vierten  harmoni- 
hen  zu  finden."  —  „Wenn  fünf  Punkte  (Tangenten)  eines  Kegel- 
tmitts  gegeben  sind,  beliebig  viele  Punkte  (Tangenten)  zu  con- 
roiren.*'  —  „Wenn  ein  reeller  Kegelschnitt  gezeichnet  vorliegt, 
e  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  mit  einem  durch  fünf 
Einkte  gegebenen  Kegelschnitt  zu  bestimmen."  —  „Wenn  durch 
nf  imaginäre  Punkte  ein  Kegelschnitt  gelegt  ist  und  durch  ihre 
üf  conjngirten  ein  zweiter,  die  reellen  Kegelschnitte  des  durch 
e  bestimmten  Bflschels  zu  construiren."  Als  letztes  Beispiel 
6nt  die  Aufgabe:  „Wenn  vier  Dyaden  imaginärer  Punkte 
,a,  6,6,  CjC,  djci,)  gegeben  sind,  den  neunten  Punkt  &  zu  be- 
itDmen,  durch  welchen  alle  Curven;  dritten  Grades  des  durch 
Qe  acht  Punkte  bestimmten  Bflschels  hindurchgehn.^^  — 

Die  Behandlung  des  Imaginären  weicht  zwar  in    der  ver- 
wenden Abhandlung  nicht  wesentlich  von  der  durch  von  Staudt 

die  Geometrie  eingeführten  ab,  wie  dies  der  Verf.  selbst  an- 
kenaL    Auch  fehlt  die  Behandlung  der  imaginären  Gebilde  iui 
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Räume,  da  der  Verf.  seinem  Zwecke  entsprechend  nur  von  6^. 
bilden  in  der  reellen  Ebene  handelt.    Da  indessen  dieser  Greg^^- 
stand  an  sich  von  grossem  Interesse  ist,  und  da  die  Abhandlung 
des  Verfassers,  namentlich  wegen  der  darin  gegebenen  Beispiele 
wohl   ganz   besonders   geeignet   scheint,   zur  Klärung  der  Vor- 
stellungen über  das  Imaginäre  in  der  Geometrie  beizutragen,  so 
hielt  es  Referent  für  uöthig,  auf  diesen  ersten  Theil  der  Arbeit 
ausführlicher  einzugehen. 

Zweiter  Theil.  Es  wird  als  selbstverständlich  angenom- 
men, dass  jedes  Problem  vierten  Grades  zurückgeführt  werden 
kann  auf  die  Auffindung  der  vier  Durchschnittspunkte  zweier 
Kegelschnitte,  und  da  diese  bestimmt  sind,  wenn  das  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschaftliche  harmonische  Dreieck  (conjugirte 
Tripel)  und  je  zwei  Punkte  jedes  Kegelschnitts  gegeben  sind, 
so  bleibt  die  Aufgabe  zu  lösen: 

„Wenn  zwei  Kegelschnitte  S,  S,  durch  je  flinf  ihrer  Punkte 
bestimmt  sind,  und  ausserdem  ein  fester  Kegelschnitt  S  in  der 
Ebene  gezeichnet  vorliegt,  das  den  Kegelschnitten  S, ,  S,  ge- 
meinschaftliche harmonische  Dreieck  mit  Lineal  und  Zirkel  allein 
zu  construiren.'' 

Der  Verf.  giebt  zwei  Methoden  ausführlicher,  welche  beide 
a"f  der  Transformation  eines  ebenen  Systems  durch  colüneare 
Verwandtschaft  und  auf  der  Bestimmung  der  Kreise  in  Kcgd" 
schnittnetzen  beruhen.  Bei  der  ersten  wird  das  dem  —  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  —  harmonischen  Dreieck  nno- 
schriebene  Netz,  bei  der  zweiten  das  Netz  betrachtet,  für  welohe« 
dasselbe  Dreieck  harmonisch  ist. 

Dritter  Tfieil.  Der  dritte  Theil  enthält  zunächst  die  Ab- 
gabe: „Von  einem  gegebenen  Punkte  P  die  Normalen  auf  eineo 
vollständig  beschriebenen  Kegelschnitt  zu  fällen.'^  Es  wird  f^ 
Hülfe  der  Methode  des  zweiten  Theils  die  Joaehimsthal'sebe 
Lösung  des  Problems  reproducirt.  Der  Verf.  bespricht  dann  All- 
gemein diejenigen  Probleme,  bei  welchen  die  Glieder  zwöC 
Büschel  verknüpft  sind  durch  eine  Gleichung 

f(X  ^)  =  0, 
in  welcher  X  und  ii  die  Coefficienten  sind,  durch  welche  in  jedem 
Büschel  ein  Glied  bestimmt  wird,  und  f  eine  ganze  ratioJiftl^ 
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ion  yierten  Grades  von  A  und  fi  darstellt,  die  entweder  in 
'  auf  jede  einzelne  vom  zweiten,  oder  in  Bezug  auf  eine 
Iritten,  in  Bezug  auf  die  andere  vom  ersten  Grade  ist.  Ge- 
hierbei  häufig  vorkommende  Fragen  finden  durch  die  Me- 
1  des  Verf.  ihre  constructive  Erledigung.  Endlich  wird 
irlich  die  von  der  Akademie  gestellte  Aufgabe  behandelt, 
[reizehn  gegebenen  Durcbscbnittspunkten  zweier  Curven 
1  Grades  (1,2,  3,  ...  13)  die  drei  andern  (14,  15,  IG)  zu 
uiren.  Der  Verf.  benutzt  die  Erzeugung  der  Curven  vierten 
8  durch  einen  Büschel  von  Curven  dritten  Grades  und  einen 
tivischen  Strahlenbüschel,  um  drei  besondere  Curven  vierten 
s  des  betrachteten  Büschels  zu  construiren,  deren  jede  noch 
einen  Punkt  geht,  welcher  mit  den  Punkten  1  bis  7,  und 
lem  aus  den  übrigen  gewählten,  z.  B.  8,  9,  10  zusammen 
undamentalpunkte  eines  Büschels  dritten  Grades  bildet. 
')ge  einer  einfachen  anharmonischen  Relation  findet  sich 
in  eine  Curve  dritten  Grades,  welche  durch  die  drei  Centra 
trahlenbüschel  und  durch  gewisse  andere  Punkte  hindurch- 
und  von  der  sich  beweisen  lässt,  dass  sie  auch  die  neun 
imentalpunkte  8,  9,  10,  ...  14,  15,  16,  enthält.  Durch 
Erholung  desselben  Verfahrens  mit  passender  Vertauschung 
gegebenen  Punkte  erhält  man  eine  zweite  Curve  dritten 
IS  durch  die  Punkte  7,  9,  10,  ...  14,  15,  16,  welche  mit 
rsten  noch  einen  bekannten  Punkt  gemein  hat.  Die  Auf- 
ist somit  darauf  reducirt,  die  drei  unbekannten  Durch- 
tspunkte  14,  15,  10  dieser  beiden  Curven  dritten  Grades 
den.  Diese  Aufgabe  ist  von  Chasles  gelöst;  sie  lässt  sich 
Qz  analoger  Weise  darauf  reduciren,  die  drei  Durchschnitts- 
e  zweier  Kegelschnitte  zu  construircn,  welche  durch  einen 
inten  Punkt  gehn.  Alle  anzuwendenden  Constructionen  bis 
ie  letzte  sind  linear.  Eine  Discussion  der  speciellen  Fälle 
ie  Berücksichtigung  des  Imaginären  schliesst  die  interessante 
idlung. 

)ie  Arbeit  von  Herrn  Kortum  besteht  aus  zwei  Abhandlnn- 

Auf  eine  allgemeine  Betrachtung  des  Imaginären  geht  der 

nicht  ein,  er  verweist  vielmehr  in  dieser  Hinsicht  auf  von 

tj    da    durch    dessen    Untersuchungen    der    Unterschied 

«hr.  d.  Math.  11.   i.  28 
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zwischen  imaginären  und  reellen  Daten  in  der  Geometrie  auf- 
gehoben sei. 

Die  erste  Abhandlung  behandelt  dasselbe  allgemeine 
Problem,  wie  der  zweite  Theil  der  Abhandlung  von  Herrn  Smith, 
schlägt  aber  zunächst  einen  Weg  ein,  der  dort  nur  kurz  ange- 
deutet und  beim  Norroalenproblem  angewendet  war.  Ist  nämlich 
ein  fester  Kegelschnitt  S  vollständig  gezeichnet  gegeben,  und 
sind  zwei  andere  Kegelschnitte  5», ,  S,  durch  eine  hinreichende 
Anzahl  von  Punkten  bestimmt;  so  transformirt  der  Verfasser  das 
ebene  System  in  ein  affines,  so  dass  S^  in  2  übergeht  und  die 
Mittelpunktscurve  des  Büschels  S,<Si,  in  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
dass  also  der  transformirte  Büschel  einen  Kreis  enthält,  der  zu 
construiren  ist.  Den  Durchschnittspunkten  dieses  Kreises  mit 
S  entsprechen  im  ursprünglichen  System  die  gesuchten  Durch- 
schiiittspunkte  von  S,  und  S^ .  Diese  Lösung  ist  reell  nur  durch- 
führbar, wenn  die  Mittelpunktscurve  des  Büschels  S,S,  eine  Hy- 
perbel ist.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  wird  das  System  zunächst 
durch  eine  allgemeinere  collineare  Relation  in  ein  anderes  trans- 
formirt, welches  die  verlangte  Eigenschaft  hat.  Für  den  Fall, 
dass  S,  und  S,  nur  imaginäre  Durchschnittspunkte  haben,  l&nt 
sich  die  Methode  zwar  anwenden,  führt  aber  zu  keiner  constmctiven 
Lösung.  Der  Verf.  betrachtet  in  diesem  Falle  ebenfalls  das 
Polardreieck  und  zwei  ihm  umschriebene  Kegelschnitte,  die  «ick 
in  vier  Punkten  schneiden,  deren  einer  vorher  bekannt  ist;  so 
dass  die  Lösung  in  diesem  Falle  mit  der  von  Herrn  Smith  ge- 
gebenen im  Allgemeinen  übereinstimmt.  Es  ist  zum  Schlnss  J 
noch  auf  die  algebraische  Bedeutung  der  gegebenen  Mcthodwi 
hingewiesen. 

Die  zweite  Abhandlung  löst  die  von  der  Akademie  g^ 
stellte  Aufgabe,  ausgehend  von  der  Erzeugung  der  Curven  vierten 
Grades  durch  zwei  projectiviscbe  Kegelschnittbüschel.  Hiera'W 
wird  die  Construction  einer  solchen  Curve  diutsh  vierzehn  ge- 
gebene Punkte  abgeleitet.  Wenn  diese  Construction  unbestimi»* 
wird,  so  muss  der  vierzehnte  ein  noth wendiger  sein,  und  dies 
itihrt  zur  Aufsuchung  der  drei  nothwendigen  Punkte.  Der  Ver- 
fasser steigt  zur  allgemeinen  Lösung  auf  durch  die  specielleo 
Fälle,  in  denen  drei  Doppelpunkte,  oder  zwei,  oder  einer  b^ 


! 
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^licli  glatt  neun,  sechs  oder  drei  einfacher  Punkte  gegeben 
id,  und  in  welchen  sich  die  Lösung  wesentlich  vereinfacht. 
T  allgemeinste  Fall  wird  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe : 

„Wenn  gegeben  ein  Punkt  p  und  neun  Punkte  1,  2,  ...  9; 
ner  neun  Elemente  eines  einfachen  Gebildes  a^...a^  (z.  B. 
an  Strahlen  eines  Büschels),  drei  Punkte  x,  y,  z  zu  finden, 
dass  die  neun  Glieder  des  Kegelschnittbüschels  (pxyi)  durch 
)  neun  Punkte  1,  2,  ...  9  projectivisch  sind  den  neun  Elemen- 
i  a, ...«j,."  —  A. 

Olivier.  Ueher  die  Erzeugung  solcher  geometrischer 
Ciu'ven,  welche  durch  unbekannte  Durchschnittspunkte 
gegebener   Curven   bestimmt    sind.      Schlömilch  z.  XIV. 

209-249.  1869. 

Die  nächste  Veranlassung  zur  Abfassung  vorliegender  Schrift 
tr,  wie  der  Verf.  bemerkt,  ihm  durch  die  von  der  königlichen 
ademie  zu  Berlin  ausgeschriebene  Preisfrage  gegeben,  welche 
gendes  Problem  unter  anderem  zur  Constructi«n  vorlegt:  „Wenn 
3izehn  Punkte  in  der  Ebene  gegeben  sind,  so  sollen  durch  geo- 
ttrische  Gonstruction  diejenigen  drei  Punkte  bestimmt  werden, 
lohe  mit  den  gegebenen  zusammen  ein  System  von  sechzehn 
irchschnittspunkten  zweier  Curven  der  vierten  Ordnung  bilden." 
16  man  sieht,  handelt  es  sich  bei  dem  Problem  um  die  Gon- 
action  unbekannter  Durchschnittspunkte  gegebener  Curven,  und 

derartige  Probleme  dadurch  zu  lösen  sind,  dass  man  Curven 
Q  möglichst  niederer  Ordnung  construirt,  welche  sich  in  den 
bekannten  Schnittpunkten  treffen,  so  ist  der  Zusammenhang 
B  Themas,  welches  Herr  Olivier  behandelt,  mit  jener  Preisfrage 
sichtlich.  Aber  die  vorliegende  Untersuchung  hat  noch  eine 
fer  greifende  Bedeutung.  Ist  nämlich  eine  Curve  K  der  n**" 
'dnung  durch  eine  genügende  Anzahl  reeller  Punkte  gegeben, 

lassen  sich  immer  zwei  projectivische  Curvenbflschel  niederer 
dnung  angeben,  welche  durch  den  Durchschnitt  der  entsprechen- 
'u  Elemente  die  Curve  K  erzeugen.  Sind  aber  unter  den  die 
>ur?e  K  bestimmenden  Punkten  auch  imaginäre,  welche  nur  als 
^ttdwchnittspunkte  gegebener  Curven  darstellbar  sind,  so  Ver- 
den die   bekannten   Principien    über   Curyenerzeugung    ihren 

28* 
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Dienst,  und  hier  ist  die  Lücke,  die  auszufllllen  die  vorliegende 
Schrift  einen  bedeutsamen  Beitrag  liefert. 

Ist  eine  Curve  A'  der  w'""  Ordnung  durch  i »(«-}- 3)  reelle 
Punkte  gegeben,  so  können  immer  nach  Theoremen  von  Chasles 
und  Jonquieres  zwei  projectivische  Curvenbtischel  der  «'"'"  und 
^mvn  (m'+w"  =  m)  Ordnung  festgestellt  werden,  welche  durch  den 
Durchschnitt  entsprechender  Elemente  die  vorgelegte  Curve  er- 
zeugen. Den  Verf.  beschäftigt  zunächst  der  Specialfall,  bei  wel- 
chem das  eine  Curvenbüschel  von  der  Ordnung  w  — 1,  das  andere 
ein  Strahlcnbtischel  ist.  In  diesem  Fall  lassen  sich  von  den  ge- 
gebenen Punkten  der  Curve  K  willkürlich  p  =  iM(M— 1)+1  ^u 
Basispunkten  der  Büschel  wählen,  die  übrigen  sind  durch  die 
Bedingimg  zu  bestimmen,  dass  die  entsprechenden  Elemente  die 
Curve  K  erzeugen.  Ist  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbft83helfl  ein 
bekannter  Punkt  der  Curve,  so  besitzt  das  Problem  eine  einiige 
Auflösung,  welche  von  Härtenberger  in  der  Abhandlung:  „üeber 
die  Erzeugung  geometrischer  Curven*'  (Borchardt  J.  LVIII  54) 
gegeben  worden  ist;  ist  das  nicht  der  Fall,  so  hat  das  Problem 
der  Curvenerzeuguflg  mehrere  Auflösungen,  mit  denen  sich  der 
Verf.  nunmehr  eingehender  beschäftigt. 

Von  den  i«(w-|-3)  Punkten  6,  6,...6p  aia,...a2«-i,^welclie 
die  Curve  w"*'  Ordnuog  bestimmen,  können,  wie  gesagtt 
p  =z  \n{n—\)-\-\  willkürlich  zu  Basispunkten  des  Curven- 
büschels  (w-l)"^'^  Ordnung  gewählt  werden;  es  seien  dies  die 
Punkte  b^b^,,,bj,.  Diese  nennt  der  Verf.  „Grundpunkte**  des 
CurvenbUschels.  Die  übrigen  unbekannten  Basispunkte  des 
Büschels  fasst  er  zusammen  unter  dem  Namen  „Basisrest,^  es 
sind  dies  die  Punkte  ^, ^, ...y«-3||y»-2...y5-i,  wo  s  den  Wertk 
j(«— l)(w— 2)  bezeichnet  und  der  Doppelatrich  diejenigen  Ba«»" 
punkte,  welche  eigentlich  unbekannt  sind,  von  denen  tre&D^ 
welche  mit  jenen  von  selbst  bestimmt  sind,  den  sogenannten  notb- 
wendigen   Basispunkten  des  Büschels.    Bezeichnet  x  den  Mittel- 

• 

punkt  des  Strahlenbüsehels,  so  können  alle  unbekannten  Basi^ 
punkte,  also  o:,  y,  y,  ...y„_3||yrt-2...J/»-.i  durch  die  Bediogö^* 
gefunden  werden,  dass  das  anharmonische  VerhältniBS  deB 
Strahlenbüschels  x[a^a^...(hn-v\  gleich  zu  machen  ist  dem  ^' 
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armonischen  Yerbältnisse  des  Curvenbttschels 

(b^  6,...6py,yj...y«-3||y«-2...y>^i) [«!«,... «2h-  i]. 
Kese  Aufgabe  besitzt,  wie  der  Verf.  zeigt,  im  Allgemeinen 
=  ^(ii--l)(/i— 2)  verschiedene  Lösungen,  so  dass  die  pro- 
ectivisebe  Erzeugung  der  Curve  K  in  diesem  Fall  auf  s  ver- 
lehiedene  Weisen  möglich  ist.  Die  s  verschiedenen  Mittelpunkte 
ler  Strahlenbüschel  P'P'...P*  heissen  nach  dem  Verf.  die  Pro- 
ectionspunkte  der  Curve  K;  zu  jedem  Projcctionspunkt  Pf'  ge- 
lört  ein  gewisser  auf  die  Curve  K  fallender  Basisrest 

(?r(?2"...(?«-3||(?n-2...a:Li. 

Zahlreiche  und  bemerkenswerthe  Relationen  zwischen  den 
iniadpunkten,  den  Punkten  des  Basisrests  und  den  Projections- 
lunkten  bilden  den  Gegenstand  weiterer  Betrachtung  und  liefern 
lie  Grundlage  für  die  Lösung  der  später  gestellten  Probleme. 
>ie  umfassen  interessante  Beziehungen  von  Curven*  dritten  und 
ierten  Grades,  von  welchen  PlUcker  (Theorie  der  algebr.  Curven 
.  56),  Hart  (Cambridge  aud  Dublin  Mathematical  Journal,  vol.  VL 
'ambridge  1851  p.  181)  einige  bereits  ausgesprochen  haben,  die 
ber  hier  als  Specialfälle  allgemeiner  Theoreme  in  neuem  Lichte 
rscheinen.  Von  den  Resultaten,  auf  die  im  Einzelnen  einzu- 
ehen    zu   weit   führen   würde,   nur    Folgendes:    ,,Eine   Curve 

«—!)*"  Ordnung,  welche  durch  i(w— i)(n— 1+3)  unbekannte 
chnittpunkte  zweier  Curven  K  und  St  der  n***"  Ordnung  bestimmt 
it,  geht  durch  die  Projectionspunkte  dieser  beiden  Curven,  die 
iden  p  =  iii(w--i)+1  übrigen  Schnittpunkten  als  Grundpunkten 
öhören." 

,,Von  den  n(w— 1)  Durchschnittspunkten  einer  Curve  K  der 
*■  Ordnung  und  einer  Curve  T  der  (w— 1)"*"  Ordnung  bestimmen 

(fi— 2)(fi— 24-3)  eine  gewisse  Curve  der  («—2)**'"  Ordnung, 
eiche  durch  die  Projectionspunkte  von  K  in  Bezug  auf  die 
Wgen  p  =  Jii(«— i)-f1  Schnittpunkte  als  Grundpunkte  geht." 
„Sind  b^b^...bp  ^^f^,..epX^}(^.,, x„_2  die  «*  Durchschnitts- 
waktc  zweier  Curven  K  und  fl  der  «*""  Ordnung  und  P*P*...P* 
lie  Projectionspunkte  von  K  in  Bezug  auf  die  Grundpunkte 
'ii|...6p,  und  ebenso  p^p*,..p^  die  Projectionspunkte  von  K  in 
^üg  auf  die  Grundpunkte  *|«,...«p,  so  liegen 
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1)  die  Projectionspunkte  P^P* ,,.P*p^p*,,.p*  auf  ein  und 
derselben  Curve  der  (w— 2)***"  Ordnung,  welche  auch  durch  die 
übrigen  Schnittpunkte  x,  x, . . .  x«-?  von  K  und  ff  geht, 

2)  die  Punktsysteme    h^h^,,,hp  p'  p*...p% 

bezüglich  auf  zwei  Curven  2^,  und  J^,  der  (n— 1)'*"  Ordnung^ 
die  auch  zugleich  durch  die  weiteren  Schnittpunkte  x, Xj...x,^^ 
von  K  und  ft  gehen." 

Nach  derartigen  Grund  legenden  Betrachtungen  wendet  sid 
der  Verf.  zu  folgenden  drei  wichtigen  Problemen: 

1)  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Curven  /f  und  ff  der  «'*'"  Ordnuc3 
bezüglich  durch  \n(n-\-y)   Punkte  gegeben  sind,  nämlich 
durch  die  Punkte 

h^h^,.  .hp  öj  a, . . . (lin—i 
und  ff  durch  die  Punkte 

80  soll    diejenige  Curvc  -i'  der  («  — 1)"""  Ordnung   erzeig 
werden,  welche  die  übrigen  unbekannten  Schnittpunkte 

*i  *f-*4(,73ij(;r=i-i-3) 
von  K  und  ff  bestimmt. 

2)  Es  sei  K  eine  Curve  der  r*'^"  Ordnung,  gegeben   durch     ^ 
Punkte 

und  T  eine  Curve  der  (w— l)'»*"  Ordnung,   gegeben   durci 
die  Punkte 

man  soll  diejenige  Curve  V  der  (n--2)*''"  Ordnung  cod- 
struiren,  welche  durch  die  übrigen  Schnittpunkte  von  K  und 
T  bestimmt  wird. 

3)  Wenn  in  einer  Ebene   zwei  Curven  K  und  ff  der  «"■  Ord- 
nung gegeben  sind,  nämlich  K  durch  die   Punkte 

6,  6j . . . bp  a^a^,,, «««2  fl,  a^ . . . 0«^. i 
und  ff  durch  die  Punkte 

b^  Oj  . . .  bp  Ct^  er j  , . .  «;, _2  (^i  Gl  •  •  •  fl«-|  i  > 

Bo  sollen  die  noch  übrigen  unbekannten  Durchschnittsponktc 

1     2  •  •  •     /' 

von  K  und  ff  construirt  werden. 
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Die  Specialfälle  Hlr  n  =  4  erfahren  bei  jedem  Problem  eine 
besondere  Behandlung.  Sohn. 

C.  F.  Geiser.     Ueber  die  Doppeltaiigenten  einer  ebenen 
Curve  vierten  Grades.    Clebsch  Ann.  i  129-138.  1869. 

Indem  der  Verf.  in  durchsichtiger  synthetischer  Methode  den 
Satz  entwickelt:  „Eine  beliebige  .Curve  vierten  Grades  in  der 
Ebene  kann  stets  aufgefasst  werden  als  der  Durchschnitt  des 
Tangentenkegels,  welcher  von  einem  Punkte  einer  Fläche  dritten 
Grades  aus  an  diese  Fläche  geht,  mit  der  Ebene  der  Curve**, 
gewinnt  er  einen  interessanten  Zusammenhang  zwischen  den  28 
Doppeltangenten  einer  Curve  vierten  Grades  und  den  27  Geraden 
der  Fläche  dritten  Grades  und  verbreitet  ein  neues  Licht  über 
eine  Reihe  von  Sätzen,  welche  die  gegenseitigen  Beziehungen 
der  28  Doppeltangenten  einer  Curve  vierten  Grades  zum  Gegen- 
stand haben.  Sehn. 

C.F.  Geiser,  lieber  die  Steiner'schen  Sätze  von  den  Doppel- 
tangenten  der  Curven  vierten  Grades.  Borchardt  J.  LXXII 

370-378.    1870. 

Es  wird  mit  den  Mitteln  der  synthetischen  Geometrie  der 
Beweis  geführt,  dass  die  allgemeine  Curve  vierten  Grades,  so- 
bald zwei  Doppeltangenten  als  reell  vorausgesetzt  werden,  von 
unendlich  vielen  Kegelschnitten  in  je  vier  Punkten  bertlhrt  wird, 
welche  einem  und  demselben  Netze  angehören  und  die  ersten 
Polaren  eines  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritten 
Grades  sind.  Da  je  zwei  Doppeltangenten  einen  derartigen,  die 
Curve  in  vier  Punkten  berührenden  Kegelschnitt  darstellen,  so 
^t  es  möglich  die  Theorie  dieser  Doppeltangenten  auf  die  Theorie 
^eser  Kegelschnitte  zurückzuführen,  welche  nach  des  Herrn  Ver- 
fi^ers  Meinung  auch  den  Betrachtungen  Steiner's  zu  Grunde  ge- 
legen hat.  Es  wird  andeutungsweise  gezeigt,  wie  mehrere  der 
^  49.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  von  Steiner  ohne  Beweis 
>&itgetheilten  Sätze  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  sich  ableiten 
l^nen,  entsprechend  den  analytischen  Entwickelungen  der  Herren 
Aronhold  (Berliner  Monatsberichte,  Juli  1864),  Clebsch  (Borchardt 
J*  LXni.)  Hesse  (Grelle  J.  XLIX.).    Schliesslich  folgt  noch  eine 
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Andeutung  einer  Untersuchung,  welche  den  Herrn  Verfasser  za 
dem  Resultat  führt,  dass  der  allgemeinen  Curve  vierten  Gradeg 
unendlich  viele  vollständige  FUnfscite  eingeschrieben  werden 
können,  während  Ilen-  LUroth  (Clebsch  Ann.  I.  37 — 53.  s.  Abschn. 
IX.  Cap.  2D.)  auf  analytischem  Wege  gefunden  hat,  dass  diese 
Eigenschaft  nur  einer  besonderen  Gattung  solcher  Curven  zu- 
kommt. Schz. 

M.  W.  Crofton.     Oll    various    properties    of  bicircular 

quartics.      Proc.  of.  L.  M.  S.  II  33-45.  1869. 

Vorausgeschickt  wird  ein  bekannter  Satz,  welcher  mehreren 
der  folgenden  Sätze  zu  Grunde  liegt,  nämlich:  Sind  1,  2,  3,4 
irgend  4  Punkte,  welche  ein  convexes  Viereck  bilden,  und  p,, 
Qti  Qi}  Qi  ^^^  Entfernungen  eines  Punktes  Ä  in  ihrer  Ebene  von 
ihnen  und  a,  /?,  y,  ö  die  Flächen  der  Dreiecke  (234),  (341), 
(412),  (123),  und  f  die  Fläche  des  Vierecks,  x  der  Schnitt- 
punkt seiner  Diagonalen,  so  ist 

also  wenn  1,  2,  3,  4  Punkte  eines  Kreises  sind: 

Die  Punkte,  deren  Entfernungen  g,  <r,  r  von  irgend  drei  festen 
Brennpunkten  R,  S,  T  einer  homogenen  linearen  Gleichung 

4:/()+iwa+wT  =  0 
genügen,  bestimmen  eine  Curve,  welche  ein  Bicircular -Oval  ge- 
nannt wird,    l,  m,  n  als  positive  ganze  Zahlen  vorausgesetzt,  ist 
von  den  drei  Ovalen 

—  lg  -{'ma-\-nT  =  0, 

+  /^  ~  ma  -f -  wr  =  0, 

+  /(>  +  wd  —  «r  =  0 
stets  eines  imaginär;  die  beiden  reellen  heissen  conjugirte  Ovilo 
und  werden  unter  dem  Namen  einer  bicircularen  Curve  vieriöf 
Ordnung  (Bicircular  Quartic)  zusammengefasst  Unter  den  uA^ 
getheilten  Eigenschaften  dieser  Curven,  deren  Beweis  oft  bV 
angedeutet  ist,  heben  wir  folgende  hervor:  Der  zu  jedem  Fnn^^ 
eines  Ovales  zugehörige  Gegenpunkt  oder  inverse  Punkt  in  Be- 
zog auf  den  Kreis  der  Brennpunkte,  d.  i.  der  auf  demselb^ 
Durchmesser  befindliche  Punkt  der  Polare,  liegt  aof  demselben 
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al;  je  zwei  solcher  inversen  Funkte  sind  die  Berührungspunkte 
les  das  Oval  doppelt  berührenden  Kreises.  Jedes  Oval  schneidet 
a  Kreis  seiner  Brennpunkte  rechtwinklig  in  Punkten  der 
588ten  oder  kleinsten  Krümmung.  Ein  Bicircular-Oval  hat 
iht  nur  drei,  sondern  vier  Brennpunkte.  Die  vier  Punkte,  in 
Jchen  ein  Oval  von  irgend  einem  Kreise  geschnitten  wird, 
id  die  foci  eines  anderen  jOvals,  welches  durch  die  4  foci  des 
»ten  geht  (ein  von  Derrn  Clififord  mitgetheilter  Satz).  Alle 
'ale,  welche  einen  Brennpunkt  gemein  haben  und  durch  vier 
;te  Punkte  1,  2,  3,  4  eines  Kreises  gehen,  haben  ihre  drei 
deren  Brennpunkte  auf  zwei  Ovalen,  welche  durch  R  gehen 
d  deren  Brennpunkte  die  Punkte  1,  2,  3,  4  sind;  ihre  Glei* 
QUg  ist: 

)rin  a,  ß,  y,  8,  ^, ,  q^,  q^,  Q^  die  oben  angegebene  Bedeutung 
ben.  Der  Bogen  einer  Bicircularcurve  in  einem  Punkte  R 
Ibirt  den  Winkel,  der  von  den  Kreisen  R\3  und  Ä24  gebildet 
rd  (von  Herrn  Clifford).  Die  äusseren  Diagonalpunkte  des 
ennpunktvierecks  sind  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  (secun- 
re  Kreise  genannt),  welche  den  primären  Kreis  der  Brenn- 
nkte,  sowie  alle  confocalen  Ovale  rechtwinklig  schneiden,  letztere 
Punkten  grösster  oder  kleinster  Krümmung,  und  in  Bezug  auf 
ilche  ebenfalls  jedes  Oval  seine  eigene  inverso  Curve  ist.  Alle 
ttfocalen  Ovale  bilden  zwei  Familien;  nur  zwei  Ovale  ver- 
Wedener  Familien  schneiden  sich,  und  zwar  rechtwinklig.  Es 
rden  noch  weitere  Analogien  mit  den  Kegelschnitten  angeführt, 
•ei  der  Brennpunkte  jedes  Ovales  liegen  innerhalb,  die  beiden 
deren  ausserhalb  desselben.  Es  werden  Bedingungen  aufge- 
llt für  die  relative  Lage  zweier  conjugirter  Ovale  und  folgende 
Dstruction  einer  solchen  Curve  angegeben:  Man  ziehe  die 
eise  iÄ3  und  2Ä4  und  irgend  einen  dritten  Kreis,  welcher 
i  Bogen  Rl  und  Ä2  berührt,  ohne  den  Kreis  (1234)  zu  schnei- 
u,  und  suche  auf  der  gemeinsamen  Centrale  dieses  Kreises  und 
8  Kreises  (1234)  diejenigen  beiden  Punkte,  welche  in  Bezug 
!  beide  Kreise  conjugirt  sind,  so  sind  dies  zwei  Punkte  des- 
Qigen  Ovales,  welches  den  Winkel  iR2  halbirt.  Schz. 


i 


420    Vm.  Abachnitt   Reine,  elementare  u.  sjnthetische  Oeometrie. 

W.  A.  Whitworth.     La  spirale  dquiangle,  ses  principal 
propridt^s  prouvees  gdom^triquement.   Traduit  de  Mt 

senger.     Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  5-16.  1869. 

W.  A  •Whitworth.  Note  additionnelle  k  la  spirale  &iuiangl 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  38-40.  1870. 

Die  zuerst  genannte  Arbeit  enthält  eine  Zusammenstellan 
der  wichtigsten  Eigenschaften  der  gleichwinkligen  Spirale  neb 
den  geometrischen  Beweisen  fttr  dieselben.  Auch  werden  geom* 
trische  Constructionen  fttr  die  Schwerpunkte  des  Bogens  und  ii 
Flächeninhaltes  dieser  Curve  angegeben.  Als  Definition  wii 
folgende  genommen:  Eine  jede  Curve,  welche  so  beschaffen  ie 
dass  sie  von  einem  festen  Punkte,  dem  Pole,  ausgehend,  zwischi 
diesem  Punkte  und  irgend  einem  andern  in  ihr  gelegenen  ein^ 
Bogen  liefert,  der  immer  sich  selbst  ähnlich  ist,  wird  eine  gleie 
winklige  Spirale  genannt.  Die  Beweise  der  Sätze  werden  n 
Hilfe  der  Eigenschaften  ähnlicher  Curven  geführt. 

Die  hinzugefügte  Note  betrifft  wesentlich  folgenden,  in  d 
ersten  Arbeit  hergeleiteten  Satz:  Wenn  man  auf  dem  Leitstral 
der  Spirale  Dreiecke  construirt,  welche  einem  gegebenen  fthnli 
sind,  dann  ist  der  geometrische  Ort  der  dem  Leitstrahl  geg€ 
überliegenden  Ecke  eine  Spirale,  die  der  ursprünglichen  äholi 
ist.  Besonders  hervorgehoben  wird  die  physikalische  Anwendu 
dieses  Satzes  auf  Refraction  und  Reflexion  des  Lichtes.  D 
Schluss  bildet  die  Erörterung  des  Ueberganges  einer  gleichwin 
ligen  Spirale  in  den  Kreis.  T. 

Emil  Weyr,     Construction   des  Krtlmmungskreises  fl 

FuSSpunktCUrven.     Wien.  Ber.  LIX.  169-177.  1869. 

Der  Verfasser  definirt  zuerst  die  Fusspnnktencunren  i 
geometrischen  Ort  der  Fusspunkte  aller  Lothe,  die  von  einei 
festen  Punkte  0  (dem  Pole)  auf  sämmtliche  Tangenten  eioi 
gegebenen  Curve  C  (der  Directrix)  gefällt  werden.  Er  er^rtki 
alsdann  einige  Eigenschaften  der  Fusspunktenourren,  die  u 
dieser  Definition,  verbunden  mit  bekannten  Sätzen,  henrorgebei 
So :  Ist  die  Directrix  von  der  Ä««"  Classe,  so  ist  die  Fnsspiiiiktei 
curve  im  Allgemeinen  von  der  2^*'*"  Ordnung,  und  besitsi  i 
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Pole  einen  A- fachen  Punkt.  Einer  Doppeltangente  der  Directrix 
eütspricht  ein  Doppelpunkt  der  Fusspunkteneurve,  und  einer  In- 
flexionstangente  der  Directrix  eine  Spitze  der  Fusspunkteneurve. 
Hierauf  wird  die  Constructiou  der  Tangente  in  einem  Punkte 
der  Fusspunkteneurve  angegeben;  dieser  Punkt  sei  p,  er  liege 
auf  der  Tangente  der  Directrix  welche  letztere  im  Punkte  n  be- 
röhrt; beschreibt  man  um  das  bei  p  rechtwinklige  Dreieck  npO  einen 
Kreis,  so  ist  die  Tangente  dieses  Kreises  in  p  zugleich  die  Tan- 
gente der  Fusspunkteneurve  in  p. 

Dann  geht  der  Verfasser  zur  Betrachtung  des  Krümmungs- 
kreises in  einem  Punkte  der  Fusspunkteneurve  liber.  Mit  Zu- 
hilfenahme bekannter  Sätze  von  den  Kegelschnitten  gelangt  er  zu 
folgendem  Resultat:  Ist  t  eine  Tangente  der  Directrix  C,  deren 
Berührungspunkt  n  ist,  und  entspricht  dieser  Tangente  der  Punkt 
P  der  Fusspunkteneurve  F,  so  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  M 
von.  F  in  p  —  der  Mittelpunkt  jenes  Kegelschnitts,  welcher  den 
Pol  0  zum  Brennpunkt  hat  und  die  Directrix  C  im  Punkte  n 
einfach  osculirt.  Durch  Specialisirung  ergiebt  sich  weiterhin: 
Die  Fusspunkteneurve  F  einer  Curve  C  bezüglich  des  Poles  0 
besitzt  so  viele  Inflexionstangenten,  als  es  Parabeln  giebt,  welche 
0  zum  Brennpunkte  haben  und  die  Directrix  C  osculiren;  die 
luflexionspunktc  sind  die  denBerührungstaiigenten  dieser  Parabeln 
entsprechenden  Punkte. 

Der  Verfasser  giebt  nun  die  Constructiou  des  Krüramungs- 
mittelpunktes  M  zur  Fusspunkteneurve  F  im  Punkte  p,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Krümmungskreis  zur  Directrix  C  im  ent- 
sprechenden Punkte  n  bereits  gegeben  ist.  Es  kommt  hierbei 
darauf  an,  den  Kegelschnitt,  der  in  0  einen  Brennpunkt  besitzt 
^öd  den  gegebenen  Kreis  in  n  osculirt,  zu  bestimmen.  Sein 
Mittelpunkt  M  (zugleich  Mittelpunkt  des  gesuchten  KrUmmungs- 
kfeiscs)  wird  durch  Umkehrung  der  bekannten  Construction  des 
'^''öinniungskreises  an  Kegelschnitten  gewonnen.  Schliesslich 
"Hdet  sich  noch  eine  Bemerkung  für  den  Fall,  dass  die  Tan- 
gente an  die  Directrix  durch  0  geht.  Mz. 
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Emil  Weyr.     lieber   die  Identität  der  Brennlinien  mit 

den   FuSSpunktCUrven,      Scblömilch  z.  XIV.  376-381.  1869. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  folgenden  Satz:  Bleibt 
der  eine  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  fest,  während  der  Kegel- 
schnitt eine  feste  Curve  C  nach  und  nach  in  den  aufeinander- 
folgenden Punkten  einfach  osculirt,  so  beschreibt  der  zweite 
Brennpunkt  die  Brennlinie  B  der  Curve  C.  Er  giebt  hierauf  zwei 
Constructionen  von  Punkten  der  Brennlinie,  von  denen  die  eine 
sich  auf  den  oben  angeführten  Satz  sttltzt,  wogegen  die  zweite 
aus  einer  Betrachtung  harmonischer  Strahlbttschel  hervorgeht 
Zum  Schluss  gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Satz,  dass  die  Evo- 
luten der  Fusspunktcurven  und  die  Brennlinien  ftir  irgend  eine 
beliebige  Curve  ihrer  Natur  nach  identisch  sind.  Die  ersten  sind 
nämlich  Verjüngungen  im  Verhältniss  1:2  der  zweiten. 

Mz. 

E.   Bertini.     Nuova    dimostrazione    del    teorema:    I>tie 
curve  punteggiate   projettivameute    sono    dello   ste&so 

genere   p.    BattagUni  G.  VII  105.  1869. 

Der  Beweis  des  im  Titel  angeführten  Satzes  ist  sjntheti^cli 
und  stutzt  sich  auf  Eigenschaften  der  Doppel-  und  Rtlckk^lir- 
punkte.  Mz. 


B.    Räumliche  Gebilde. 

G.  Wenzel.  Ueber  die  einfachste  allgemeine  Beziehixng 
zwischen  räumlichen  Gebilden.    Breslau  1870. 

Siehe  Absch.  IX  Cap.  5. 

W.  FuHKMANN.  Ueber   Abhängigkeit  geometrischer   Ge- 
bilde.   Pr.  Königsberg  1870. 

H.  G.Zeuthen.   Sur  les  points  fondamentaux  de  deux  s^^r- 
faces  dont  les  points  se  correspondent  un  kun.   c.  R.  L»^^- 

742.     1870. 

Ein  geometrischer  Beweis    der    wichtigen    Lehrsätze    ^^^ 
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ßiemann  und  Clebacb,  wonach  eine  gewisse  Function  der  Singu- 
laritätenzahlen einer  Curve  oder  einer  Fläche  bei  einer  doppelt 
rationalen  Transformation,  oder  geometrisch,  bei  einer  ein-  ein- 
deutigen Beziehung  der  Punkte  zweier  Curven  oder  Flächen  auf- 
einander, denselben  Werth  behält,  hat  den  Verfasser  zugleich  zu 
einem  Ausdrucke  gefllhrt^  welcher  die  Anzahl  der  Fundamental- 
punkte so  aufeinander  bezogener  Flächen  mit  den  Singularitäten- 
zahlen in  Beziehung  setzt.  Unter  Fundamentalpunkten  sind  näm- 
lich diejenigen  Ausnahmepunkte  zu  verstehen,  denen  anstatt  eines 
einzigen  Punktes  alle  Punkte  einer  Curve  entsprechen.  Be- 
deuten n,  und  fi,  die  Ordnungen,  r^  und  r,  die  Klassen,  ß^  und 
^1  die  Anzahlen  der  Spitzen  zweier  in  der  angegebenen  Weise 
'uf  einander  bezogenen  Curven,  P,  und  P,  zwei  veränderliche 
ntsprechende  Punkte  auf  ihnen,  uudf  A^  und  A^  zwei  feste 
^unkte,  so  wird  die  Curve  D  von  der  Ordnung  m, +Wt  unter- 
geht, welche  der  Ort  fllr  die  Schnittpunkte  von  A^P^  und  A^P^ 
t.  Es  findet  sich,  dass  von  A^  r,  4-Ä+2.W,  gerade  Linien 
losgehen,  deren  jede  entweder  Tangente  ist  oder  eine  Spitze 
)ii  D  enthält,  und  dass  von  A^  ^, +A4-2.W,  derartige  Gerade 
iBgehen.  Aus  der  Gleichheit  dieser  zwei  Ausdrücke  für  den 
'erth  der  Summe  der  Klassenzahl  und  der  Anzahl  der  Spitzen 
>u  Z>,  folgt  die  Riemann'sche  Gleichung 

f72 ^  '  "'  "'-^  '~~ 172" ^  •  -rPth 

o  die  8  die  Anzahlen  der  Doppelpunkte  sind,  nach  Anwendung 
'r  Plücker'schen  Formeln.  Indem  nun  ein  analoges  Verfahren 
if  zwei  Flächen  angewendet  wird,  deren  Punkte  in  der 
^gegebenen  Weise  auf  einander  bezogen  sind,  ergiebt  sich  die 
leichung: 

t-f*,  =  (w;-2a,  +  v.^  2t, -i-3w.) -<(«;- 2a, +  i/,-2r,  + 3fO, 
^0  iij  und  w,  die  Ordnungen,  n\  und  n\  die  Klassen,  a,  und 
t  die  Klassen  eines  ebenen  Schnittes,,  y,  und  v^  die  Klassen 
^er  Cuspidalcurve,  r,  und  r,  die  Ordnungen  derselben,  und  end- 
ieh  ft,  und  ^,  die  Zahlen  der  .Fundamentalpunkte  für  die  bei- 
ien  Flächen  bedeuten.  Seht. 
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Thomas  Cotterill.  On  a  correspondence  of  points,  such 
that  a  curve  of  the  nth  order  in  one  plane  corresponds 
to  a   curve   of  the  4fith  in  another  plane,  with  three 
multiple  pointß   of  the    order  n  on  the  line  of  inter- 
section  of  the  planes,  and  three  other  multiple  points 

of  the   Order   2«.  Proc.  of  L.  M.  S.  II.  119-125.  1869. 

Sind  1)  2,  3,  4,  5,  6  beliebige  Punkte  im  Baume,  von  denen 
nicht  vier  in  einer  Ebene,  niebt  drei  in  einer  Geraden  liegen; 
ist  A  die  Ebene  der  drei  ersten,  B  die  Ebene  der  drei  letzten, 
schneiden  die  Seiten  23,  31,  12  des  Dreiecks  123  in  A  die 
Schnittlinie  /  von  A  und  B  resp.  in  den  Punkten  1',  2',  3';  die 
Seiten  56,  64,  45  in  B  ferner  /  resp.  in  4',  5',  6',  ist  endlich 
7  irgend  ein  Punkt  von  Ay  verschieden  von  den  ausgezeichneten 
Punkten  1,  2,  3,  4',  5',  6',  so  wird  das  KegelschnittbUschel  durch 
1237  auf  /  eine  Involution  bestimmen,  und  alle  Kegelschnitte, 
welche  in  B  durch  4,  5,  6  und  zwei  entsprechende  Punkte  dieser 
Involution  auf  /  gelegt  werden  können,  schneiden  sich  im  Ali- 
gemeinen in  einem  Punkte  8.  So  entspricht  im  Allgemeinen 
jedem  Punkte  der  Ebene  A  ein  Punkt  der  Ebene  B  und  umge- 
kehrt. Die  Punkte  der  Geraden  /,  ausgenommen  die  ausge- 
zeichneten Punkte  1',  2',  3',  4',  5',  6',  entsprechen  sich  selbst 
Den  Punkten  4',  5',  6'  entsprechen  jedoch  alle  Punkte  der  Geraden 
56,  64,  45  resp.  und  umgekehrt,  und  den  Punkten  1,  2,  3  resp. 
alle  Punkte  der  Kegelschnitte  4562'3',  4563'!',  456 1'2'  und  um- 
gekehrt. Die  allen  Punkten,  ausgenommen  die  Punkte  1,  2, 3 
der  Geraden  12,  23,  31  entsprechenden  Punkte  fallen  daher 
zusammen  resp.  in  3',  1',  2',  und  die  allen  Punkten  der  Kegel- 
schnitte 123{4'5',  5'6',  6'4'|,  ausgenommen  die  Punkte  1,  2,  3,  ent- 
sprechenden fallen  zusammen  resp.  in  6,  4,  5.  Jeder  Curve  C» 
n*«^*'  Ordnung  in  A  entspricht  daher  in  B  eine  Curve,  welche  io 
V,  2',  3'  drei  n  fache  und  in  4,  5,  6  drei  2n  fache  Punkte  befli^^ 
l  in  denselben  n  Punkten  schneidet  und  demnach  vom  4**'' 
Grade  ist.  Geht  die  Curve  Cn{ ja 26 3c4a'56'6c'}  amal  durch  1» 
a'mal  durch  4'  etc.,  so  zerfällt  die  in  B  entsprechende  Curve 
C4n  in  eine  Curve  Cy\4abß6y  ll'2^'3y'}  und  die  resp.  a,  b,  cfechen 
ausgezeichneten  Kegelschnitte  und  die  resp.  a',  6',  c^facben  äus- 
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ßhneten  Geraden,  so  dass 

a  =  2n  —  2'a  —  V—  c\    a'  zz^n  —  h  —  c  etc. 
ngsweise  wird  von  den  Herrn  Cayley  und  W.  K.  Clififord 
iUsammenhang  dieser  Transformation  mit  Herrn  Gremona's 
neiner  Theorie  angegeben.  Scbz. 

iiNDELöF.  Propridt^s  g^n^rales  des  poly^dres  qui, 
US  une  ^tendue  superficielle  donn^e,  renferinent  le 
iis  grand  volume.    Bull,  de  St.  P6t.  XIV.  257-269.  1869. 

lerleitung  folgender  zwei  Sätze:  1)  Unter  allen  Polyedern, 
le  gleiche  Oberfläche,  gleiche  Anzahl  und  gegenseitige  Nei- 
der Seiten  besitzen,  hat  das  einer  Kugel  umschriebene 
grössten  Bauminhalt;  2)  ist  nur  die  Oberfläche  und  die 
nzahl  eines  convexen  Polyeders  gegeben,  die  gegenseitige 
mg  der  Seiten  aber  unbestimmt,  so  ist  das  Polyeder  von 
tem  Volumen  einer  Kugel  umschrieben  und  die  Bertthrungs- 
te  fallen  in  die  Schwerpunkte  der  Seiten. 
}eide  Sätze  waren  schon  von  Steiner  vermuthet .  und  fttr 
eile  Fälle  bewiesen  worden.  Der  Beweis  obiger  Sätze  ist 
.Itnissmässig  einfach  und  mit  Hülfe  von  geometrischen  und 
tesimal-Betrachtungen  durchgeführt.  B. 

TURM,     üeber  Singularitäten  der  allgemeinen  Fläche 

-'■   Ordnung.      Borchardt  J.  LXXII  350-359.  1870. 

rlerr  S.  giebt  für  die  in  Salmon-Fiedler*s  analytischer  Geo- 
e  des  Raumes  Bd.  II,  §  325-339  behandelten  Probleme  neue, 
geometrische  Beweise.  K. 

TÜRM.  Sur  la  surface  envelopp^e  par  les  plang, 
i  coupent  une  courbe  gauche  du  4*^°^®  ordre  et 
^"™«  espfece  en  quati-e  points  d'un  cercle.    Brioschi  Ann. 

IV.  73-86.  1870.  K. 

Reye.  Die  algebraischen  Flächen,  ihre  Durch- 
ingungscurven,  Schnittpunkte  und  projectivische  Er- 

Ugung.      Clebsch  Ann.  II.  475-504.  1870. 

äerr  R.  geht  von  den  Jacobi'Bchen  Sätzen  Über  die  Durch- 
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dringungscurven  und  Schnittpunkte  von  2  oder  3  algebraiscben 
Flächen  (Grelle  XV  299)  aus,  begründet  dieselben  zum  Theil  rein 
geometrisch  und  entwickelt  dann  eine  grosse  Anzahl  neuer  Sätze, 
welche  über  die  projectiviscbe  Erzeugung  algebraischer Raumcarren 
und  algebraischer  Flächen  wichtige  Aufschltlsse  geben.  Bedeute 
Fp  eine  algebraische  Fläche  p"*'  Ordnung,  C«  die  Durchscbnitti- 
curve  einer  Fp  und  F^,  [w,  p,  q]  die  Gruppe  der  n.p.q  Schnitt- 
punkte von  Fp,  F^,  F*,  so  stellt  Herr  R.  zunächst  die  AozaU 
von  Punkten  fest,  welche  zur  Bestimmung  einer  Cp^  auf  einer 
Fp  gegeben  sein  müssen;  daraus  folgt  die  Zahl  der  Punkte^  die 
zur  Bestimmung  eines  auf  Fp  gelegenen  Cürvenbüschels  np^ 
Ordnung  erforderlich  sind,  resp.  zur  Bestimmung  einer  Punkt- 
gruppe [nwp].  Zwei  auf  derselben  Fp  gelegene  Curven  Cm  ood 
Cp*  schneiden  sich  in  der  Punktgruppe  [p,  q, «]-  —  Die  Bfr 
trachtung  der  Flächen  und  Curven,  welche  durch  eine  solche 
gelegt  werden  können,  füllt  ein  ergebnissreiches  Capitel,  auf  das 
sich  folgende  Sätze  über  die  projectiviscbe  Erzeugung  der  alg^  , 
braischen  Raumcurven  und  Flächen  gründen:  „Die  allgemeine  auf 
einer  Fläche  q^^"^  Ordnung  gelegene  Curve  (w-t-p)  7**^'"  Ordnung  kann 
nicht  durch  projectiviscbe  Curvenbüschel  p'*"'  und  w**'  Ordnung 
erzeugt  werden,  sondern  nur  die  besondere  Art  derselben,  welche 
eine  Punktgruppe  [ti,n,q]  enthält;  aber  för«>2  entsteht  jede 
C^'"  auf  unzählig  viele  Arten  durch  zwei  projectiviscbe  Curven- 
büschel 2.2'**^  und  2 (*- 2)"'' Ordnung^*.  „Enthält  eine  Fläche 
n-rp^^'  Ordnung  eine  Gruppe  [w,  n,  w]  (ob  die  allgemeine  P^'  ■., 
eine  solche  immer  enthalten  muss,  hat  Herr  K.  noch  nicht  er-  ■ 
mittein  können),  so  lässt  sie  sich  durch  zwei  reciproke  Flächen- 
bttndel  «'*'"  und  p^*"'  Ordnung  erzeugen,  jede  F*  entsteht  durch 
Bündel  1»**'  und  ä— T",  2^^'  und  s-2^*"  Ordnung/* 

In  Betreff  der  Ergebnisse,  welche  die  Theorie  der  Polaren 
aus  den  angedeuteten  Sätzen  liefert,  möge  auf  die  wichtige  QO^ 
und  inhaltreiche  Abhandlung  selbst  verwiesen  werden.       K. 

H.  Schubert,   Geometrische  Bestiummiig  der  zu  eine^x 
Fläche    beliebiger    Ordnung    gehörigen    Hesae'achö^ 

Kernfläche.  Schlömilch  Z.  XV.  126-129.  1870. 

Die  Hesse'sche  Determinantenfiäche  oder  Steiner'ache  Kef 
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he  lässt  sich  bekanntlich  definiren  als  Ort  der  Punkte,  fQr 
ehe  die  quadratischen  Polarflächen  in  Kegel  degeneriren. 
Anzahl  der  Kegel,  welche  in  der  einfach  unendlichen  Schaar 

quadratischen  Polarflächen  vorkommen,  die  zu  sämmtlichen 
ikten  einer  Geraden  gehören,  bestimmt  den  Grad  der  Fläche. 
se  Zahl  wird  durch  die  Ghasles*sche  Methode  der  Charakte- 
ken  gewonnen,  d.  i.  durch  Bestimmung  der  Zahlen  (a,  v,  g^ 

welchen  die  ersten  die  Anzahl  derjenigen  Flächen  unter  der 
achteten  einfach  unendlichen  Schaar  angiebt,  welche  durch 
nd  einen  Punkt  des  Raumes  gehen,  die  zweite  die  Anzahl 
Br,  welche  irgend  eine  Gerade  berühren,  und  die  dritte  end- 

clie  Anzahl  derer,  welche  irgend  eine  Ebene  tangiren.  Aus 
Theorie  der  Polaren  folgt  ^  =  n— 2,  v  =  2(n-2),  q  =  3(n— 2). 
}  diesen  Zahlen  bestimmt  der  Verf.  unmittelbar  durch  syn- 
tische  Schlusöfolge  den  Grad  der  Kernfläche  auf  4C/i— 2). 

Sehn. 

Weyr,  Construction  der  Hauptkrtimmungshalbmesser 
and  der  HauptkrUmmungsrichtungen    bei    beliebigen 

Flächen.      Clebach  Ann.  III  228-234    1870 

lieber  die  Abhandlung  ist  referirt  bei  Besprechung  des 
rkes  ,,E.  Weyr,  Geometrie  der  räumlichen  Erzrugnisse  eiii- 
Jideutiger  Gebilde,  insbesondere  der  Regelflächen  dritier  Ord- 
ig  1870.*'  Note  B.  daselbst  giebt  den  wesentlichen  Inhalt. 
le  Abschn.  IX.  Cap.  3.  A.  Sehn. 

LPHEN,  Th^or^nies  sur  les  normales  communes  k  des 
lurfaces  et  k  des  courbes.  lost,  i  eect.  xxxviii  254.  1870. 
Herr  Halphän  bemerkt,  dass  einige  von  den  Resultaten, 
ehe  Herr  Mannheim  durch  unendlich  kleine  Verrückungen 
Ar  Systeme  gewonnen  habe,  sich  auch  leicht  aus  einer  von 
laufgestellten  Formel  ergeben  und  citirt  unter  anderem  den 
a,  den  er  mit  Hülfe  derselben  hergeleitet.  Die  Zahl  der  Nor- 
Icn,  welche  zwei  Flächen  gemeinsam  sind,  ist  gleich  dem 
wluct  der  Anzahl  der  Normalen,  welche  sich  von  einem  Punkt 
jede  der  Flächen  legen  lassen,  vermehrt  um  das  Product  der 
2ahl  derjenigen,  welche  in  einer  Ebene  enthalten  sind. 

Sehn. 

(»tnaekr.  d.  Math.  II.  2.  29 
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giebt  nun  hier  die  Construction  von  p,,  p'J,  fi',,  n'l  an. 
beiden  Punktenpaare  p'^n^  und  p'^n'^  ergeben  dieselbe  F 
zweiten  Grades;  aber  bei  dem  einen  Paare  erhält  mai 
durch  P  und  JI  gehenden  Geraden  aus  der  einen  6er; 
schaar  der  Fläche  zu  Axen  der  EbenenbUschel,  bei  dem  an 
Paare  die  durch  P  und  11  gehenden  Geraden  aus  der  a: 
Geradenschaar.  Die  beiden  Punkte  p'^p'^  (und  gleichzeitig 
so  ^o^ö)  sind  zugleich  reell  oder  imaginär.  Im  ersteren 
erhält  man  ein  einschaliges  Hyperboloid,  im  andern  ein 
schaliges  Hyperboloid  oder  ein  Ellipsoid.  Es  folgt  nun  Nä 
über  die  Construction  dieser  Flächen. 

Durch  die  Annahme  von  nur  8  Punkten  des  Raumes 
der  Verfasser  zur  Betrachtung  der  liaumcurven  vierter  Ord 
und  erster  Species  Über,  wendet  hierauf  das  FrQhere  an 
giebt  unter  Anderem  die  Construction  der  Tangenten  der  fi 
curve  in  jedem  dieser  8  Punkte,  durch  die  sie  bestimmt  isl 

Hierauf  werden  nur  7  Punkte  des  Raumes  als  gegebei 
genommen;  diese  bestimmen  eine  doppelt  unendliche  Schaai 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  alle  durch  einen  assoc 
achten  Punkt  mit  hindurchgehen.  Es  wird  dies  mit  HQlf( 
vorher  Gegebenen  nachgewiesen,  und  auch  die  Constructioi 
gieii  Punktes  gezeigt. 

Es  folgt  nun  noch  eine  längere  Behandlung  des  Fallei 
welchem  nur  6  Punkte  gegeben  sind.  Dann  wird  zu  einen 
liebigen  7""  Punkte  der  diesem  und  den  6  gegebenen  assoi 
8**"  Punkt  gesucht.  Der  Verfasser  giebt  hier  viele  i 
über  den  Ort  des  S**'"  Punktes,  wenn  der  7***  einen  gegeb 
Ort  durchläuft.  Mz. 

H.  Müller,      lieber    eine   geometrische  Verwandtsc 

fünften   Grades.     ClebacL  Ann.  II  281-293.     1869. 

Der  Verf.  behandelt  die  Aufgabe,  welche  Herr  Sturm  in 
obigen  Arbeit  am  Anfange  gegeben  hat  Die  Besultate  sind 
selben,  wie  dort  mitgetheilt.  Weiterhin  findet  sich  aber  eine 
Wendung  auf  ebene  Curven  drittes  Grades.  Es  wird  die 
gäbe  gelöst:  Wenn  von  den  9  Durchschnittspunkten  zweier  Ca 
dritten  Grades  8  gegeben  sind,  den  neunten  linear  zi:^  eonstrui 
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Ferner  wird  die  Gonstruction  einer  durch  9  Punkte  bestimmten 
Cunre  dritter  Ordnung  angedeutet.  Mz. 

JoEBRES.  Einige  allgemeine  Satze  über  ebene  Curven 
und  über  Flächen  mit  Anwendungen  auf  Curven  und 
Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung.    Borchardt  J.  LXXn. 

827-339.    1870. 

Wenn  die  ebene  Curve  p2n  (der  Index  bezeichnet  zugleich 
den  Grad  einer  Curve)  durch  zwei  projectivische  Büschel 

(AnBnCn...)       UUd       {A',  B',  C!, . . .) 

entstanden  gedacht  werden  kann,  dann  kann  sie  auch  durch 
zwei  andere  projectivische  Büschel: 

(i4«i4lX'..0       und       (ßnß'nB'n...^ 

entstanden  gedacht  werden ;  es  haben  die  Curven  dieser  Büschel 
die  Eigenschaft,  dass  die  dreimal  n'  Schnittpunkte: 

inf  derselben  Curve  Sn  liegen.    Man  kann  die  6  Curven : 

Bo  ordnen,  dass  je  zwei  aufeinanderfolgende  (die  letzte  und  erste 
tnch  als  solche  betrachtet)  sich  auf  P?»,  je  zwei  gegenüberliegende 

dagegen  auf  S«  schneiden:  il„C«,  ChäI,  B'nAn.  Diese  Anord- 
nung wird  eine  geschlossene  Kette  der  6  Curven  genannt.  In 
dem  Folgenden  wird  nun  gezeigt,  dass  die  Erflillung  irgend  einer 
der  Bedingungen,  dass  sich  auf  einanderfolgende  Glieder  einer  ge- 
schlossenen Kette  auf  P2»  oder  gegenüberliegende  auf  S„  schnei- 
den, die  Erfüllung  der  andern  nach  sich  zieht. 

Femer  wird  gezeigt,  dass  man  durch  andere  Anordnung  der 
Kettenglieder^  im  Ganzen  4  geschlossene  Ketten  erhalten  kann, 
BO  dass  die  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegenden  Glieder 
Bnf  der  Curve  S„  liegen.  Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  eine 
jede  der  4  zu  S«  gehörigen  Curven  P2«  auf  doppelte  Weise  durch 
*wei  projectivische  Curvenbüschel  entstanden  gedacht  werden 
^n;  die  Beziehungen,  in  denen  diese  Curven  P?»  zu  einander 
*ehen,  werden  dann  erörtert. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Curve  Pn-^m  durch  zwei  projecti- 

^he  Curvenbüschel  (i4„ß„C,»...)  und  (ilI»B'uC»...)  entstanden 
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sei  und  bezeichnet  Kn-m  eine  beliebige  Curve  von  der  Ordnm 
n—m^  dann  kann  man  die  Curve  P„+„.fl„-a»  auf  doppelte  Weil 
durch  zwei  projectivische  Curvenbüschel  entstanden  ansehe 
Hieran  knüpfen  sich  dann  analoge  Untersuchungen  über  dieg 
schlossene  Kette  von  sechs  Curven  wie  vorhin. 

Die  Anwendung  der  vorstehenden  Entwickelungen  auf  Gurv 
zweiter  Ordnung  führt  zum  Pascarschen  Satz,  zu  der  Umkehnu 
und  zu  einer  Erweiterung  desselben.  Auch  auf  Curven  dritt 
und  vierter  Ordnung  werden  einige  Anwendungen  gemacht 

Bezeichnen  nun  AnB^  und  die  übrigen  Symbole  FUch( 
von  der  Ordnung,  die  der  Index  ausdrückt,  so  gewinnt  mai 
mutatis  mutandis,  für  Flächen  ganz  analoge  Sätze  wie  für  Corre] 
Diese  Sätze  mit  ihren  Anwendungen  auf  Flächen  zweiter  un 
dritter  Ordnung  bilden  den  zweiten  Theil  der  Arbeit,       T. 

R.  Sturm,  Untersuchungen  über  das  Flächennetz  zweite 

Ordnung.     Borchardt  J.  LXX,  212-246.  1869. 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  eingehend  mit  der  syi 
thetischen  Ableitung  der  Eigenschaften  eines  Flächennetzi 
zweiter  Ordnung.  Ein  solches  umfasst  die  zweifach  unendlic 
vielen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  7  irgendwie  g 
legene  Punkte  gehen,  und  ausserdem  noch  einen  durch  die  La( 
dieser  7  Punkte  bestimmten  achten  Punkt  gemein  haben.  Diir( 
jeden  Punkt  des  Raumes  geht  ein  zu  dem  Netze  gehörig 
Flächenbttschel ,  durch  je  zwei  Punkte  eine  einzige  Fläche  d 
Netzes.  Die  sämmtlichen  Flächen  eines  Flächenbttschels  i 
Netzes  haben  eine  Grundcurve  vierter  Ordnung  gemein.  I 
zweifach  unendlich  vielen  Grundcurven  des  Netzes  haben  kei 
andern  Punkte  als  dessen  Grundpunkte  gemein.  Vier  unter  ihn 
treffen  zugleich  zwei  beliebig  angenommene  Gerade ,  36  v 
ihnen  berühren  zugleich  zwei  Ebenen.  Was  die  dreifach  unei 
lieh  vielen  auf  den  Flächen  des  Netzes  liegenden  Geraden  i 
betrifil,  so  bilden  dieselben  einen  Strahlencomplex  dritten  Grac 
und  dritter  Klasse.  Weitere  auf  die  Polareigenschaften  d 
Netzes  basirte  Untersuchungen  ergeben  Resultate,  von  denen  di 
jenigen  erwähnt  werden  mögen,  welche  einige  der  Zahlen  i 
die  55  Elementarcharakteristiken  der  Flächen  und  Kegel  zwdl 
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Orlmmg  bestätigen,  nämlich,  dass  von  den  durch  7  Punkte  ge- 
beaden  Flächen  4  zwei  gegebene  Gerade  berühren,  6  eine  ge- 
gebene Gerade  und  eine  gegebene  Ebene,  9  zwei  gegebene 
Ebenen  berühren,  und  dass  von  den  durch  7  Punkte  gehenden 
Kegeln  8  eine  gegebene  Gerade  berühren.  Es  ergiebt  sich  ferner 
m  diesem  Zusammenhange  das  bekannte  Resultat,  dass  12 
Flächen  eines  Flächenbüschels  eine  allgemeine  Fläche  zweiter 
Ordnung  berühren.  Den  Schluss  der  Abhandlung  bildet  die  Be- 
handlung des  Falles,  wo  die  7  Grundpunkte  des  Netzes  auf 
einer  und  derselben  cubischen  Raumcurye  liegen,  die  dann  allen* 
Flächen  des  Netzes  gemeinsam  ist.  Seht. 

H,  Müller.     Der  Fläclienbüschel    zweiter  Ordnung  in 
synthetischer  Behandhing.    Clebsch  Ann.  l  627-633.  1870. 

Die  Eigenschaften  des  FlächenbUschels  zweiter  Ordnung  wer- 
i^n  durch  synthetische  Betrachtung  aus  den  Sätzen  über  ebene 
^^elschnittbüschel  gewonnen.  Sehn. 

J«  Schubert.     Eine    geometrische   Eigenschaft    der   16 
Kugeln,  welche  4  beliebig  gegebene  Kugeln  berühren. 

Schlömilch  Z.  XIV.  506-513.    1869. 

8..  Schubert.     Metrische  Relationen   zwischen  den  Ra- 
dien   der    16    Kugeln,    welche    4   Kugeln    berühren. 

Schlömilch  Z.  XIV.  513-516.  1869. 

Aus  den  Sätzen,  welche  über  Aehnlichkeits -  und  Chordal- 
C^bilde  und  Berührung  der  Kugeln  gelten,  wird  der  Satz  herge- 
'^tet,  dass  die  16  Kugeln,  welche  4  Kugeln  berühren,  eine  solche 
^^e  haben,  dass  sich  24  neue  Kugeln  finden  lassen,  von  denen 
^üe  jede  8  der  berührenden  16  berührt,  und  dass  es  32  neue,  auch 
^U  den  24  verschiedene,  giebt,  von  denen  eine  jede  6  der  berühren- 
^«1 16  berührt.  Zwischen  den  Radien  der  berührenden  16  Kugeln 
^Btehen  6  von  einander  unabhängige  Relationen,  von  denen  5 
^  der  zweiten  der  obengenannten  Abhandlungen  aufgestellt 
'^Tden.  T. 
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R  NiEMTSCHicK.  Einfache  Construction  windschief 
Hyperboloide  und  Paraboloide  mit  ihren  eben^ 
Schnitten  und  Selbstschnitten.     Wien.  Ber.  LXI.  380.  » 

Mz. 

Haag.     Th^or^mes  de  gdom^trie.       Inst.  i.  eect  XXXYI 

213.  1870. 

Die  Note  enthält  die  Mittheilung  zweier  Sätze  ohneBew^ 
Die  Sätze  beziehen  sich  auf  die  Erzeugung  eines  Hyperbolo 
durch  gerade  Linien.  T. 

H.  Müller.     Zur   Geometrie  auf   den   Flächen  zweii 

Ordnung.    Clebsch  Ann.  L  407-423.  1869. 

Gestutzt  auf  die  grundlegenden  Betrachtungen  von  Her 
Th.  ßeye  über  ßaumcurven  dritter  Ordnung  (Th.  Reye,  die  Geom 
trie  der  Lage,  Hannover  1868.  Siehe  Fortschr.  d.  M.  L  p.  ä 
bis  272)  verfolgt  der  Verf.  die  Beziehungen  dieser  Gurven  3 
einander,  sowie  zu  den  Flächen  2***"  Grades.  Im  Laufe  sein« 
streng  synthetischen  Entwickelungen  giebt  er  die  Beweise  fl 
mehrere  Sätze,  welche  Chasles  in  den  ,,Comptes  rendus^^  ohi 
dieselben  veröffentlicht  hat,  z.  B.  „Wenn  eine  Raumcurve  dritt 
Ordnung  7  Punkte  mit  einer  geradlinigen  Fläche  zweiter  Or 
nung  gemein  hat,  so  ist  sie  ganz  auf  dieser  Fläche  gelegen 
oder  „zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche  5  Punkte  gerne 
haben  und  nicht  zusammenfallen,  liegen  auf  einer  Fläche  zweit 
Ordnung."  In  einem  folgenden  Paragraphen  bilden  die  Beii 
hungen  der  Raumcurven  dritter  Ordnung  zu  dem  Strahlencoi 
plex,  von  welchem  Herr  Reye  in  seinem  oben  angezeigten  We 
handelt,  Gegenstand  weiterer  Betrachtung;  es  mag  daraus  h< 
vorgeboben  werden,  dass  alle  Linien  A^  welche  so  gelegen  sii 
dass  die  Ebenen  nach  4  festen  Punkten  p, ,  p, ,  p, ,  p^  ein  ( 
gebenes  Doppelverhältniss  haben,  einen  solchen  Strafalencorop] 
bilden,  für  welchen  die  vier  festen  Punkte  Hauptpunkte  sii 
Daran  schliesst  sich  eine  Untersuchung  über  die  Lage  der  ki 
von  Ebenenbüscheln,  in  denen  Ebenen,  welche  durch  feste  Panl 
gehen,  gegebene  Doppelschnittverhältnisse  haben.  Endlich  g< 
der  Verf.  zur  Behandlung  der  Aufgabe  über,  welche  Herr  Chas 
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in  den  „Gomptes  rendus,  1857  pag.  194*'  gestellt  hat:  „Auf  einem 
Hyperboloide  sind  zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung  gegeben, 
welche  die  Strahlen  der  nämlichen  Eegelschaar  zu  Sekanten 
hallen;  man  soll  die  vier  Durchschnittspunkte  derselben  suchen.'^ 
Auf  die  zahlreichen  Bemerkungen,  welche  der  Verf.  bezüglich 
der*  Yon  ihm  behandelten  Materie  macht,  im  Einzelnen  einzu- 
gelien,  würde  an  dieser  Stelle  zu  weit  flihren.  Sehn. 

MC.  Gardiner.  On  the  inscription,  by  a  simplification 
of  Sir  W.  E.  Hamilton's  process  of  reduction,  of  closed 
ii-gons  in  any  quadric,  so  that  the  sides  of  each  shall 
pass  in  order  through  n  given  points.      Proc.  of  L.  M. 

S.  IL  63-66.  1869. 

Sei    S    eine    gegebene    Oberfläche    zweiter    Ordnung    und 

Oj  a,...a«an+i  sei  irgend  ein  dieser  inschriebenes  offenes  oder 

geschlossenes  Polygon,  dessen  Seiten  a^a^^  a,aj,  ...  arta«+i  der 

Beihe  nach  durch  die  n  gegebenen  Punkte  resp.  o, ,  o, ,  ...  o« 

gehen.    P  sei  eine  beliebige  Ebene,  welche  S  nicht  berührt;  die 

I^nie  0,  0,  treffe  P  in  p^ ,  p,  a^  treffe  S  zum  zweiten  Male  in  6, , 

^Äim  wird,  wie  auch  a,  seine  Lage  auf  der  Oberfläche  ändere, 

^tttj    stets   durch   einen  festen  Punkt  g,  von  o,  o,  gehen.    Die 

^'j^ie  9|  O3  treffe  P  in  p, ,  p^  6,  treffe  S  in  63 ,  dann  wird  63  a^ 

^^ö   Gerade  qf,  O3  stets  in  einem  und  demselben  festen  Punkte  g, 

schneiden,  wie  auch  a,  seine  Lage  auf  S  ändere,    q^  0^  treffe  P 

^"   Vi  >  Ps  *3  treffe  S  in  6^ ,  dann  wird  h^  a^  die  Gerade  g,  0^  stets 

^^     demselben  festen  Punkte  ^3  schneiden  u.  s.  f.     So  erhalten 

•'^^^  ein  Polygon  ßjft, 63...6„a„^i,  dessen  erste  n—\  Seiten  durch 

^^----1  bekannte  Punkte  p, ,  p, , . . .  p»-i  einer  Ebene  gelien,  während 

"*^  letzte  Seite  6„a,_i  durch  einen,  im  Allgemeinen,  ausserhalb 

^^^ser  Ebene  befindlichen  Punkt  p„  =  qn^i  geht.    Ziehen  wir  in 

"^^  Ebene  P  eine  Gerade  L,  so  können  wir  in  ähnlicher  Weise 

^^^11  diesem    ein   drittes   Polygon    a,  c,  C3 . . .  c„_j  6„ a„^_i   ableiten, 

^^«sen  erste  «—2  Seiten  durch  n— 2  feste  Punkte  r, ,  r,,  ...  r^-j 

*^^r  Geraden  L  gehen,  dessen  (n— 1)*«  Seite  Cn-iK  durch  einen 

'^^nkt  e„-i  ausserhalb  L  in  der  Ebene  P,  und  dessen  letzte  Seite 

*^  öji+i  durch  den  Punkt  q^  ausserhalb  P  geht.  Diese  drei  Polygone 
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haben  die  Anfangs-  und  die  Endecken  gemeinsam;  schliesst  sieb 
das  eine,  so  auch  die  beiden  anderen. 

Ist  nun  n  eine  ungrade  Zahl,  so   ist  auch   n—2  ungrade, 
und  die  Linie  a^  c„.i  geht  durch  einen  festen  Punkt  ß  der  Linie 
L.    Die  Aufgabe,  der  Oberfläche  ein  geschlossenes  n-eck  einza- 
schreiben,  dessen  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte  o  gehen, 
reducirt   sich   hiernach  auf  die  Aufgabe,  der  Oberfläche  Sein 
Dreieck   einzuschreiben,   dessen   Seiten   durch   die  drei  Ponkte 
ß^  Qn^i^  Qh,   gehen,   welche   bekanntlich   zwei  Lösungen  giebt. 
Ist  n  grade,   so  ist  n—2  grade  und  die  Linie  a^Cn-^  gehtdureb 
einen  festen  Punkt  y  der  Linie  L.    Die  angegebene  Aufgabe  ist 
daher  zurückgeführt  auf  die  Construction  eines  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  eingeschriebenen  Vierecks  a^  c«_2C«-i  Cna^ ,  dessen 
Seiten  der  Reihe  nach  durch  die  vier  Punkte  y,  r,-.2,  ?•-!,  ^« 
gehen.    Schiesslich  wird  noch  die  Lösung  dieser  beiden  speciell^i 
Aufgaben  besprochen.  Sehz. 

J.  LüROTH.    Eine  Aufgabe  über  Kegelschnitte  im  Bauisi. 

Clebsch  Ann.  lU.  124-133.  1870. 

Die  Aufgabe  lautet:  „Die  Anzahl  der  Kegelschnitte  zu  be- 
stimmen, welche  eine  Gurve  vierter  Ordnung  erster  Species  io 
drei  und  fünf  ihrer  Sehnen  in  je  einem  Punkte  treffen,  ohne 
durch  einen  den  Sehnen  und  der  Gurve  gemeinsamen  Punkt  m 
gehen.''    Die  Lösung  beruht  auf  dem  Princip,  dass  die  Ordnu^; 
der  Fläche,  auf  welcher  alle  Kegelschnitte  einer  einfach  oneod- 
lichen  Schaar  liegen,  durch  die  Zahl  der  Schnittpunkte  bestimmt    ^ 
wird,   in   denen   eine  beliebige  Linie   von   Kegelschnitten  der 
Schaar  getrofien  wird.  Es  sei  bemerkt,  dass  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  zwei  Kegelschnitte  genügen.  Sehn* 

R.  TowNSEND.  Solution,  by  the  method  of  ordinaiy 
homographic  division,  of  the  problem,  „To  inscribe 
in  a  given  ruled  quadric  a  polygon  of  any  given 
Order  whose  sides  shall  pass  in  any  prescribed  order 
of  sequence  through  an  arbitrary  System  of  gi^c^ 
points  in  space.  Proc.  of  the  L.  M.  S.  U  21-24.  1869. 
Pj ,  P„  ...  Pn  seien  die  gegebenen  Punkte  in  der  gegebene^ 
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eihenfolge,  S  die  gegebene  Begelfläche  zweiter  OrdnuDg,  und 
werde  zunächst  als  grade  angenommen.  Denkt  man  sich 
urch  drei  beliebige  Generatricen  A,  B,  C  derselben  Schaar  von 
S  welche  wir  kurz  als  die  erste  Schaar  bezeichnen  wollen,  und 
Iwrch  P,  drei  Ebenen  gelegt,  so  schneiden  dieselben  die  Ober- 
Iftehe  S  ausserdem  noch  in  drei  Generatricen  A^J  B^^  C,  der 
weiten  Schaar;  die  Ebenen  durch  P,  und  A,,  B,,  C,  resp. 
Kdmeiden  S  in  drei  Generatricen  A^,  B^^  C,  der  ersten  Schaar; 
legt  man  nun  die  Ebenen  durch  P,  und  resp.  A^^B^^  C,  u.  s.  f., 
M>  erhält  man  schliesslich  drei  Generatricen  A^^  B^,  C«,,  der 
irsprünglichen  Schaar  angehörig,  welche  mit  A,  B,  C  zwei  pro- 
'ectivische  Systeme  bestimmen,  auf  deren  Doppel -Elementen 
U  =  Jlf«  und  N  =  Nn  die  ersten  Ecken  des  zu  construirenden 
^olygons  liegen  mllssen.  Wählt  man  nun  drei  beliebige  Gene- 
atrieen  der  zweiten  Schaar  A',  B*,  C  und  verfährt  in  gleicher 

V'eise,  so   erhält  man  zwei  Doppel-Generatricen  JRP  =  Jlf„  und 

i':=:Nn  dcr  zweiten  Schaar,  auf  welchen  die  ersten  Ecken  des 
^olygong  ebenfalls  liegen  müssen.  Die  vier  Schnittpunkte  P,  Q, 
iy  8  dieser  Geraden  sind  demnach  die  gesuchten  Anfangspunkte 
w  Beschreibung  des  Polygons.  Ist  n  ungrade,  so  leitet  man 
Iwch  ein  gleiches  Verfahren  von  drei  beliebigen  Generatricen 
i,  B,  C  derselben  Schaar  zwei  Triaden  von  Generatricen  der 
Uideren  Schaar  An,  Bn,  Cn  und  A^n,  B^n,  C^n  ab,  die  eine,  in- 
iem  die  Punkte  P  in  der  gegebenen  Reihenfolge  P,,  Pj,  ...  P«, 
lie  andere,  indem  dieselben  in  der  entgegengesetzten  Reihenfolge 
P«,  P«-i,  . . .  P,  angewendet  werden.  In  den  durch  die  ent- 
sprechenden Geraden  An,  Bn,  Cn  und  -4_«,  B_n,  CL»  bestimmten 
?iojeetivi8ohen  Systemen  construirt  man  die  Doppel-Generatricen 
K  =  M^n  und  Nn  =  JV-n ,  dauu  sind  die  Schnittpunkte  einer 
i^n  derselben  mit  derjenigen  Generatrix  resp.  Jlf  oder  JV  des 
^rttnglichen  Systems,  welche  durch  den  umgekehrten  Process 
^on  ihr  abgeleitet  werden  kann,  die  beiden  Anfangspunkte  für 
^ö  Beschreibung  des  Polygons.  Es  wird  ferner  der  Grund  ftlr 
^0  Verschiedenheit  der  Zahl  der  Lösungen  besprochen,  und  die 
**^nderen  Fälle,  in  denen  die  Aufgabe  theilweise  oder  ganz 
^bestimmt  wird,  werden  erörtert.  Schz. 
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C.  F.  Geiser.     Ueber  die  Flächen  vierten  Grades,  welche 
eine  Doppelcurve   zweiten  Grades  haben.     Borchardt  J. 

LXX  249-257.  1869. 

Siehe  Abschn.  IX  Cap.  5. 
H.  Durrande.     Sur    les    snrfaces   du    quatrifeme   ordre. 

C.  R.  LXX  920.  1870. 

Betrachtung  der  Fläche  vierter  Ordnung  als  Erzengnifli 
zweier  projectivischer  Fläch enbUschel  zweiter  Ordnung,  und  Auf- 
zählung einiger  Eigenschaften  der  Fläche,  welche  sich  auf  diese 
Erzeugungsart  beziehen.  A. 

Th.  Reye.  Projectivische  Erzeugung  der  allgemeinen 
Flächen  dritter,  vierter  und  beliebiger  Ordnung  durch 
Flächenbündel  niederer  Ordnung.    Clebsch  Ann.  L  456  Wi 

466.    1869. 

Die  vorliegende  Arbeit  enthält  allgemeine  Erzeugungsartsi 
der  Flächen  dritter  und  vierter  Ordnung  durch  projectivisdie 
FlächenbUndel  und  zeichnet  zugleich  einen  Weg  vor,  auf  welehev 
man  zu  analogen  Erzeugungsarten  einer  Fläche  n*^'  OodoinV 
gelangt.  Nachdem  der  Verf.  eine  Reihe  Relationen  zwiseto 
den  16  Schnittpunkten  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  F"  OD^ 
F]  einer  Fläche  vierter  Ordnung  F*  entwickelt  hat,  wendet  er 
sich  dazu,  die  Curven  C'-*  und  C'-',  das  sind  die  Durchdrifl- 
gungscurven  einer  Fläche  F'  mit  einer  F*  oder  F\  durch  pro- 
jectivische Curvenbüschel  zu  erzeugen.  Die  Elemente  der  &• 
Zeugung  geben  ihm  folgende  Betrachtung.  Zwei  Flächenbflscbd 
zweiter  Ordnung  sind  bekanntlich  projectivisch,  wenn  dieFola^ 
ebenen  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  ihre  Flächen  zwei 
projectivische  Ebenenbüschel  bilden;  sie  erzeugen  alsdann  eioe 
F*.  Auf  einer  beliebigen  F^  wird  jedes  Element  eines  Fläche»- 
büschels  eine  Curve  C'-'  verzeichnen,  und  alle  diese  Curven  C' 
werden  ein  Btlschel  von  Curven  C'-'  mit  8  Knotenpunkton  bil- 
den. Die  beiden  projectivisch  auf  einander  bezogenen  Flfiehen* 
bttschel  zweiter  Ordnung  geben  also  Veranlassung  zu  zwei  pr^ 
jectivischen  Curvenbtischeln  C'-'  auf  der  Fläche  F*,  und  de* 
Schnitt  der   entsprechenden   Elemente   liefert   die    Curve  C 


if»^ 
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>lche  durch  die  zweimal  8  Knotenpunkte  der  Büscllel  hindurch- 
ht    Die  80  erzeugte  Curve  ist  aber,  wie  der  Verf.  ausfuhrt, 

0  allgemeine  Durchdringungscurve  einer  F'  und  F\  Nach 
oigen  Bemerkungen  ttber  die  Natur  von  C'-*  giebt  der  Verf. 
De  Erzeugung  einer  F*  oder  F*  durch  reciproke  FlächenbUndel. 
in  FlächenbUndel,  bestimmt  durch  drei  Flächen  FJ,  FJ,  FJ,  wird 
cht  nur  als  Totalität  aller  zum  Bündel  gehörigen  Flächen  auf- 
)&88t,  sondern  umfasst  auch  die  Totalität  aller  Curven  C**, 
eiche  je  2  Elemente  des  Bündels  bilden.  Die  Polarebenen 
id  Polarstrahlen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  F*  und  C*'* 
38  Bündels  bilden  ein  Strahlenbttndel,  und  zwei  Flächenbündel 
?eiter  Ordnung  sind  nunmehr  reciprok  dadurch  auf  einander 

1  beziehen,  dass  die  einem  Punkte  des  Raums  in  Beziehung 
if  sie  entsprechenden  polaren  Strahlenbüudel  reciprok  bezogen 
erden.  Zwei  reciproke  Flächeubündel  zweiter  Ordnung  er- 
mgen  nach  dem  Verf.  eine  F*,  welche  durch  die  zweimal  acht 
notenpunkte  der  Bündel  hindurchgeht,  und  jede  gegebene  F^ 
um  als  Erzeuguiss  von  zwei  rcciproken  Flächenbündeln  zweiter 
rdnung  dargestellt  werden.  Schliesslich  zeigt  der  Verf.,  dass 
ie  jede  F*  durch  einen  FlächenbUndel  dritter  Ordnung  und 
neu  zu  ihm  rcciproken  Strablenbündel  erzengt  werden  kann, 
»  allgemein  jede  Fläche  F**-^^  sich  als  Durchschnitt  der  ent- 
(rechenden  Elemente  eines  Flächenbündels  n*"^'  Ordnung  und 
nes  zu  ihm  rcciproken  Strahlenbündels  aulBfassen  lässt. 

Sehn. 

*  Sturm.     Ueber    die    römische    Fläche    von    Steiner. 

Clebßch  Ann.  III.  76-123.  1870. 

Nach  einigen  einleitenden  Worten  über  frühere  Bcarbeitun- 
A  der  römischen  Fläche  gelangt  der  Verfasser  folgendermassen 
I  ihrer  Erzeugung: 

Es  sei  eine  Flächenschaar  2***"^  Classe  S(F;)  gegeben,  d.  h. 
1^6  Reihe  von  Flächen  2*^"  Grades,  welche  8  beliebige  Ebenen 
Bd  in  Folge  dessen  sämmtliche  Ebenen  einer  abwickelbaren 
Ädie  4*'''  Classe  D^  berühren.  (Das  Wort  „Ebenen**  wird  im 
^nden  öfters  für  „Tangentialebenen**  gebraucht.)    Zu  dieser 
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Schaar  gehören  4  Kegelschnitte  Q.    Durch  jede  Tangente  eine 
solchen  Kegelschnitts  gehen  2  Ebenen  von  D^,  die  nämlich,  weleb 
Yon  der  Tangente  an  irgend  eine  andere  Fläche  der  Schaar,  z.  B.  ai 
einen  zweiten  der  4  Kegelschnitte  gelegt  sind.    Also  gehen  you 
jedem  Punkte  eines  solchen  Kegelschnitts  Q  zwei  Generatrieeo 
Yon  D^  aus;  in  jedem  beliebigen  Punkte  einer  Generatrix  be- 
rührt nur  eine  Fläche  der  Schaar.     Bezieht  man  daher  die  Pankt- 
reihe  einer  Generatrix  von  D^  auf  die  einer  beliebigen  Geraden, 
so  ist  die  Punktreihe  dieser  Geraden  auf  die  Schaar  der  Flächen 
bezogen.    Die  Lage  der  beliebigen  Geraden  G  wird  nun  dahin 
eingeschränkt,  dass  sie  sich   auf  2  der  vorhin  erwähnten  Kegel- 
schnitte 0'  und  0"  stutzt;  sie  treffe  0'  in  w'  und  0"  in  «";  die 
Tangenten  /?'  und  B"  in  w'  und  co"  an  die  resp.  Kegelschnitte 
0'  und  0"  mögen  einander  nicht  treffen ;  bei  der  projectivischen 
Beziehung,  in  die  G  zu  einer  Generatrix  von  D^  und  hierdurch 
zur  Flächensehaar  gebracht  wird,  entsprechen    a>'  dem  Kegel- 
schnitt 0'  und  o;"  dem  Kegelschnitt  0".     Legt  man  nun  von  je- 
dem Punkte  der  Geraden  G  an  seine  entsprechende  Fläche  der 
Schaar  den  Tangentialkegel,  so  hüllen  diese  sämmtlichen  Kegel, 
oder    was    dasselbe   ist,    ihre   Berührungsebenen    die   römische 
Fläche  Fj  ein,  eine  Fläche  dritter  Classe  mit  4  Doppel-(taDgen- 
ten)ebenen.    Die  Gerade  G  ist  eine  Doppclgerade  auf  F,,  die 
Paare  der  Berührungsebenen   desselben  Punktes  bilden  eine  In- 
volution.    Die    beiden   Ebenen   (C,  F)   und   (6?,  ß")   sind  die 
Asyniptotenebenen    der  Involution,   und    die   Punkte  w*  und  ^ 
sind  die  Cuspidalpunkte  der  Doppclgeraden  G.    Durch  jede  der 
beiden   Geraden   B'  und  B"  gehen  zwei  Doppelebenen  der  rö- 
mischen Fläche  Fj,  welche  diese  in  unendlich  vielen  Punkten, 
die  einen  Kegelschnitt  bilden^  berühren.     Von  den  Flächen  der 
Schaar  S  geht  ausser  den  Kegelschnitten  0'  und  0"  nur  ein« 
einzige  Fläche  FJ  durch  ihren  entsprechenden  Punkt  o*  auf  C- 
Seien  nun  G*  und  G"  die  beiden  Geraden  auf  FJ ,  die  sich  i^ 
a"  kreuzen,   so   sind   dies  auch  Doppelgeradc  der  Fläche  F» 
Ausser  den  drei  Doppelgeraden  G,  G\  G",  die  in  dem  drei&ch» 
Punkt  a"  zusammenstossen ,  existiren  keine   vielfachen  Punk'^ 
der  Fläche  F, .    Jede  der  drei  Doppelgeraden  begegnet  zwei^ 
Gegenkanten  des  Tetraeders  der  4  Doppelebenen.     Durch  dL 
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Doppelgeraden  geht  eine  doppelt  unendliche  Schaar  von 
ein  zweiten  Grades,  welche  F,  in  einem  Gebilde  zweiter 
ming  schneiden;  dies  Gebilde  muss  ein  Kegelschnitt  sein, 
kiisser  den  drei  Doppelgeraden  keine  Geraden  auf  F^  existiren. 
Nach  einer  eingehenden  Behandlung  alles  dessen,  was  hier 
beutet  ist,  betrachtet  der  Verfasser  den  besonderen  Fall, 
»eelehem  die  oben  erwähnten  Tangenten  B'  und  B"  sich 
leiden,  —  in  welchem  also  G  eine  Generatrix  von  D^  wird, 
terhin  wird  folgender  specielle  Fall  betrachtet:  Die  Ebene 
g  der  vier  Kegelschnitte  Q,  die  zur  Schaar  SC^F^)  gehören, 
i.  Q"  schneidet  aus  der  Fläche  D^,  auf  der  Q''  doppelt  liegt, 
1  4  Generatricen  aus,  in  denen  die  von  dem  Schnittpunkte 
Ebenen  der  drei  übrigen  Kegelschnitte  an  die  Fläche  D^ 
gten  Ebenen  dieselbe  beruhten.  Diese  4  Generatricen  be- 
en  den  Kegelschnitt  Q"  und  sind  als  Geraden  der  Fläche 
anzusehen,  weil  durch  sie  unendlich  viele  Tangentenebenen 
elben  gehen.  Nimmt  man  nun  eine  dieser  4  Generatricen 
Geraden  Gj  so  hat  man  den  zweiten  vom  Verfasser  behan- 
3n  speciellen  Fall,  der  übrigens  weniger  allgemein  ist,  als 
erste  Specialisirung. 

Hierauf  nimmt  der  Verfasser  die  Fläche  wieder  ganz  all- 
ein an,  und  geht  zur  Betrachtung  der  auf  ihr  liegenden 
ren  über.  Auf  der  Steiner'schen  Fläche  giebt  es  keine  Curve 
rader  Ordnung.  Es  giebt  ferner  auf  ihr  keiuB  Kaumcurve 
;er  Ordnung  und  erster  Species  ohne  Doppelpunkt. 
Der  Verfasser  giebt  eine  punktweise  Abbildung  der  Curven 
der  Fläche  F*  in  Curven  einer  Ebene  E  an,  und  ferner  eine 
»e  Zahl  von  Sätzen  über  Curven  und  Curvenschaaren  auf 
Fläche.  Mz. 


C.    Geometrie  der  Anzahl. 
JcHüBERT.     Zur  Theorie  der  Charakteristiken.   Borchardt 

•  LXXI  366-386.  1870. 

Die  von  Herrn  Chasles  erfundene,  im  Jahre  1864  veröffent- 
^  ausser  von  ihrem  Erfinder  namentlich  noch  von  den  Herren 
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Jonqui^res  und  Zeutl.en  weiter  ausgebildete  Methode  der  Charak^ 
ristiken  will  im  Weseutlichen  die  Anzahl  der  Curven  oder  Fläebeo 
finden,  welche  gegebenen  Bedingungen  genügen.  Die  yorliegeoJd 
Arbeit  beweist  einige  der  von  Herrn  Chasles  in  den  Comptes 
rendus  ohne  Beweis  angegebenen  Resultate  und  führt  einige  eben- 
daselbst ausgesprochene  Gedanken  aus. 

Unter  einem  Systeme  von  Flächen  n*"  Ordnung  wird  in 
der  Theorie  der  Charakteristiken  die  einfach  unendliche  Manmck- 
faltigkeit  aller  derjenigen  Flächen  verstanden,  welche  gleich- 
zeitig einer  Bedingung  weniger  genügen,  als  zur  endlichdeutigen 
Bestimmung  einer  Fläche  w**''  Ordnung  immer  nothwendig  sind, 
und  unter  den  drei  Charakteristiken  /i,  v,  q  eines  solchen 
Systems  beziehungsweise  die  Anzahl  derjenigen  Flächen  des 
Systems,  welche  ausser  den  Bedingungen  des  Systems  auch 
noch  der  Bedingung  Genüge  leisten,  einen  irgend  wo  gegebenen 
Punkt  zu  enthalten,  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  zu  berühren. 
Wenn  dann  a.ix-\' ß,v-\-y,Q  die  Anzahl  derjenigen  Flächen  des 
Systems  ist,  welche  eine  beliebige  neu  hinzukommende  Bedin- 
gung befriedigen,  so  heissen  «,  /S,  y  die  Parameter  dieser  Be- 
dingung. Beispielsweise  und  behufs  späterer  Anwendung  sind 
in  der  Abhandlung  des  Verfassers  die  Parameter  der  Bedingongi 
eine  Fläche  m^"'  Ordnung  zu  berühren,  geometrisch  hergeleitet» 
wobei  a  =  111(111— 1)*,  ß  =  tn(m—\),  y  =  m  gefunden  ist  Dies 
heisst  mit  anderen  Worten,  dass  es  in  einem  Flächensysteme 
mit  den  Charakteristiken  ^,  y,  p,  m(m— l)*.^  +  m(m— i).y+M 
Flächen  geben  muss,  welche  eine  gegebene  Fläche  m***'  Ordnung 
berühren.  Darauf  ist  die  allgemeine  Formel  für  die  Anzahl  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  entwickelt,  welche  irgend  welchen  neocn 
durch  die  27  Parameter  gegebenen  Bedingungen  Genüge  leisten* 
In  dieser  Formel  treten  nothwendig  die  Zahlen  auf,  welche  ad* 
geben,  wieviel  Flächen  zweiter  Ordnung  9  elementaren  Bö" 
dingungen  genügen,  das  heisst  solchen,  welche  aussagen,  dass 
die  Flächen  entweder  ein&  Punkt  enthalten,  oder  eine  Ger«^® 
oder  eine  Ebene  berühren  sollen.  Ein  System  von  Flächen,  di* 
nur  derartige  Bedingungen  befriedigen,  ist  Elementarsystemf 
die  Charakteristiken  eines  solchen  sind  Elementar charakte- 
ristiken  genannt.    Diese  letztern  oder  die  Zahlen,  welche  •O' 
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311,  wieviel  Flächen  zweiter  Ordnung  allen  möglichen  neun 
lentaren  Bedingungen  genttgen,  sind  im  Jahre  1866  von  Herrn 
sles  im  62'*""  Bande  der  Comptcs  rendus  ohne  Beweis  an- 
sben  und  etwa  gleichzeitig,  wie  dem  Verfasser  später  be- 
ut geworden  ist  (Cf.  Schubert,  Schreiben  an  den  Herausgeber, 
cbardt  J.  LXXIIL)  auch  von  Herrn  Zeuthen  in  Kopenhagen 
mden.  Letzterer  hat  in  demselben  Jahre  auch  eine  Tabelle 
^ffentlicht,  in  der  diese  Zahlen  aus  den  Zahlen  berechnet 
I,  welche  angeben,  wieviel  degenerirte  Flächen  zweiter  Ord- 
g  in  einem  Systeme  (/Ei,  v^  g)  vorkommen.  Diese  letzteren 
len  nun  sind  in  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  bloss 
egeben,^ sondern,  so  weit  es  erforderlich  war,  auch  ausfuhr- 
berechnet, nachdem  einige  nicht  ganz  unnöthig  erscheinende 
emeine  Betrachtungen  über  die  Elementargebildc  der  Geometrie 
Lage  in  ihrem  Zusammenhange  mit  dem  Degeneriren  der 
chen  zweiter  Ordnung  vorangeschickt  sind.  Schon  Herr 
sles  halte  gefunden,  dass  die  Anzahl  der  in  einem  Systeme 
VjQ)  vorhandenen  kegelartigen  Flächen  zweiter  Ordnung 
-V,  die  Anzahl  der  kegelschnittartigen  2fjc^v  beträgt.  Später 
1  Herr  Zeuthen,  dass  die  Anzahl  der  Flächen  zweiter  Ord- 
g,  deren  sämmtliche  Punkte  auf  zwei  Ebenen  liegen,  deren 
imtliche  Tangenten  alle  die  Schnittgerade  dieser  Ebene 
aeidendc  Geraden  sind,  und  deren  sämmtliche  Tangential- 
snen  die  Ebenen  sind,  welche  durch  zwei  auf  jener  Schnitt- 
ade liegende  Punkte  gehen,  dass  die  Anzahl  solcher  Flächen 
3inem  Systeme  (^,  v,p)2i/— ^— p  beträgt.  Daraus  ist  ersicht- 
,  dass  vermittelst  dieser  Gleichungen  sich  die  sämmtlichen 
Elementarcharakteristiken  ergeben  müssen,  sobald  ein  ge- 
ser  Theil  der  Zahlen  er,  «,  x  bekannt  ist,  welche  ausdrücken, 
viel  ausgeartete  Flächen  von  jeder  der  drei  Weisen  der  Aus- 
mg  allen  möglichen  8  elementaren  Bedingungen  genügen. 
Der  Tabelle,  welche  diese  Zahlen  und  die  daraus  abgeleiteten 
meotarcharakteristiken  enthält,  sina  gewisse  sich  unmittelbar 
ihr  ergebende  Bemerkungen  angefügt,  wie  zum  Beispiel,  dass 
i  Ebenen,  welche  sechs  Gerade  in  einem  Pascarschen  Sechs- 
>  schneiden,  eine  Fläche  achter  Classe  umhüllen,  dass  der 
der  Mittelpunkte  aller  7  Gerade  berührender  Kegelflächen 

orucbr.  d.  Matb.  U.  !2.  30 
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von  der  34*''"  Ordnung  ist^  und  dass  es  128  Kegelfläcben  giebt, 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen  und  6  gegebene 
Gerade  berühren. 

Den  Scbluss  der  Abhandlung  bildet  die  durch  die  vorbcr- 
gehenden  Betrachtungen  ermöglichte  Berechnung  der  Anzabl  der 
quadratischen  Flächen,  welche  neun  gegebene  quadratische Fläehei 
berllhren.  Es  ergiebt  sich  dafür  666841088,  eine  Zahl,  die  tÜ* 
leicht  dadurch  einiges  Interesse  gewinnen  könnte,  dass  sie  ent- 
sprechend ist  der  gleichzeitig  von  Herrn  Chasles  und  Theodor 
Bereut  richtig  zu  3264  bestimuiten,  von  Jacob  Steiner  aber 
falsch  zu  6"  =  7776  angegebenen  Zahl,  welche  aussagt,  wie- 
viel Kegelschnitte  fünf  gegebene  Kegelschnitte  berühren. 

Seht 

IL  G.  Zeutheii.     Sur   les    siiigularites    ordmaires   d'une 
courbe  gauche  et  d'uiie  surface  d^veloppable.    Brioadi 

Ann.  (2)  III.  175-218.  1869. 

Bekanntlich  hat  Herr  Cayley  aus  den  Plüeker'schen  Glei- 
chungen zwischen  den  Anzahlen  der  sechs  einfachsten  Singnbr 
ritäten  einer  ebenen  Gurve  sechs  Gleichungen  zwischen  des 
Zahlen  für  die  neun  einfachsten  Singularitäten  einer  Raumcarre 
abgeleitet,  wobei  zu  der  als  Punktreihe  aufzufassenden  dorre 
auch  die  als  Ebenenreihe  aufzufassende  abwickelbare  Fllcbe 
hinzugerechnet  werden  muss,  welche  reciprok  zu  der  Curve,  als 
die  Einhüllende  ihrer  sämmtlichen  Osculationsebenen  erseht 
Darauf  haben  die  Herren  Cayley,  Salmon,  Zeuthen  yennitteU 
der  neun  Cayley'schen  Zahlen  andere  Singularitätenzafalen  ft 
eine  Curve  und  eine  abwickelbare  Fläche  aufgestellt  In  der 
vorliegenden  Abhandlung  beweist  nun  Herr  Zeutheii  diese  toi 
ihm  früher  dureh  die  Comptes  rendus  (siehe  Fortsch.  d.  K*  I* 
p.  281.)  veröffentlichten  Resultate,  und  fügt  eine  Reihe  neaer 
hinzu.  Die  SingularitäteT,  deren  Anzahlen  hergeleitet  werdeD, 
sind  sämnitlich  von  der  ersten  Ordnung,  das  heisst^  sie  setzeo 
nur  Punkte,  Ebenen  oder  Gerade  mit  der  Curve  in  BenebinV* 

Nach  Einfuhrung  übersichtlicher  symbolischer  BezeichnoiigcB 
fbr  die  Anzabl  der  Gebilde,  welche  gewissen  gegebenes  B^ 
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QDgen  genttgen,  f&gt  der  Verfasser  den  gewöhnlichen  neun 
ularitäten  noch  drei  andere  hinzu,  nämlich  das  Begabtsein 
Curye  mit  Doppelpunkten,  das  der  abwickelbaren  Fläche 
Doppeltangentialebenen,  und  das  Enthalten  von  Inflexions- 
enten,  d.  h.  Geraden,  die  durch  drei  aufeinanderfolgende 
kte  der  Curve  gehen  oder  reciprok  auf  drei  aufeinanderf ol- 
len Ebenen  der  abwickelbaren  Fläche  liegen.  Die  Zahlen 
liese  Singularitäten  führt  er  in  die  Cayley' sehen  Formeln  ein, 
m  er  die  Plücker'schen  Formeln  auf  den  Kegel,  welcher  die 
jbene  Curve  von  irgend  einem  Punkte  aus  projicirt,  resp. 
die  ebene  Curve  anwendet,  in  welcher  die  abwickelbare 
ihe  von  irgend  einer  Ebene  geschnitten  wird.  Die  Herlei- 
;eQ  der  Formeln  für  die  neuen  Singularitätenzahlen  beruhen 
dem  von  Herrn  Chasles  in  die  Geometrie  eingeführten  alge- 
schen Princip  der  Correspondenz ,  welches  aussagt,  dass, 
n  in  einer  geraden  Punktreihe  einem  beliebigen  Punkte  in 
isser  Weise  m  Punkte  entsprechen,  von  denen  jeder  zu 
ankten  der  entsprechende  ist,  es  m-j-n  Stellen  auf  der  Ge- 
in  geben  muss,  wo  zwei  einander  so  entsprechende  Punkte 
mmeufallen,  und  welches  das  Analoge  von  ebenen  Strahl- 
iheln  behauptet.  Die  Schwierigkeiten,  welche  bei  der  An- 
dung  dieses  Princips  die  Frage  verursacht,  wie  vielfach  jede 
mg  zu  rechnen  ist,  löst  der  Verfasser  durch  zwei  Methoden, 
er  ersten  sieht  er  die  Entfernungen  x  und  u  zweier  einander 
prechender  Punkte  einer  Geraden  von  einem  auf  ihr  liegen- 
festen Punkte  als  die  Coordinaten  einer  Curve  S  an,  deren 
üttpunkte  mit  der  Geraden  x  =^  u  dann  mit  den  Punkten 
Geraden  correspondiren,  in  denen  zwei  einander  entsprechende 
kte  vereinigt  sind.  Eine  Untersuchung,  wieviel  Punkte  S 
(x  =  ti)  in  jedem  dieser  Schnittpunkte  gemeinsam  haben, 
ebt  dann,  wievielmal  entsprechende  Punkte  an  der  zuge- 
gen Stelle  des  Trägers  der  Punktreihe  zusammenfallen.  Die 
ite  vom  Verfasser  experimentell  genannte  Methode  beruht 
luf,  die  unbekannten  Coefficienten  durch  Gleichsetzung  von 
drücken  zu  bestimmen,  die  auf  verschiedene  Weise  nach  dem 
icip  der  Correspondenz  für  dieselbe  Zahl  gefunden  sind.  Zur 
einandersetzung  dieser   beiden  Methoden    wird    zuerst    die 

80* 
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Zahl  der  Geraden  bestimmt,  welche  zwei  feste  Gerade  treffen, 
und  ausserdem  noch  die  gegebene  Curve  m***'  Ordnung  in  zwei 
yerscliiedenen  Punkten  schneiden,  und  daran  sich  anschliessend, 
die  Zahl  der  Geraden,  welche  eine  feste  Gerade  und  dreimal  die 
Curve  treffen.  Bei  dieser  letzten  Aufgabe  ergiebt  sich,  um  ein 
Beispiel  solcher  Singularitätenformeln  hier  anzuführen, 

(m-2)[A ^^g — ^J, 

• 

wo  A  die  Zahl  der  Geraden  ist,  welche,  von  einem  Punkte  aus- 
gehend, die  gegebene  Curve  zweimal  treffen.  Hierauf  folgai 
mehr  als  vierzig  Bestimmungen  der  Anzahlen  von  Punkten,  Ge- 
raden und  Ebenen,  welche  mit  der  gegebenen  Curve  in  Beziehung 
stehen,  und  zwar  sind  diese  Zahlen  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
den  früher  erwähnten  zwölf  fundamentalen  Singularitätenzahlen 
dargestellt.  Zu  den  complicirteren  der  hier  gelösten  Aufgaben 
gehört  zum  Beispiel  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Dreiecke, 
deren  Ecken  auf  der  Curve  liegen,  und  deren  Seite  dieselbe  noch 
einmal  treffen,  und  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Dreiecke, 
deren  drei  Seiten  je  drei  Schnitte  mit  der  Curve  haben,  ohne 
dass  eine  Ecke  auf  sie  fällt.  Seht 

Halphen.     Sur   le    nombre  des   droites  qui  satisfont  i 
quatre  conditions  donnees.    C.  R.  LXVIII  141-145.   1869. 

Die  Arbeit  enthält  den  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Antthl 
derjenigen  Geraden,  welche  zweien  Paaren  von  Bedingungen 
genügen,  /i^^-f-vv,  ist,  wenn  ^,  v  und  /a^,  v^  die  Charakteristiken 
für  die  Bedingungen  sind.  Eine  Anzahl  specieller  Anwendungen 
des  Satzes  bildet  den  Schluss  der  Note.  T. 

A.  Cayley.     On  the  problein  of  the  inscribed  =  and  ==^ 
circumscribed  triangle.      Rep.  Britt.  Ass.  1869/70. 

Das  Problem ,  dessen  Lösung   der  Verfasser  giebt,  ist  f^^ 
gendes:  Gesucht  wird  die  Zahl  der  Dreiecke,  deren  Winkel 
einer  oder  mehreren  gegebenen  Curven  gelegen  sind  und  der^ 
Seiten  eine  oder  mehrere  gegebene  Curven  berühren.    Es 
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Ganzen  52  F&lle  dieses  Problems,  je  nachdem  die  Gurven, 
lebe  die  Winkel  enthalten,  und  die,  welche  die  Seiten  be- 
iren,  verschieden  oder  dieselben  sind.  Bezeichnet  man  mit 
Cj  e  die  Ordnungen  der  Winkelcurven  und  mit  B,  D,  F  die 
ussen  der  Seitencurven,  so  ist  die  Zahl  der  Dreiecke  2aceBDF. 
id  die  Winkelcurven  dieselben,  so  ist  die  Zahl 

a  und  A  die  Ordnung  und  Classe  der  Winkelcurven  be- 
chnen.  Im  analogen  Fall,  wo  die  Seitencurven  dieselben  sind, 
[iebt  sich  2{B(B-l)(B-2)  +  6}ace.  Der  schwierigste  Fall 
der,  wo  die  6  Curven  alle  dieselben  sind.  Dann  wird  die 
zahl  der  Dreiecke  ausgedrückt  durch  ein  Sechstel  von 
C..+O+^'02a'-18a'+52a-46)  +  i4'(.-18a*+162a' 
-420a  +  221)  +  i4(.52a»+221a'+704a+172)  +  a*-46a» 

f221a'+172a  +  a{4'( 9)  +  i4( 12a  +  135)-9a' 

f  135a- 600}. 

irbei  bezeichnet  a  die  Ordnung,  A  die  Classe  der  Gurve,  und 
8t  gleich  3  Mal  der  Ordnung  der  Zahl  der  Inflexionen. 

Csy.  (0.) 

Sturm.     Combien  y  a-t-il  de  s^cantes  communes  k 

ieux   Cubiques  gauches  ?    Brioschi  Ann.  (2)  III  28-32   1869. 

Die  Resultate  sind  folgende: 

1)  Haben  zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung  keinen  Punkt 
einander  gemein,  so  giebt  es  10  gemeinschaftliche  Secanten 
h.  Gerade,   welche  jede   der  beiden  Curven  in  2  Punkten 
ien). 

2)  Haben  diese  Curven  aber  einen  Punkt  gemein,  so  gehen 
ch  diesen  4;  also  giebt  es  ausserdem  noch  6  gemeinschaft- 
le  Secanten. 

3)  Haben  die  Curven  2  Punkte  gemein,   so  gehen  ausser 
Verbindungsgeraden  beider,  durch  jeden  derselben  noch  dcei; 

serdem  giebt  es  daher  noch  drei  gemeinschaftliche  Secanten. 

4)  Haben  die  Curven  3  Punkte  gemein,  so  hat  man  erstens 
Dreieck  dieser  drei  Punkte ;  ferner  gehen  durch  jeden  Punkt 

ii  gemeinschaftliche  Secanten;  daher  giebt  es  ausserdem  nur 
h  eine. 
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5)  Haben  die  Curven  4  Punkte  gemein,  so  hat  man  erstens 
die  6  Verbindungsgeraden  dieser  4  Punkte,  und  durch  jeden 
Punkt  dann  noch  eine  gemeinschaftliche  Secante;  ausserdem 
existirt  keine.  Der  Fall,  in  welchem  beide  Curven  auf  derselben 
Fläche  2*''"  Grades  liegen,  wird  hierbei  noch  besonders  bebandelt 
In  diesem  Falle  giebt  es  unendlich  viele  gemeinschaftliche 
Sccanten. 

6)  Haben  die  Curven  5  Punkte  mit  einander  gemein,  so 
sind  die  10  Verbindungsgeraden  dieser  5  Punkte  die  gemein- 
schaftlichen Secanten. 

7)  Die  Curven  können  nicht  G  Punkte  mit  einander  gemein 
haben,  ohne  identisch  zu  sein.  Mz. 


i 


Neunter  Abschnitt 

Analytische  Geometrie. 

Capitel  1. 
Coordinaten. 

ü.  Hegkr.  Die  Grundformeln  der  analytischen  Geometrie 
der  Ebene  in  homogenen  Coordinaten.   Scblömilch  z.  XV. 

389-426.  1870. 

Den  Gegenstand  der  Arbeit  bilden  die  grundlegenden  Rech- 
nungen und  Sätze  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  in  homo- 
genen Punkt-  und  Geraden -Coordinaten.    Als  homogene  Coor- 
dinaten eines  Punktes  werden  definirt  die  senkrechten  Abstände 
^eses  Punktes  von  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  (Axen-  oder 
Coordinaten-Dreieck).    Als  homogene  Coordinaten  einer  Geraden 
dagegen  die  Quotienten  aus  den  Abständen  derselben  von  den 
^cken  des   Coordinaten -Dreiecks  und   dem  Abstände  von  dem 
^llkürlich  in  der  Ebene  angenommenen  Fixpunkte.     Es  wird 
^^n  zunächst  erörtert,  dass  der  Ucbergang  von  einem  orthogonalen 
^y&teme  zu  einem  homogenen  oder  von  einem  homogenen  Systeme 
^  ^in  anderes  durch  homogene,  der  Uebergang  von  einem  homo- 
®^€n  in  ein  orthogonales  aber  durch  lineare  Substitutionen  er- 
^'61    Daran  schliesst  sich  die  Behandlung  der  Gleichung  der 
^^aden  und  des  Punktes  in  homogenen  Coordinaten  des  Punktes 
^^  der  Geraden,  die  Behandlung  einzelner  Aufgaben  über  Punkt 
^^  Gerade  und  die  Herleitung  von  Sätzen  über  Curven  zweiten 
^ades. 


450  IX'  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

Zunächst  ergiebt  sich  allgemein,  dass  die  Gleichung  ef^^' 
jeden  Curve  r*'**"  Grades  oder  w'^«"  Classe  in  homogenen  Cff^'^' 
dinaten  als   homogene  Function  n'**"  Grades  dargestellt  werJ^^ 
kann.    Ebenso  allgemein  werden  die  Untersuchungen  über  d*® 
Gleichung  der  Tangente  in   einem  Punkt  einer  Curve,   über  d*^ 
Gleichung  des  Tangentialpuuktes  in  einer  einhüllenden  Gerad<eii 
einer  Curve  geführt.    Diese  Untersuchung  führt  z«  dem  Resultate, 
dass  die  Curven  zweiten  Grades   zugleich  auch  Curven  zweiter 
Classe  sind  und  umgekehrt.     Hieran  reihen  sich  Untersuchungen 
über  Pol  und  Polaren  der  Kegelschnitte.     Es  lässt  sich  für  eiaen 
jeden    Kegelschnitt   (ausgenommen    sind   nur   gewisse  Abarten) 
stets  ein  ganz  im  Endlichen  liegendes  Dreieck  auffinden,  dessen 
Seiten  Polaren    der  Gegenecken    oder   dessen    Ecken  Pole  der 
Gegenseiten  sind.    Ein  solches  Dreieck  heisst   sich  selbst  con- 
jugirt.    Transformirt  man  die  homogenen  Gleichungen  der  Keg'cl- 
schnitte  in  Bezug  auf  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck,  dann 
nehmen  sie  einfache  Gestalten  an  und  gestatten  dadurch  eine 
bequeme  Discussion.    Sätze  über  zwei  Dreiecke,  welche  für  einen 
und  denselben  Kegelschnitt  sich  selbst  conjugirt  sind,  bilden  den 
Schluss  der  Arbeit.  T. 

R.  Heger.     Neue  homogene  Plancoordinateii.     Sch'omiJch 

Z.  XV.  117-121.  1870. 

Der  Verf.  nimmt  ein  Coordinatentetraeder  an  und  definirt: 
Unter  den  neuen  Plancoordinaten  m,  v,  w,  r  einer  Ebene  ver* 
steht  man  die  Quotienten  aus  den  Abständen  der  Ebene  von  deo 
Tetraederecken  und  von  dem  Centrum  der  eingeschriebenen 
Kugel;  sie  werden  positiv  gerechnet  für  die  Tetraederecken,  di^ 
mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der  Ebene  liegen,  im  GegeB- 
falle  negativ.  —  Weiterhin  macht  er  noch  auf  einige  Entwick©' 
lungen  aufmerksam,  die  für  diese  Coordinaten  Gültigkeit  habei^i 
aber  nicht  für  die  gewöhnlichen  homogenen  Plancoordinaten 
[d.  i.  die  Abstände  einer  Ebene  von  den  Ecken  des  Coordinate^' 
tetraeders.]  Mz. 

H.  G.  Zeuthen.     Note  sur  un  systtrae  de  coordonn^  ^  ^' 
ndaires  daus  Tespace.    Clebsch  Ann.  I.  432-454.  1869. 
Während  Plücker  (Neue  Geometrie  des  Raumes;  cf.  Fortsc 
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.  M.  L  1868  p.  198,  IL  1869  u.  1870  Abschn.  IX.  Cap.  4)  und 
«^yley  (Quart.  J.  IlL  226  Trans,  of.  Camb.  XL  part.  II)  zur  Ein- 
Ihrung  von  Linien-Coordinaten  von  Punkt-  oder  Ebenen- Coor- 
iasiten  ausgehen,  benutzt  der  Verf.  zur  Erreichung  desselben 
vv^eckes  in  der  oben  genannten  Note  eine  der  Mechanik  ent- 
ihnte   Darstellungsweise. 

Unter  Moment  einer  als  Einheit  angenommenen  Kraft  in 
ezug  auf  eine  feste  Axe  versteht  man  das  Produkt,  gebildet 
na  dem  kürzesten  Abstände  zwischen  Kraft  und  Axe  und  aus 
&ni  Sinus  des  Winkels,  den  Kraft  und  Axe  mit  einander  bilden, 
ach  dieser  Analogie  nennt  man,  in  rein  geometrischem  Sinne, 
loment  zweier  Geraden  das  ebenso  gebildete  Product;  dabei 
ann  jede  der  beiden  Geraden  als  Axe  aufgefasst  werden.  Eine 
eliebig  angenommene  Gerade  K  ist  durch  ihre  sechs  Momente 
1  Bezug  auf  die  sechs  Kanten  eines  festen  Tetraeders  (t£tra6dre 
e   r6f6rence)  bestimmt. 

Statt  dieser  sechs  Momente  kann  man  auch  die  sechs  Grössen 
ehmen,  welche  man  erhält,  wenn  man  den  Inhalt  der  sechs 
'etraeder,  die  als  Gegenkanten  ein  der  Einheit  gleiches  Segment 
ler  Geraden  K  und  eine  Kante  des  ursprünglichen  Tetraeders 
'Uthalten,  durch  den  Inhalt  dieses  letzteren  dividirt.  Diese  sechs 
JrCssen  werden  —  auch  von  Cayley  — -  die  Linien-Coordinaten 
ier  Geraden  K  genannt.  Die  Gleichungen,  welche  zwischen 
Hesen  bestehen,  gestatten  aus  vier  Verhältnissen  der  Coordinaten 
diese  selbst  zu  berechnen. 

Um  die  Anwendbarkeit  dieser  Coordinaten  zu  zeigen,  wer- 
den die  Bedingungen  erörtert,  die  erfüllt  sein  müssen,  damit 
mehrere  Gerade  durch  einen  Punkt  gehen  oder  in  einer  Ebene 
Hegen;  es  werden  femer  einige  Eigenschaften  der  Plücker sehen 
Complexe  und  Complexflächen  hergeleitet.  T. 

B«  G.  Zeuthen.     Om  et  nyt  Rumkoordiiiatsystcm.  Forh. 

«f  Christ.  1869.  148. 

Siehe  Mathematische  Annalen  Bd.  I.  p.  432,  und  das  vor- 
'^»•gehende  Referat. 
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E.  d'OviDio.     Nota  su'  punti,  piani  e  rette  in  coordina*^ 

Omogenee.     Battaglioi  G.  VIII.  241-283.  1870. 

Eine  sehr  grosse  Anzahl  metrischer  Relationen  an  PunkteO« 
geraden  Linien  und  Ebenen.  Es  werden  auf  Grund  dieser  B^' 
lationen  Punkt-,  Linien-  und  Ebenencoordinaten  definirt.  Ma.^ 
findet  ferner  Ausdrücke  fUr  den  Winkel  zweier  Geraden,  zwei^T 
Ebenen;  die  Entfernung  zweier  Punkte,  zweier  Geraden  u.  a.nci- 
Das  Ganze  zeichnet  sich  durch  eine  grosse  Allgemeinheit  d^x 
Betrachtung  aus.  Mz. 

Neuberg,     ^ßtude    sur    les    coordonndes     tdtra^rique». 

Rapport   de   Gilbert.    BuU.  de  Belg.  (2)  XXVIII.  529-539.  186^- 

Die   Arbeit  enthält  Anwendungen   dieser   Coordinaten 
Gerade.    Z.  B.  wird  die  Entfernung  zweier  Punkte  aus  der  Gl 
chung  der  dem  Fundamental-Tctraeder  umschriebenen  Kugel 
eine  directere  Weise  als  bei  Salmon  hergeleitet.  0. 

J.  ToEPLiTZ.     Die  Constanten  Relationen  bei  den  Drei- 
ecks- und  tetraedrisclien  CSoordinaten.    Schlömiich  z.  x:i  V. 

253-260.  1869.  Mz. 

F.  Klein.     Die  allgemeine   lineare   Transformation    der 
Liniencoordinaten.     Clebsch  Ann.  li.  366-370.  1870. 

Zur  Definition  der  Liniencoordinaten  geht  der  Verf.  wie  0* 
Zeuthcn  (Clebsch  Ann.  I,  432-454)  von  dem  Momente  zweien 
geraden  Linien  in  Bezug  auf  einander  aus.  Er  erörtert  daoi^ 
die  geometrische  Bedeutung  der  allgemeinen  linearen  TraDsfo^^ 
mation  der  Liniencoordinaten.  T. 

A.  Hall.     Transformations  in  Hansen's  method  of  peJ^-* 

turbations.    Meseenger  V.  15-23.  1869. 

Die  Arbeit  besteht  in  einem  R^sumß  eines  Theils  der  Ha^*-' 
sen'schen  Untersuchungen  über  Transformirung  von  System^^ 
seiner  „Ideal  coordinates".  Aus  einer  der  Transformatione^^* 
welche  H.  Hansen  mit  Hülfe  von  imaginären  Exponentialfunction« 
bildet,  leitet  der  Verfasser  eine  geometrische  Constraction 
welche  denselben  Gegenstand  betrifft,  61r.  (0.) 
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3.     Taylor.     On  some  equivalent  equations.     Quart  J.  X. 

03-96.    1869. 

Erörterungen  über  die  Frage,  in  wie  weit  die  Ausdrucks- 
^eise  berechtigt  ist^  dass  ein  Kegelschnitt  continuirlich  in 
wei  reelle  oder  imaginäre  Gerade  bez.  in  zwei  reelle  oder 
ffia^ginäre  Punkte  ausarten  kann.  — 

Der  Verf.  benutzt  bei  der  Discussion  Punkt-  und  Linien- 
Koordinaten,  oder,  wie  er  sich  ausdrückt,  Cartesische  und 
i  o  oth'sche  Goordinaten.  Hinsichtlich  dieser  Bezeichnung  mag 
iie  folgende  Bemerkung  hier  ihre  Stelle  finden.  Die  Goordinaten 
ier  Linie  in  der  Ebene^  so  wie  der  Ebene  im  Räume  sind  in 
der  jetzt  angewandten  Weise  zuerst  von  Plücker  eingeführt 
worden  (Ueber  eine  neue  Art,  in  der  analytischen  Geometrie 
Punkte  und  Gurven  durch  Gleichungen  darzustellen.  Grelle  J. 
^I*  1830),  nachdem  vorher  Möbius  in  seinem  barycentrischen 
Calcul  (1827)  zuerst  den  Gedanken  ausgesprochen  hatte,  dass 
°^an  eine  Gerade  in  der  Ebene  gleich  dem  Punkte  durch  Goor- 
dinaten bestimmen  könne.  In  dem  zweiten  Bande  seiner  „Ana- 
lytisch geometrischen  Entwickelungen"  (1831)  hat  Plücker  den 
^^eenstand  des  Weiteren  untersucht.  Als  Goordinaten  der  ge- 
^^^den  Linie  benutzt  er  dabei  namentlich  die  negativ  und  reciprok 
genommenen  Abschnitte  derselben  auf  zwei  Goordinaten-Axen. 
^^f  diese  particuläre  Linien-Goordinaten-Bestimmung  ist  dann 
^''^ige  Jahre  später  auch  Booth  geführt  worden.  (On  tangential 
^ordinates.  1840.  vergl,  Salmon's  Treatise  on  the  Higher  plane 
Garnes,  p.  16  Note.)  Die  PI ücker*schen  Untersuchungen  schei- 
^^^  in  England  einige  Zeit  unbekannt  geblieben  zu  sein,  und 
'^  ist  es  wohl  gekommen,  dass  einige  englische  Geometer  die 
'^^^.  Linien-Goordinaten  (und  die  entsprechenden  Ebenen- Goor- 
J^^ten)  als  Booth'sche  Goordinaten  bezeichnen,  (vergl.  z.  B. 
*^  Aufsätze  von  JeflFery  im  Quart.  J.  IX.  Fortschr.  d.  M.  L  154, 
^  1 .)  Die  allgemeinen  homogenen  Linien-Goordinaten  benennen 
^^^elben  Three-point  (Tangential)  Goordinates,  im  Gegensatze  zu 
p^Three-line  Goordinates,  welches  die  homogenen  Punkt-Goor- 
^^^«ten  sind.  Kln. 

^^DLER.     Ueber  die  projeclivisclieu  Coordinaten.  Wolf  J. 

^V.  152-182.  1870. 
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H.  M.  Jeffery.     Ou    coiücoids   referred    to    four-poinfcs 
tanffential  coordinates.    Quart.  J.  x.  97-110.  1869. 

Fortsetzung  zu  der  Arbeit  des  Verfassers,  die  Fortschr.  d.  M- 
I.  p.  154  besprochen  ist.  Mz. 

W.  EssoN.     Axial  coordinates.    Quart  J.  x.  113-121. 1869. 

Verbindet  man  einen  Punkt  P  mit  den  Punkten,  in  denen 
eine  Gerade  L  die  Seiten  eines  Dreiecks  schneidet,  so  kann  m»ii 
die  Lage  des  Punktes  durch  die  Richtungen  dieser  Geraden  be- 
stimmen. 

Als  „Axial  Coordinates"  werden  nun  die  DiflFerenzen  der 
Cotangenten  derjenigen  Winkel  genommen,  welche  die  Gerade 
L  mit  einer  Dreieckseite  und  den  entsprechenden  Verbindungfi- 
geraden einschliesst ,  so  dass,  wenn  s  eine  Dreieckseite,  r  die 
entsprechende  Verbindungsgerade  bedeutet, 

cotan« .  L  —  cotanr .  L 
eine  der  3  Coordinaten  des  Punktes  ist. 

Der  Verfasser  giebt  die  fundamentalen  Relationen  zwiseben 
diesen  Coordinaten  und  behandelt  dann  die  Gerade  in  diesem 
System.  He. 

J.  HoüEL.     Sur  la  mdthode    d'aiialyse   gdomdtrique  de 
M.  Bella vitis  (Calcul  des  dquipollences).    Nouv.  Ann.  C^) 

VIII.  289-312.  337-357.  1869. 

Die  Grundztige  des  von  Bellavitis  erdachten  geometrischeD 
Algorithmus,  welche  der  Verfasser  hier  reproducirt,  sind  die 
folgenden. 

AequipoUent  heissen  zwei  gerade  Linien  von  gleicher  Läog^ 
und  Richtung.  Die  geometrische  Summe  mehrerer  Geraden  heiflrt 
der  Abstand  der  Endpunkte  einer  gebrochenen  Linie,  deren  g^ 
rade  Stücke  einzeln  den  Summanden  äquipollent  sind.  Ver- 
schiedene Länge  bei  gleicher  Richtung  wird  durch  Coefficienten 
bezeichnet.  Zum  Ausdruck  der  Aequipollenz  verwendet  Hoöd 
das  Gleichheitszeichen.    Ist  in  diesem  Sinne 

x.AB  =  y.CDj 
so  ist  entweder  AB  pawllel  CD  oder  a?  =  y  =  0.    Der  Ausdmck 
i.AB  bezeichnet  eine  Gerade  normal  zw  AB  von  gleicher  Lioge* 
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180  können  durch  i^.AB  alle  Neigungen  ausgedrückt  wer- 
Ein  Winkel  wird  als  Differenz  zweier  Neigungen  gedacht, 
geometrische  vierte  Proportionale 

AB. CD    ^  ^jj 
EF 
)t  eine  Gerade,  deren  Länge  aus  der  Proportion  resultirt, 
deren  Richtung  durch 

Neig.  GH  =  Neig.  AB  +  Neig.  CD  -  Neig. EF 
mmt  ist.  Direct  gleich  heissen  zwei  ebene  Figuren,  die 
h  Parallelverschiebung  in  der  Ebene,  conjugirt,  die  durch 
lung  der  Ebene  um  eine  Axe  zur  Deckung  gelangen  können. 
Anwendung  der  Theorie  auf  Curven  hat  man  das  Linien- 
ent  als  Gerade  aufzufassen. 

Diese  Einftlhrungen  gestatten  in  ziemlichem  Umfange  Schlüsse 
Art  der  Algebra,  die  man  bei  einiger  Uebung  leicht  kennen 
Mit  dem  Zeichen  i  wird  ebenso  gerechnet,  wie  sonst  mit 
.  Eine  Anzahl  durchgeführter  Aufgaben  und  Sätze  aus  der 
imetrie,  einschliesslich  der  ebenen  Curven,  zeigt,  dass  der 
rithmus  viele  Deductionen  ungemein  vereinfacht. 

H. 

Darboux.  Sur  une  nouvelle  serie  de  systfemes  or- 
logonaux  algebriques.    C.  R.  LXIX.  392-394.  1869. 

Wenn  man  ein  orthogonales  System  mit  beliebig  vielen 
ibeln  kennt,  kann  man  eine  unendliche  Anzahl  von  dreifach 
»gonalen  und  algebraischen  Systemen  erhalten,  welche  dem 
ime  der  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  analog  sind. 
Principien  der  zum  Beweise  dieses  Satzes  befolgten  Methode 
en  erörtert.  T. 

jEVY.     M^noire  sur  les  coordoiiiides  curvilignes  or- 

Ogonales.     J.  de  l'Ec  Pol.  Cah.  43.  157-200.  1870. 

Der  Verfasser  theilt  im  Eingange  mit,  dass  H,  Bouquet  zu- 
^ezeigt  hat,  es  lassen  sich  nicht  immer  zu  einer  gegebenen 
lenfamilie  zwei  andere  finden,  die  mit  der  ersten  ein  drei- 
orthogonalcs  System  bilden.  H.  Serret  ging  von  den  i\  He- 
ien aus,  denen  die  Parameter  ^,  A  und  fi  von  3  FUichen- 
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familien,  die  sich  rechtwinklig  schneiden,  genügen  müssen,  aocf 
zeigte  nach  Elimination  von  k  und  f^,  dass  g  zugleich  2  partielle 
Differentialgleichungen  6*'*'^  Ordnung  erfüllen  muss.    Bonnet  me& 
nach,  dass  die  Aufgabe,  dreifach    orthogonale  Flächensysteme 
zu  bestimmen,  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung fuhrt.     In  einer  längeren  Abhandlung  behandelt  nun  der 
Verfasser   die    Bedingung    für    solche   Systeme   analytisch  und. 
geometrisch,   zeigt  die  Wichtigkeit  der  Oerter  der  Nabelpunkte 
auf  den  hier  vorkommenden  Flächen,  betrachtet  die  orthogonalen 
Systeme,  welche  irgend  eine  Familie  von  Flächen  zweiten  Grade» 
enthalten  und  weist  endlich  nach,  dass  seine  Methode  in  einer 
grossen  Zahl  von  Fällen   zur   Entdeckung   neuer   Coordinaten- 
systeme  führt. 

Die  geometrische  Bedingung  eines  dreifach  orthogonalen 
Systems,  wie  sie  vom  Verfasser  angegeben  wird,  möge  hier  eine 
Stelle  finden:  • 

Damit  eine  Flächenfamilie  an   einem  orthogonalen  System 
Theil  nehmen  könne,  ist  es  noth wendig  und  hinreichend,  dass 
sie  folgende  Bedingungen  erfüllt:  Es  sei  M  ein  Punkt  einer  der 
vorgelegten  Flächen.     Durch  diesen  Punkt  ziehen  wir  Tangenten 
MT  und  MT^  an  die  beiden  Krömmuugslinien  der  Fläche  durch 
M,  und  ferner  die  Normale  MM*,   die  wir  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitt M*  mit  der  unendlich  nahen  Fläche  vorlängern.    Endlich 
ziehen  wir  durch  den  Punkt  Jtf'  die  Tangenten  AfT'  und  Jf' f,' 
an  die  beiden  Krümmungslinien  durch  M\    Damit  nun  die  vor- 
gelegte  Flächenfamilie   orthogonale  Flächen  zulasse ,    ist  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  die  Tangente  M'T  einen  Winkel 
mit  der  Ebene  M'MT  bilde,  der  ein  unendlich  Kleines  zweiter 
Ordnung  ist  —  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  der 
kürzeste  Abstand   zwischen  den  beiden  Geraden  MT  und  M*'^ 
unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  sei.    Ist  diese  Bedifl* 
gung  für  die  Tangenten  MT  und  ilf' T'  an  das  eine  System  to» 
Krümmungslinien  erfüllt,  so  ist  sie  es  schon  von  selbst  auch  i^^ 
die  Tangenten  MT^,  M'T[  an  das  andere  System.  Mz. 

AoüST.    Th^oiie  des  coordonndes  curvilignes  quelconque^ 

Brioschi  Ano.  (2)  III.  55-70.  1870. 

Fasst  maiv  von  den  Coordinatenflächen  g^   eine   bestimm 
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Ige  und  nimmt  an,  dass  dieselbe  von  den  Schaaren  g  und 
htwinklig  durchschnitten  werde,  so  ergeben  sich  aus  den 
ungen  des  ersten  Theiles  (Brioschi  Ann.  (1)  VI.  No.  2  — 
tschr.  d.  M.  I.  213-17)  zahlreiche  und  einfache  Relationen 
e  Curvenschaaren  a  und  a^.  Die  Seitenkrfimmungen  der 
nte  da  und  da^  nach  da^  erhalten  eine  von  der  sonstigen 
äffenheit  der  Goordinateufläche  q  und  ^,  unabhängige  Be- 
ig,  weil  die  zugehörigen  Contingenzwinkel  in  die  Winkel 
SU  je  zwei  unendlich  nahen  Normalen  der  Fläche  ^^  über- 
.  Die  Untersuchung  beschränkt  sich  ganz  auf  die  Goor- 
ulinien  a  und  a^  der  Fläche  Q^  und  bezieht  sich  wesentlich 
3n  Zusammenhang  zwischen  den  Componenten  der  KrUm- 
.n,  ihren  Variationen  und  dem  KrUmmungsmaass  der  Fläche 
)ie  erhaltenen  Beziehungen  gestatten  eine  zwanglose  Be- 
ing  des  Problems  der  Deformation  und  führen  zu  Gründ- 
ungen allgemeinster  Art,  aus  denen  sich  diejenigen  von 
(Joum.  de  TEc.  Polyt.  39)  als  specielle  Fälle  ergeben, 
man  die  Voraussetzung  macht,  dass  auf  der  zu  deformiren- 
lache  Q^  die  Schaar  a^  geodätische  Linien,  die  andere  a 
rechtwinklige  Trajectorien  vorstellen.  Diese  Gleichungen 
natürlich  verschieden  aus,  je  nach  der  Wahl  der  Unbe- 
m.  Von  den  in  der  vorliegenden  Abhandlung  besprochenen 
allen  führt  auf  die  Bour'schen  Gleichungen  das  System, 
chem  folgende  Grössen  als  Unbekannte  gelten:  Die  nach 
)rmalen  von  g^  genommenen  Componenten  der  Haupt-  und 
krümmungen  der  Elemente  da  und  da^j  nämlich 
_1_  1  1  1 

e  beiden  letzten  Quantitäten  einander  gleich  werden,  so 
ren  sich  diese  Unbekannten  auf  drei,  welche  einer  ge- 
icben  und  2  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
ng  zu  geniigen  haben.    Für  den  Bour'schen  Fall  ist 

-  nach  da  genommene  Componente  der  Hauptkrümmung 


0- 
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AousT.      Sur    lanalyse    des    courbes    rapport^s   k   an 
systfeme  quelconque  de  coordoiindes.    Ann.  de  rßc.  Norm. 

VI.  205-233.  1869. 

Denkt  man  die  Parameter  q,  Q^ ,  q^  als  gegebene  Functionen 
einer  unabhängigen  Variable  /,  so  bestimmen  sie  eine  Raum- 
curve,  welche  auf  keiner  der  Coordinatenflächen  liegt;  die  Be- 
stimmung der  Krümmungen  dieser  Curven  nach  den  in  der  oben 
genannten  Fundamental-Arbeit  aufgestellten  Principien,  bildet  den 
Inhalt  der  vorliegenden  Abhandlung.  An  Stelle  der  Krttmmun- 
gen  setzt  Herr  Aoust  auch  hier  die  drei  nach  da,  da^j  rfcr,  ge- 
nommenen Componenten,  welche  sich  mit  Hülfe  der  Seitenkröm- 
mungen  der  Coordinatenliuien  in  mehrfacher  und  übersichtlicber 
Weise  ausdrücken  lassen.  Ausser  den  gewöhnlichen  Krümmun- 
gen der  RaumcurvedefinirtH.  Aoust,  analog  wie  fllr  die  Coordinaten- 
linien  (T,  <y,,  er,,  Seitenkrümmungen.  Denkt  man  nämlich  dnrch 
jeden  Punkt  der  Raumcurve  eine  Gerade  gezogen,  jede  unend- 
lich nahe  der  vorhergehenden,  dann  ist  Seitenkrümmung  eines 
Elementes  aß  der  unendlich  kleine  Winkel  der  durch  a  und  ß 
gehenden  Geraden,  dividirt  durch  aß.  Nennt  man  die  variable 
Gerade  r,  so  redet  Aoust  von  der  Seitenkrümmung  des  Elementes 
aß  {ds)  nach  r,  Ar .  Interesse  verdient  der  Fall ,  in  welchem 
die  Geraden  Tangenten  der  Coordinatencurven  a  sind,  welche 
die  Raumcurve  treffen,  weil  die  Componenten  dieser  auf  da,  dtf| 
und  da^  bezogenen  Seitenkrümmungen  höchst  einfache  Formen 
für  die  Variationen  liefern,  welche  die  Winkel  <p,  </>, ,  <p,  toP 
der  Raumcurve  erfahren.  In  dem  zweiten  Theil  der  Arbeit  »eigt 
Aoust,  wie  diese  Behandlung  der  Curven  im  Räume  für  verschiedene 
Fragen  der  Mechanik  nutzbar  gemacht  werden  kann.        K. 

Aoust.     Note   sur  les  dquatioiis  fondainentales  du  pro- 
bl(^me  de  la  ddformation  des  surfaces.   C.  R  Lxix.  1095.1863. 
Behandelt   die   Frage,  wie  der  zweite  Theil  der  oben  g^ 
nannten  Arbeit  in  Brioschi  Ann.  K. 

Aoust  u.  Gilbert.     Sur  la  tht^orie  g^ndrale  des  lignes 
ti'ac^es  sur  uue  surface  quelconque.   lust  i.  sect  XXXVfl- 

118-119.  183-184.  206-208.  1869. 

In  den  genannten  drei  Nummern  sind  Briefe  von  Aoust  und 
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>ert  Aber  einen  Prioritätsstreit  veröffentlicht,  den  Herr  Aoust 
grosaer  Leidenschaftlichkeit,  aber,  wie  dem  Ref.  scheint,  mit 
L  besten  Gründen  itlhrt.  Auffallend  erscheint,  dass  Herr  Gilbert 
i  Banm  für  seine  Briefe  nicht  mit  einer  positiven  Widerlegung 
r  genau  bezeichneten  Ansprüche  von  Aoust  ausftlllt.  Hätte 
auch  nur  eine  einzige  der  Formeln,  an  der  ihm  das  Prioritäts- 
iht  bestritten  wird,  discutirt  und  gezeigt,  dass  er  sie  auf  wesient- 
h  verschiedenem  Wege  gefunden  hätte,  es  würde  ihm  mehr 
helfen  haben,  als  der  Apell  an  das  Urtheil  der  Geometer. 
f  der  anderen  Seite  scheint  Herr  Aoust  seine  Verdienste  um 
)  Theorie  der  krummlinigen  Coordinaten  doch  auch  zu  über- 
ifttzen,  indem  er  sich  für  den  Erfinder  von  Principien  hält, 
»•wohl  allgemein,  also  auch  Herrn  Gilbert  bekannt  gewesen 
d.  Die  Vorzüge  der  Aoust'schen  Theorie  sind  wohl  im  fol- 
iden  zu  suchen.  Seine  Formeln  sprechen  von  Grössen,  die 
)metri8ch  leicht  anschaulich  sind ,  und  seine  Relationen .  sind 
hältnissmässig  übersichtlich  und  einfach;  an  die  Stelle  der 
ferentialquotienten  der  rechtwinkligen  Coordinaten  treten  ausser 
*  gewöhnlichen  Krümmung  die  Seitenkrümmungen.  Die  Ein- 
hheit  der  Formeln  wird  aber  noch  wjesentlich  durch  Einführung 
'  Erttmmungs  -  Componenten  hervorgebracht;  ohne  dieselbe 
rden  sehr  complicirte  unübersichtliche  Ausdrücke  entstehen, 
r  Begriff  der  Seitenkrümmung  wird  aber  leicht  gebildet,  wenn 
n  die  krumtne  Fläche  als  Grenze  der  Oberfläche  eines  von 
)mentar-Dreiecken  begrenzten  Polyeders  auffasst,  und  er  könnte 
reh  manche  andere  Quantität,  welche  ebenfalls  geeignet  ist,  die 
inseitige  Lage  zweier  ancinanderstossenden  Elementar- Drei- 
ie  zu  bestimmen,  ersetzt  werden;  aus  dieser  allbekannten  Auf- 
gang ergiebt  sich  mit  Nothwendigkeit  der  Gang  der  Rechnung. 
kB  Verdienst  des  Herrn  Aoust  liegt  darin,  dass  er  diesen  Weg 
t  Consequenz  verfolgt  hat,  nicht  darin,  dass  er  ihn  überhaupt 
id.  Der  Gedanke,  die  Krümmungen  als  Linien  darzustellen, 
d  dies  als  Bilder  von  Kräften  aufzufassen,  ist  ebensowenig 
Q>  schon  Lam^  hat  ihn  gehabt. 

K. 


''onichr.  d.  Maih.  II.  2.  ^  31 
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D.  CoDAzzi.      Sullc   coorcHnate    curvilinee   d'una  super- 1|^« 

ficie  e  dello  spaziO.     Brioschi  Aon.  (2)  IV.  16-25.  1870. 

In  dieser  Fortsetzung  der  früheren  Arbeiten  (siehe  Fortschr. 
d.  M.  I.  p.  212)  hat  Herr  Codazzi  den  Begriff  Seitenkrlimmung  von 
Aoust    aufgenommen   und  die  wichtigsten  Formeln  aus  dessen 
erster  Abhandlung  Tortolini   Ann.  (l)  VI  auf  rein  analytischem 
Wege  reproducirt.  Kr. 

F.  Lippich.     Die   Ebene  und  Gerade  als  Elemente  des 
barycentrischen  analytiscben  Calculs.  Graz,  Leuschner  nad 

Lubensky  1870. 


E.  Fkan^oise.     Application  du  calcul  des  ^quipollenc 
a  la  resolution  d'un   problfeme   de  g<^om^trie   ^l^meix- 

taire.      Nonv.  Ann.  (2)  IX.  G6-73.  1870. 

Es  ist  die  Aufgabe  gelöst,  ein  Polygon  zu  constrairen,  von 
dem  man  die  Spitzen  der  Dreiecke  kennt,  welche,  einem  ge- 
gebenen Dreiecke  ähnlich,  auf  den  Seiten  des  Polygons  coia- 
struirt  sind.     Dreieck  und  Viereck  wird  besonders  erörtert. 

T. 

G.  Bardklli.      Sulla     trasformazione    delle    coordinafc 

nello   spaziO.      Rend.  d.  Ist.  Lorab.  (2)  II.  1869. 

In  dieser  Note  werden  die  Transformationsformeln  von  Ealci 
Monge,  Rodrigues,  Brioschi  bewiesen.  Es  werden  die  Relationen  jH 
festgestellt,  durch  welche  man  von  einer  Transformation  zu  einer 
anderen  übergehen  kann ,  und  die  verschiedenen  Systeme  ?on 
Hülfsvariabeln ,  die  diese  Gelehrten  eingeführt,  geometrisch  ge- 
deutet. Jg.  (0.) 


A.  Cayley.     On  tlie  six  eoordinates  of  a  line.     Tma.^ 

Cambridge  XI.  290-323.  1869. 

Der  Verf.  bemerkt,  dass  die  Bezeichnung  der  6  CoordinÄtoö 
einer  Linie,  so  viel  ihm  bekannt,  zuerst  in  seiner  Arbeit  ^0" 
a  new  analytical  representation  of  curves  in  space'*  (Quart  l 
III.  1800)  gegeben  ist;  dass  aber  diese  Coordinaten  sich  nnab- 
hängig  davon  darboten  in  Plückers  Theorie  *,0n  a  new  geomcby 


i-j 


Vt 


Ifti: 
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space^'  (Trans,  of  London  CLV.  1865.)  Der  Ausgangspunkt 
>r  Theorie  ist  folgender:  Man  benutze  irgend  welche  quadri- 
anare  Coordinaten  x,  y,  s,  w  und  betrachte  eine  Linie,  auf 
ir  Linie  2  Punkte  mit  den  Coordinaten  a,  /?,  y,  S  und  «',  /?, 

S'j  durch  die  Linien  2  Ebenen,  deren  Gleichungen 
Ax+By+Cz+Dw  =  0,         A'x+B'y+az-\-D'w  =  0 
id.    Dann  ist: 

/?/—  /?y  :  ya'-  /a:  a/?—  a'/9:  «5'—  a'J:  /9J'-  /^J:  y^'-y'* 
:  Äiy—A'D  :BD'-B'D:CD'-C'D:BC'-B'C:CA'-C*A:AB'-AB^ 
id  setzt  man  beide  Reihen  von  Verhältnissen  =  a:b:c:f:gih, 
xnn  sind  die  Grössen  a,  b,  c,  f,  g,  h,  welche,  wie  man  zugleich 
eht,  der  Gleichung  af+bg-\-ch  =  0  genUgen,  die  „sechs  Coor- 
inaten"  der  Linie.  •    Cly.  (M.) 


Capitel  2. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 
^-  Steen*     Begyndelsegrunde  i  den  analytiske  Geometri. 

Kjnbavn  Rectyl  1869. 

^-  ScHLöMiLCH.     Ueber  rectificable  Curven.    Schi5miich  z. 

XV.  124-126.  1870. 

Siehe  Abschn.  VL  Cap.  3  p.  145. 

•  SoMOF.       Note    sur    la     rectification     approximative 
des  courbes  quelconques.  Mem.  de  St.  Pet.  1869. 

Dans  mon  memoire:  „Sur  les  accel^rations  des  divers  ordres^' 
^  der  Verfasser,  j'ai  deduit  de  la  thcorie  de  ccs  grandeurs 
nömatiques,  le  döveloppenient  en  s<^rie:  de  la  corde  d'un  arc 
öue  courbe  quelconque  et  de  projcctions  de  cettc  corde  sur 
'  tangente  et  les  deux  normales  priucipales,  menees  par  Tune 
^%  exträmit6s  de  larc.^* 

Aus  diesen  Entwickclungen  leitet  Herr  Somof  einen  allge- 
^inen  and  sehr  einfachen  Ausdruck  der  angenäherten  Länge 

31* 
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eines  Bogens  ab,  der  hinreichend  klein  ist,  um  die  fftnfte  Potenz^ 
vernachlässigen  zu  können.  Er  findet  nämlich:  Die  Länge  de^ 
Bogens  ist  gleich  4  Dritteln  der  Sehne  weniger  dem  6*"  TheL^ 
der  Summe  der  Projectionen  dieser  Sehne  auf  die  äugserste^ 
Tangenten.  Der  Verfasser  fügt  dieser  Note  einige  Zahlenbc^ 
spiele  hinzu.  Z.  (0.) 

A.  Steen.     Ogtan  eu  Methode  til  Integration  af 


(i+c|)T 


G.  Mittag  Leffler.    Integration  af  Differentialequationer 


Dilluer  Tidsekr.  III.  24  u.  28.  1870. 

Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  5.  p.  169. 

E.  RiBAUCOUR.  Sur  les  longueurs  d'arcs  et  le  mouvement 
d'une  figure  dans  son  plan.      Inst,  xxxvil.   l.  sect  12^ 

125.  1870.  T. 

G.  Dostor.  Relations  nouvelles  entre  les  tangentes,  B^r- 
males,  sons-tangentes  et  sous-norniales  des  courbes  c^ 
gt^n^ral,  avec  application  aux  lignes  du  second  degr^* 

Gninort  Arch.  LI.  129-190.  1870. 

Die  vorliegende  Abhandlung  giebt  eine  vollständige  E"^' 
Wickelung  der  Beziehungen,  welche  zwischen  Tangenten,  Nor' 
malen,  Subtangenten  und  Subnormalen,  und  zwar  denjenigen 
Theilen  dieser  Geraden  bestehen,  welche  einerseits  zwischen  dci^ 
Berührungspunkte  und  der  Abscissenaxc,  andererseits  imfuA^^ 
dem  Berührungspunkte  und  der  Ordinatenaxe  liegen.  Es  werfC^ 
zunächst  diejenigen  Relationen  zwischen  diesen  Grössen  und  d^^ 
Coordinaten  des  Berührungspunktes  aufgesucht,  welche  vomC^^ 
ordinatenwinkel  unabhängig  sind,  dann  diejenigen,  welche  fi^^ 
mit  der  Grösse  dieses  Winkels  ändern.     Daran  schliessen  si^* 
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.nn  diejenigen,  welche  speciell  für  ein  rechtwinkliges  Goor- 
aatensystem  gelten.  Es  folgen  nun  Relationen  zwischen  den 
Rede  stehenden  Grössen,  die  mit  Hilfe  der  Gleichung  der 
LTVt  und  des  Goordinatenwinkels  gebildet  werden.  Die  ge- 
>nnenen  Resultate  werden  dann  noch  ausführlich  auf  die  Ellipse, 
nperbel  und  Parabel  angewandt.  T. 

.  Painvin.     Courbure  en  un  point  multiple  d'une  courbe 
ou  d'une  surface.    0.  R.  Lxviii  131-135  1869. 

Eine  Sammlung  von  Lehrsätzen  über  die  Krümmung  an 
nem  vielfachen  Punkt  einer  Curve  und  (weiterhin)  einer  Fläche. 
i  werden  die  Berührungen  verschiedener  Ordnung  besprochen 
id  die  Fälle  betrachtet,  in  denen  die  Curve  oder  Fläche  RUck- 
ihrpunkte  besitzt.  Mz. 

►  LiNDELöF.  Sur  la  courbure  moyenne  d'une  courbe  plane 

fermde.    Mondes  (2)  XXIL  110-112.  1870. 

Von  der  Gleichung  2A  =  a^p^+a^p^-\ h  «-/>»•  ausgehend, 

>  Ä  die  Fläche,  a, ,  a, ,  ...  a„  die  Seiten ,  p, ,  p, ,  . . .  p»  die 
Q  einem  beliebigen  Punkte  auf  die  entsprechenden  Seiten  ge- 
lten Lothe  sind  (positif  oder  negativ,  je  nachdem  sie  ausser- 
Ib  oder  innerhalb  fallen),  beweist  H.  Lindelöf  folgenden  Satz: 
e  mittlere  Krümmung  einer  ebenen  geschlossenen  Curve  er- 
It  man,  indem  man  den  Umfang  durch  das  Doppelte  der  Fläche 
idirt.  0. 

M.  Jepfery.  On  dual  curvature,  and  the  duals  of 
evolutes  and  involutes.    Quart.  J.  X.  321  344.  1870. 

Der  Verfasser  betrachtet  neben  dem  Krümmungskreis  einer 
enen  Curve,  als  ihm  entsprechend,  und  als  dessen  Dual  be- 
unt,  den  Kegelschnitt,  welcher  mit  derselben  Curve  eine  Be- 
brang zweiter  Ordnung  und  den  Anfangspunkt  zum  einen 
'ennpunkt  hat,  giebt  jedoch  über  die  Bedeutung  seiner  Ein- 
hrungen  imd  über  Ziel  und  Gesichtspunkt  seiner  Untersuchung 
>ine  genügende  Auskunft  H. 

.  Oayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1870  Question  4. 

MesBODger  V.  187-190.    1870. 

Der  Winkel  zwischen  der  Normale  einer  ebenen  Curve  und 
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der  Linie,  die  man  vom  Punkte  nach  dem  Mittelpunkte  der 
Sehne,  die  parallel  und  unendlich  nahe  der  Tangente  in  diesem 
Punkte,  zieht,  wird  bestimmt.  Auf  einer  Oberfläche  kann  eine 
ähnliche  Frage  nicht  aufgestellt  werden.  Es  wird  noch  bemerkt, 
dass  die  Indicatrix  nie  eine  Pnrabel  ist,  sondern  dass  der  lieber- 
gangsfall  zwischen  Ellipse  und  Hyperbel  ein  Paar  paralleler 
gerader  Linien  ist.  61r,  (0.) 

de  la  GouRNERiE.     Note  sur  les  singularit^s  ^lev^es  des 

COUrbes   planes.    Liouvillo  J.    2)  XIV.  425-435.  1869. 

Nach  Herrn  Cayley  ist  jede  Singularität  einer  ebenen 
Curve  bestimmten  Zahlen  von  Doppelpunkten,  Rückkehrpunkten, 
Doppel-  und  Inflexionstangenten  aequivalent,  so  dass,  wenn  diese 
4  Zahlen  fUr  alle  Singularitäten  einer  Curve  bekannt  sind ,  man 
sofort  die  3  Plücker'schen  Gleichungen  auf  diese  Curve  anwen- 
den und  auch  bestimmen  kann,  welchem  Geschlecht  sie  ange- 
hört. Herr  Cayley  hat  ausserdem  Formeln  angegeben,  die  4 
Zahlen,  welche  eine  Singularität  ausdrücken,  auszurechnen,  wenn 
man  für  die  verschiedenen  Zweige,  in  der  sie  vorkommt,  be- 
sondere Gleichungen,  die  nach  einer  der  Coordinaten  atifj^elöst 
sind,  hat.  Der  Verfasser  unternimmt  nun  zu  zeigen,  wie  man 
diese  Gleichungen  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curve  ab- 
leiten kann.  Es  folgen  dann  einige  Resultate  über  die  Krüm- 
mungsradien an  einem  vielfachen  Punkt  und  über  die  Berührun- 
gen, welche  die  verschiedenen  Zweige  mit  einander  haben 
können.  In  einem  zweiten  Theile  der  Arbeit  finden  sich  An- 
wendungen auf  drei  Curven,  resp.  vom  Grade  32,  27  und  30. 

Mz. 

H.  M.  Jeffery.     Oll  cusps  and  points  of  inflexiön,  on 
cuspidal  points  and  lines  of  inflexiou.     Quart.  J.  X.  282- 

238.  1869. 

Bemerkungen  über  die  genannten  Singularitäten;  grosseö- 
theils  Bekanntes  oder  doch  unmittelbar  aus  Bekanntem  folg6Dd. 
Besonders  berücksichtigt  sind  die  dualen  Verhältnisse;  es  wird 
jedoch  eine  particulärc  Form  der  Dualität  gebraucht,  indem  ab 
Punktcoordinaten  nur  die  auf  die  Seiten  des  Fundamentat-Drei- 
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eckfl,  als  Liniencoordinaten  die  von  den  Ecken  desselben  ge- 
sogenen Perpendikel  auftreten.  St. 

W.  H.  Besant.  Mathematical  notes.    Quart.  J.  xi  38-42. 1870. 

Die  dritte  Note  enthält  eine  Formel  fltr  gleitende  Curven. 
Gleitet  ein  rechter  Winkel  auf  dem  Bogen  einer  Curve  entlang 
p  =  f(j[f)  (auf  Polarcoordinaten  bezogen ,  wo  aber  p  das  Loth 
vom  Ursprung  auf  die  Tangente  des  betrachteten  Punktes,  tp 
der  Winkel  des  Lothes  mit  der  festen  Axe  ist),  so  ist  die  Be- 
wegung derjenigen  aequivalent,  als  wenn  die  Curve 

auf  der  folgenden  rollt 

af  =  C0B(p.f'(fp  +  y)+  siny  .rC'A 

y'  =cosy.r(y)-sin()p./''(y  +  y).  ^j^ 

Levi.    Sülle  evolventi  allungate   e  associate  delle  linee 

plane*    Atti  dl  Torlno  IV.  1869.  Jg. 

A.  Cayley.     A  „Sinith's  Prize"  pajDer.  1869.  Question  2. 

Messenger  Y.  41-42.  1869. 

In  einem  System  von  Curven,  definirt  durch  eine  Gleichung 
mit  einem  variabeln  Parameter,  ist  die  Entfernung  zwischen  zwei 
aufeinanderfolgenden  Curven  zu  untersuchen.  Sind  f(x,  y,c)  =  0 
und  f(x,  yfC^  Sc)  zwei  aufeinanderfolgende  Curven ,  so  ist  die 
normale  Entfernung  am  Punkte 

'«■ '- 1 '« ^  /^R|)- 

='-y(S)'+(f)" 

venn  das  System  gegeben  ist  in  der  Form  V—  c  =  0.  Für 
parallele  Curven  ist  die  normale  Entfernung  allenthalben  die- 
selbe, d.  h.  (^^  +  (-j-^   muss  für  alle  Wcrthe  von  (x,  y),  die 
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der  Relation  r=  c,  viz.  (^)  +(^)  =  «p(^  g«nflg«ii  — 

willkürlich   —   einen  constanten  Werth  haben.    Die  Oleidhiu 
des  Systems  paralleler  Curven  kann  daher  geschrieben  werd< 

R.  W.  G.      On    geometrical   methodes  in  maxima  Km 

minima.    Messenger  y.  122<124.  1870. 

Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  2#  p.  134. 
W.  K.  Clifford.      On    a   generalization  of  the  theox: 

of  polars.     Proc.  of  L.  M.  S.  IL  116118.  1869. 

Bn   sei    eine   Curve   n^^^  Ordnung  und   c«  eine  Curve  im 
Klasse,  nämlich: 

B,  =  iA,B,C...)(^xyz)\ 
c«  =  (a,  6,  c...)(^0"» 

resp.  in  Punkt-  und  Linien-Coordinaten;  schreibt  man  nun 

s      s      s 

*^"*    5^'   T"'    "5"  ^^^^'  ^^^  ^'  ^^  ^  ^"^  operirt  mit  dem  so 
bildeten  Symbol  in  £«  und  bezeichnet  das  Resultat  kurz  n^ 

so  ist;  wenn 

1)  tn<:n,  c^Bn  eine  Covariante  von  der  Klasse  n— iti, 
der  Hr.  Verf.  die  „Polar-Curve"  von  c«  in  Bezug  auf  B 

2)  m  =  n,  c^Bn  eine  Invariante  der  beiden  Curve 
dieselbe   verschwindet,   werden  dieselben  ;,harmonif 


I  •   ^v  1« 
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orve  m'^'  Klasse  anzusehen: 

s      s      s 

analog  in  Bn-j^y   -r-,    -it7  für  resp.  o;^  y^  is,  so  ist 

at  der  Operation  in  c^  BnCm  füi*  ii>i»  gleich  Null, 
die  harmonische  Invariante  und  für  »< m  eine  Curve 
nasse,  die  Pölar-Curve  von  Bn  in  Bezug  auf  c«.  Es 
h  einige  Anwendungen,  insbesondere  auf  die  Curven 
e  Hr.  Henrici  die  ^^Steyier'schen''  nennt.       Schz. 

.  Russt:LL.     Oll  the  mechanical  description  of 

Proc.   of  London  XVIII.   72-74.    1869.     Bep.   Brit.  Ass. 

reibung  eines  Apparates  von  Rädern- und  Rollen  zur 
len  Darstellung  der  Curve  x  =  aBin&,  y  =  aBimf,  wo 
n(p^+a'sin(m&'-n<f)-\-a"sin(m'&-\-n'(f)'] —  =  osiniS', 
ine  Gleichung  einer  geometrischen  Curve  irgend  welcher 

Cly.  (M.) 


,    Theorie  der  algebraischen  Curven. 

Ueber  algebraische  Curven.      Prag.  Ber.  1869. 

[err  Verfasser  giebt  zuerst  eine  kurze  Theorie  der 
en  Elementargebilde  und  begründet  dann  hierdurch 
ten  Sätze  von  der  Classenzahl,  der  Zahl  der  Doppel- 
lind  Inflexionspunkte  einer  allgemeinen  ebenen  Curve 
I.  Mz. 

Ueber  höhere  Involutionen.      Prag.    Ber.  1870, 

d  eine  Punktinvolution  n*^"  Grades  auf  einer  Geraden 
jlleichung  definirt: 

Kx)--X(p(ix)  =  0, 
^bscisse  eines  variablen  Punktes  der  Geraden  in  Be- 
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zug  auf  einen  festen  Anfangspunkt,  X  ein  veränderlicher  Para- 
meter, f  und  rp  ganze  Functionen  n'*""  Grades  sind.  Soll  diese 
Gleichung  eine  zweifache  Wurzel  besitzen,  so  ergiebt  sich  flr 
A  eine  Bedingungsgleichung  vom  Grade  2(n— 1).  Der  Verfasser 
bildet  dann  diejenige  Gleichung  2(«— l)'*""  Grades,  deren 
Wurzeln  die  Abscissen  der  Doppelpunkte  sind.  Zum  ScbloM 
werden  Involutionen  betrachtet,  deren  Gleichung 

(a;— a)"— A(a;— 6)»  =  0, 
und  eine  Anwendung  auf  Curven  w*^"  Grades  mit  einem  (w-l)fachen 
Punkte  und  zwei  («—1) -punktig  osculirenden  Geraden  gegeben. 

Mz. 

Emil  Weyh.     Erzeugung    algebraischer    Curven    durch 
projectivische  Involution.    Clebsch  Ann.  III.  34-44.  I87a 

Sind   a  und  b   zwei  feste  Elemente   eines   Grundgebilde^ 
erster  Stufe,  so  möge,  je  nachdem  eine  Punktreihe  oder  einStrattS 

büschel  vorliegt,  der  Quotient  von  r—  resp.  von    .   ,     ,  welchem 

ein  variabeles  Element  x  bestimmt,  kurzweg  mit  x  bezeichne 
sein.  Sind  f(^x)  und  (f(x)  ganze  rationale  Functionen  v(^  i 
Grade  w,  so  stellt  f(x)  —  X(p(x)  =  0  eine  Elementeninvolut!« 
f*'<^"  Grades  dar,  wenn  A  als  veränderlicher  Parameter  gefase 
wird.    Zwei  Involutionen: 

fQt)^\q>ix)  =  0, 

beziehlich  vom  Grade  n  und  m^  sind  projectivisch,  wenn  jeder 
Elementengruppe  der  einen  eine  Elementengruppe  der  anderen 
eindeutig  zugeordnet  wird,  wenn  also  zwischen  A  und  fi  eine 
Kelation 

AXiJL  +  Bl  +  Cfi  +  D  =  0 
statt  hat,  welche  in  Bezug  auf  A  und  auf  fi  linear  ist.  Es  ent- 
sprechen daher  jedem  Elemente  der  ersten  Involution  m  Elemente 
der  zweiten  und  j^dem  Elemente  der  zweiten  n  Elemente  der 
ersten  Involution.  Je  zwei  derartige  projectivische  Strablenia' 
volutionen  erzeugen  eine  Curve  (iw+n)**^'^  Ordnung,  für  welohe  der 
Scheitel  der  einen  Involution  ein  nfacher,  der  der  asderea  ri^ 
mfacher  Punkt   ist.    Sind   beide   Involutionen   vom  »'^  Orad^ 
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nd  vereinigen  sich  in  der  durch  beide  Scheitel  gehenden  6e- 
aden  zwei  einander  entsprechende  n  fache  Strahlen  beider  In- 
olutionen  (fallen  in  einer  Involution  n^^"  Grades  sämmtliche  n 
Elemente  einer  Gruppe  in  eines  zusammen,  so  entsteht  ein  nfaches 
illement  dieser  Involution),  so  ist  ihr  Erzeugniss  eine  Curve 
>**'  Ordnung.  Jede  Curve  n^"  Ordnung,  welche  durch  die  n' 
Schnittpunkte  zweier  n  strahligen  Büschel  hindurchgeht,  lässt  sich 
ils  ein  Erzeugniss  zweier  projectivischen  Involutionen  n^^"  Grades 
luffassen;  für  diese  Involutionen  sind  die  beiden  nstrahligeu 
Büschel  entsprechende  Strahlengrnppen  und  der  gemeinschaft- 
iche  Strahl  beider  Büschel  ist  ein  sich  selbst  entsprechender 
ifacher  Strahl.  Auf  einer  beliebigen  Curve  Cn  lassen  sich  im 
allgemeinen  nicht  zwei  Funkte  finden,  die  als  Scheitel  solcher 
Qvolutionen  genommen  werden  könnten,  sondern  nur,  wenn 
=  1,  2,  3  ist.  Im  Falle  n  =  3,  sind  je  zwei  correspondirende 
unkte  der  Uessseschen  Curve  zu  Scheiteln  zweier  projectivischen 
ibischen  Strahleninvolutioneu  zu  nehmen,  welche  alsdann  die 
urve  erzeugen.  Sehn. 

•  GOssFELDT.  Ueber  Curven,  welche  einen  harmoni- 
schen Pol  und  eine  harmonische  Gerade  besitzen, 
Und  darauf  bezügliche  Eigenschaften  allgemeiner 
Curven,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Curven 

dritter   Ordnung.      Clebsch  Ann.  II.  65-127.  1869. 

Die  umfang-  und  inhaltreiche  Abhandlung  Steiner's  über 
gebraische  Curven,  die  einen  Mittelpunkt  haben  (Crelle  J. 
Lyn),  veranlasst  den  Herrn  Verf.  einen  Theil  der  in  der  citirten 
^beit  enthaltenen  Resultate  herzuleiten.  Diese  beziehen  sich 
if  die  allgemeine  Theorie  der  von  Steiner  betrachteten  beson- 
-i'en  Curven,  auf  das  Auftreten  derselben  bei  Betrachtungen 
^er  allgemeine  Curven  und  auf  die  Anwendung  der  gewonnenen 
ößultate  auf  die  Curven  dritter  Ordnung.  Die  Beweise  der 
4tze  sind  theils  durch  Analysis,  theils  durch  rein  geometrische 
^trachtungen  gewonnen.  Die  Fülle  der  Sätze  gestattet  leider 
^cht  ein  Eingehen  auf  Einzelheiten.  T. 
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X  Henrici.  Ou  series  of  curves,  especially  on  the 
singularities  of  their  envelopes;  with  applicationft 
to  polar  curves.      Proc.  of  L.  m  s.  II.  177-195.  1869.  \'^ 

Ein  in  einer  früheren  Abhandlung  (On  certain  formulae  coiJ.-' 
ceming  the  theory  of  discriminants  etc.  Proc.  of.  Lond.  M.  &"- 
vol.  II.  p.  109)  von  dem  Hrn.  Verf.  bewiesener  Satz  ttber  DiwsA  ^ 
niinanten  von  Discriminaten  (vergl.  das  Referat  in  dieseoa  Jahr 
buch  Bd.  IL  p.  76)  wird  auf  Functionen  verschiedener  Form  am.— " 
gewendet.  Mit  Hilfe  der  daraus  sich  ergebenden  OrdnungszahleflC^ 
der  Discriminante  JT und  der  Factoren  von  D  =  A.B^.C*  werde*^ 
die  Ordnung,  die  Klasse,  sowie  die  Zahlen  der  ausgezeichnete 
Elemente  1)  der  Enveloppe  einer  einfachen  Curvenreihe;  2)  de 
Steinefschen  Curven;  3)  der  r**""  Polare  einer  Curve;  4)  derg^ — 
mischten  (r,  p)'**"  Polare  zweier  Curven;  5)  der  ^**"  Steiner'sdie 
von  der  r'**"  Polare  eines  Punktes  y  und  ferner  auf  diese  Curve 
wie  auf  Reihen  dieser  Curven  beztigliche  Sätze  abgeleitet 
bei  sind  immer  einfache  Curven  und  einfache  Curvenreihen  mmd 
für  die  Polare  und   Steiner'schen  Curven  eine  einfache  FundsL- 
mentalcurve  n''''  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  und  ohne  Spitzea 
vorausgesetzt. 

Wir  können  aus  der  Fülle  von  Sätzen  hier  nur  Wenigres 
anführen.     Der   Ort  derjenigen    Pole,   deren  r**  Polaren  eiacn 
Doppelpunkt  haben,  oder  der  Ort  von  Doppelpunkten  (n—r—iy^ 
Polaren  wird  mit  S^'^>  bezeichnet  und  die  r**^  Steiner'sche  Currc 
genannt;  dann  ist  SC«-'^-')  der  Ort  von  Doppelpunkten  H*'  Po- 
laren und  heisst  die  conjugirte  Steiner^sche  Curve.    Die  r*'  Po- 
lare hat  die  Form: 

S^'^^  ist   also    die  Discriminante   dieser  Function  in  Bezug  auf 
(^x^x^x^').    Bezeichnet  man  m  =  ii— r—l,  so  ist 

die  Ordnung  von  S^*")  3rm', 

die  Klasse  3rm(2mr4-r— w), 

die  Zahl  der  Doppelpunkte  jr'm(iii— l)(3m'4-3m— U)» 
-    Spitzen  i2r*m(m—l^ 
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die  Zahl  der  Wendetangenten  3mr(10mr— r— 6m) 

-   Doppeltangenten  |  mr  {3mr(2mr  +  r  —  m)' 

— 32mr  +  2r  +  18m}. 
^orch  Vertanschung  von  m  und  r  erhält  man  die  Singularitäten 
on  S^*). 

Die  Curven  S^??(»)  oder  die  p***"  Steiner'schen  Curven   der 

"*    Polaren  von  Punkten  y  auf  einer  geraden  Linie  bilden  eine 
c&fache  Reihe,  deren 

Ordnung    3p(n— r— p— i)'; 

Klasse        3p(ii-r-p-iy|2p(f*-r-p)-n+r+l|; 
«•«^metrische  Ordnung,   d.  i.  Zahl  der  Curven,   welche   durch 
Punkt  gehen 

3r(n-r— p— 1)'; 
ametrische  Klasse  d.  i.  Zahl  der  Curven,  welche  eine  Gerade 
Uhren 

6r(n— r— p  — 1)  {2Q(n—r—Q)—n-\-r-\-l\; 
Enveloppe  der  Reihe  ist  von  der  Ordnung: 

6e(n-r-e— l)|3r(n~r— p)~w-|-»-+l}; 
^r  Ort  der  Doppelpunkte  ist  von  der  Ordnung; 

3re(n— r— p— 1) (n— r— p— 2)  {3 (n— r— p)'— 3 (n—r-  p)— 11}; 

^r  Ort  der  Spitzen  ist  von  der  Ordnung: 

24rp  (n — r — p —  1 )  (n — r — p— 2). 

^r(ji)  ist  die  Discriminante  einer  Function  von  der  Form: 

^ xn^r-p  .    _r_.    _p     \  _  Q 

^.  F.  Haase.     Zur  Theorie  der  ebenen  Curven  n^^^  Ord- 
nung mit  ^^*~  ^^^      ^  Doppel-  oder  Rückkehrpunkten. 

Ciebflch  Ann.  II.  515.  1870.  K. 

VI.  Reiss.     Analytisch-geometrische  Studien.  Clebsch  Ann. 

II.  385.  1870. 

Handelt  von  der  Elimination  der  Coefficienten  aus  homogenen 
Grleichungen  von  h  Veränderlichen ,  welche  für  die  Fälle  ä  =  3, 
k  =  4  mit  gewissen  Fragen  der  Geometrie  (Bestimmung  einer 
Curve  resp.  Fläche  durch  Punkte)  zusammenhängt.   Das  Elimina- 
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tionsresiiltat  wird  in  verschiedene  Formen  gebracht,  welche  eine 
geometrische  Deutung  zulassen.  K. 

H.  Lemonnikr.     Equation   de  Hesse  pour  la  d^terniina- 
tion  des  points  d'inflexion.    Nouv.  Ann.  (2)  IX.  531.  1870. 

Aus  der  analytischen  Definition  des  Inflexionspunktes  eiae"*^ 
ebenen  Curve  wird  unter  Benutzung  der  charakteristischen  Eigem-  -" 
Schaft  der  ganzen  homogenen  Functionen  die  Bedingung,  das 
die  bekannte  Hesse'sche  Functional-Determinante  aus  den  zweite: 
Differentialquotienten  gleich  Null  sei,  entwickelt  als  DiscriminanU 
einer  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  Coefficienten  diese  Di 
ferentialquotienten  sind.  Schz. 

A.  Transon.     Lois  de  la  courburc  dans  certaiues  tram 
forraations  des  courbes  planes.      Nouv.  Ann  (2)  VIIL  11 

121.  1869. 

Durchläuft  der  Punkt,  welcher  der  unabhängig  Ver&ndex 
liehen  z  der  Gleichung  ff(^u,z)  =0  entspricht,  irgend  eine  Cur^C; 
dann  durchläuft  der  Punkt,  welcher  der  abhängig  Veränderliche c 
u  entspricht,  soviel  andere  Curven,  als  der  Grad  der  Gleichung 
cp(u,z)=0  in  Beziehung  auf  n  Einheiten  enthält.     Eine  jede 
dieser   Curve    kann   als    eine   Transformation   der  ersten  Curve 
aufgefasst   werden.     (Nouv.    Ann.    (2)   VII.    145-157.    193-208. 
241-264  s.  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  149-150.)   Gegenstand  der  oben 
genannten   Arbeit    ist    nun    die   Ermittelung   der    Beziehungen, 
welche  zwischen  den  Krümmungsradien  der  ursprunglichen  Curre 
und  denen  ihrer  Transformationen  bestehen.     Als  Resultate  er- 
geben sich  folgende  beiden  Sätze : 

Alle  Geraden,  welche  durch  denselben  Punkt  der  Trans- 
formations-Ebene  gehen,  haben  als  Transformationen  Curven, 
deren  Krllmraungsmittelpunkte  für  den  entsprechenden  Punkt  in 
einer  Geraden  liegen. 

Wenn  mehrere  Curven,  welche  durch  denselben  Punkte 
der  ursprünglichen  Curve  gehen,  in  diesem  Punkte  denselben 
Krümmungsradius  g  haben,  dann  sind  die  entsprechen  KrümmunjfS' 
radien  aller  ihrer  Ttansformatiouen  Leitstrahlen  eines  und  des« 
selben  Kegelschnitts;  der  als  Brennpunkt  die  Transforniation  i^ 
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uakteB  a  hat.  Die  Gattung  des  Eegelsehnitts  ändert  sich  mit 
m  Werthe  von  g,  aber  seine  Leitlinie  ist  fest,  sie  ist  diejenige 
nie,  in  welche  der  Kegelschnitt  zusammenschrumpft,  wenn  g 
endlich  wird. 

Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  zwischen  stereogra- 
scher  Projection  sphärischer  Figuren  und  der  Transformation 
mer  Figuren  bilden  den  Schluss.  T. 

Casorati  e  L.  Cremona.  Considerazioni  intorno  al 
numero  dei  moduli  delle  equazioni  e  delle  ciirve  al- 
jebriche  di  un  dato  genere.  Rend.  d.  ist.  Lomb.  (2)  ii.  1869. 

Riemann  hat  in  seiner  Theorie  der  AbeVschen  Functionen 
—3  als  Zahl  der  algebraischen  Gleichungen  oder  Curven  ge- 
>en,  welche  zu  einer  gegebenen  Ordnung  p  gehören,  während 
rr  Cayley  auf  anderem  Wege  die  Zahl  4p— 6  dafür  erhalten 
.  In  der  vorliegenden  Note  stellen  die  Verfasser  Betrach- 
gen über  die  Natur  der  verschiedenea  Resultate  an,  durch  welche 

dazu  geführt  werden,  die  von  Riemann  gegebene  Zahl  für 
atig  zu  erklären.  Herr  Cremona  behandelt  speciell  die  Fälle 
=  4,  5,  6;  den  letzten  Fall  auf  eine  sehr  sinnreiche  Weise, 
:telst  der  er  folgenden  Satz  beweist:  „Curven  der  Ordnung 
-  6  können  in  eine  Curve  ß'^"^  Ordnung  mit  4  Doppelpunkten 
Bsformirt  werden.*'  Die  Normalcurve  fllr  p  =  6,  die  in  der 
eorie  der  AbeVschen  Functionen  von  den  Herren  Clebsch  und 
uniann  gegeben,  ist  von  der  Ordnung  7  und  hat  9  Doppel- 
Qkte.  Auf  analytischem  Wege  hat  Herr  Brill  diese  Resultate 
lalten  und  auch  auf  den  Fall  p  =  7  ausgedehnt,  (s.  Clebsch 
n.  II.  471.  Forschr.  d.  M.  H.  p.  45.)  Jg.  (0.) 

Brioschi.  Nota  siilla  equazloTie  che  clk  i  punti  cli 
äesso  di  curvc  ellittiche.   Reml.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  II.  1869. 

Der  Verfasser  nennt  elliptische  Curve  eine  ebene  Curve  der 

loung  n  mit  -^r — -    Doppel-   oder   Rttckkehrpunkten.     Die 

»rdinaten  derselben  werden  mittelst  eines  Parameters  x  aus- 
irttckt  und  dann  eine  Gleichung  bestimmt,  deren  Wurzeln  die 
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Werthe   des   Parameters  x  sind,   die  den  Flexionspunkten  der 
Curve  entsprechen.    Diese  Gleichung  ist  vom  Grade  Sn,   wena 
n   grade,    3 («  +  !),   wenn    n    ungrade   ist.    Wenn  jedoch  di^ 
Gleichung  einen  fremden  Factor  dritten  Grades  enthält,  dewem^ 
Vorhandensein  aus  der  Relation   zwischen  der  Function  von  x^ 
welche  in  den  angedeuteten  Ausdruck  der  Coordinaten  eintritt^ 
festzustellen  ist,    so  lässt  sich  dieselbe  durch  dieselbe  FonneB 
darstellen,  mag  nun  n  grade  oder  ungrade  sein.    Der  Yerfassea 
wendet  seine  Gleichungen  sodann  an,  um  die  Gleichungen  yoic= 
ü**"  und  12**'"  Grade  zu  finden,  welche  die  Flexionen  einer  all- 
gemeinen Curve  3**'  Ordnung  und  einer  Curve  4*^'  Ordnung  mi"" 
2  Doppelpunkten  geben.    Aus  der  Betrachtung,  dass  die  Glei^ 
chung   9*^"  Grades,   welche   die   Flexionen   einer  Curve  dritte^ 
Ordnung  giebt,  der  Dreitheilung  der  elliptischen  Functionen  enfc 
spricht,  zieht  er  nicht  allein  das  Kriterium,  dass  sie  algebraisal 
lösbar  seien  (in  anderer  Weise  hat  dies  Herr  Hesse  bewiescKX 
siehe  .CrcUe  J.  XXVIII),  sondern  leitet  auch  eine  einfache  Me- 
thode  ab,   um   solche   Lösungen   zu  finden,  welche   von  einer 
Gleichung  4'^"  und  zweien  S*"""  Grades  abhängen.    Daraus  kann 
man,  wie  er  bemerkt,   die  bekannte  Eigenschaft  der  Flexionen 
einer  cubischen  Curve  finden.  Jg.  (0.) 

A.  Clebsch.     lieber  die  Curven,  für  welche  die  Classe 
der    zugehörigen    Abel'schen    Functionen    p  =  2  ist 

Clebsch.  Ann.  I.  170-172.  1869. 

Siehe  Abschn.  VlI.  Cap.  2  p.  245. 

G.  YuNG  ed  A.  Armenante.      Sülle  trasformazioni  bi- 
razionali  univoze  e  suUe  curve  normale  e  subnornnJe 

del   genere  p.      Battagliai  o.  VlI.  235. 

Siehe  Abschn.  II.  Cap.  1.  p.  44. 

A.  Brill.  Ueber  zweiEliminationsprobleme  aus  der  Theorie 
der  Curven,  welche  gegebenen  Bedingungen  genügeß« 

Gott.  Nachr.  1870.  525-539. 

„Es  ist  die  Anzahl  (a,)  derjenigen  Curven  eines  Bflscbd* 
s^^'  Ordnung  2;,i^'>y^*>(a?,,a?„a?,')  =  0  zu  bestimmen,  welche  ein« 
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^ebene  Curve  /*(«,,  a?,,  x^^  =  0  von  der  Ordnung  iw'und  dem 
^schlechte  p  an  einer  Stelle  rpunktig  berühren.  Unter  den 
Mispnnkten  des  Btlschels  mögen  er  mit  einfachen,  t  mit  Doppel- 
nkten  der  Curve  [=0  zusammenfallen**.  Mit  Hülfe  einer  ge- 
ssen  Reciprocität,  welche  denjenigen  der  Elemente  einer  De- 
minante  mit  den  Elementen  der  adjungirten  analog  ist,  gelangt 
m  zur  Formel 

(a.)     «/=  (r+l)[Jtf+(p-Or]-r/?.. 

er  ist  M=^ms — 3 — 2r,  ßr  bezeichnet  die  Anzahl  derjenigen 
nkte  von  f=0,  für  welche  die  Gleichungen  bestehen 

»^'"^(^n^.i^i)  =  e9>^*Ka?i  +  A,  ..0  (»  =  0,  1,  ...  r). 
ein  Proportionalitätsfactor).  —  Die  Formel  (a)  lässt  auch  eine 
mtung  zu  für  Gebilde  im  Baume  von  r  Dimensionen,  die  aus 
ler  einfach  unendlichen  Anzahl  von  Elementen  (Punkten)  be- 
)hen.  So  ist  z.  B.  die  Anzahl  der  Wendungsberührebenen 
ler  algebraischen  Raumcurve  =  a,,  wenn  M  die  Ordnung,  p 
B  Geschlecht,  ß  die  Anzahl  der  Rückkehrpunkte  derselben  be- 
uten. 

Das  Verfahren,  welches  zur  algebraischen  Lösung  vorstehen- 
r  Aufgabe  führt,  lässt  sich  auch  auf  das  Problem  ausdehnen: 
ie  Anzahl  JVi,*  derjenigen  Curven  s^^'  Ordnung  eines  Büschels 
bestimmen,  welche  mit  der  gegebenen  Curve  f=0  eine 
Unktige  Berührung  in  einem  Punkte  und  eine  Ar  punktige  in 
^em  andern  besitzen".  Der  für  JV,^*  gefundene  Werth  sowie 
B  Formel  (a)  stimmen  mit  den  von  Cayley  auf  geometrischem 
ege  abgeleiteten  Resultaten  überein.  St. 

^   Cremona.      Sulla  trasformazione  delle  curve  iperel- 

litticbe.      Rend.  d.  Ist.  Lomb.  (2)  II.  1869. 

Hyperelliptisch  nennt  man  eine  Curve,  deren  Coordinaten 
tional  durch  einen  Parameter  X  und  die  Quadratwurzel  einer 
inzen  Function  0(A)  vom  Grade  2p-f2  ausdrückbar  sind.  Auf 
^e  Weise,  ähnlich  der,  die  die  Herren  Clebsch  und  Gordan 
^heorie  der  AbeVschen  Function  p.  69  und  77)  zur  Transfor- 
^tion  der  Curven  von  der  Gattung  p  =  1  und  p  =  2  benutzt 
^ben,  und  durch  passende  Wahl  des  Netzes  der  Curve  trans- 

Forucbr.  d.  Math.  H.   2.  32 
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formirt  der  Verfasser  Punkt  ftlr  Punkt  die  hyperelliptische  Cune 

A.        Xi  =  fCi-\-qi^Q,     (t  =  1,2,3), 
wo  fo  und  q  ganze  Functionen  von  k  respective  vom  Grade  n» 
und  m— p— 1  sind,  in  eine  andere  von  der  Form 

wo  (p  und  ^  ganze  Functionen  vom  Grade  p  und  p+2  ainJ-- 
Die  transformirte  Curve  ist  von  der  Ordnung  p4-2  und  hi^^ 
einen  p  fachen  Punkt  (deshalb  gehört  sie  zur  Gattung  p),  welch&'S 
für  sie  ein  Centrum  der  harmonischen  Analogie  ist  Was  di'C 
p  Tangenten  betrifft,  die  durch  den  vielfachen  Punkt  0  gehec», 
so  haben  sie  mit  der  Curve  p-\-2  coincidirende  Schnitte,  uad 
folglich  gehen  durch  diesen  Punkt  0  nur  p+2  Tangenten,  derdD 
Berührungspunkte  alle  in  der  Geraden  yj  =  0  liegen.  Diese 
Punkte  der  transformirten  Curve  sind  der  Art  zu  2  und  2  con- 
jugirt,  dass  2  conjugirte  Punkte  immer  harmonisch  durch  die 
feste  Gerade  y,  =  0  und  den  vielfachen  Punkt  getrennt  sind. 

Indem  der  Verfasser  darauf  eine  der  von  ihm  in  seinen 
beiden  Noten:  „Sülle  trasformazioni  geometriche  delle  curre 
piani"  (Accad.  Bologna  1863.  1865)  betrachteten  Transfonna- 
,tionen  benutzt,  zeigt  er,  wie  man  sie  verbinden  kann  mit  der  für  die 
specielle  Curve  (ß),  indem  man  von  einer  allgemeinen  Curve  der 
Ordnung  n  und  der  Classe  p  mit  einem  (n — 2)  fachen  Punkte 
und  n  —  2 — p  Doppelpunkten  ausgeht.  Um  eine  geometriflche 
Deutung  der  Formel  zu  geben ,  welche  die  Transformation  der 
Curve  (^)  in.  (ß)  bewirkt,  zeigt  der  Verfasser  eine  bemerkenft- 
werthe  Eigenschaft  der  hyperelliptischen  Curve.  Für  die  Curve 
(^)  rauss  auf  dem  Netz,  welches  zur  Transformation  dient,  ein 
Büschel  von  Curven  f^-^-kv  =  0  von  der  Ordnung  s  existireB) 
welche  die  Curve  nur  in  2  variabeln  Punkten  schneiden:  ein 
Büschel,  welches  den  Geraden,  die  vom  Punkte  0  der  Trans-  , 
formirten  (ß)  ausgehen,  entspricht.  Wenn  Vr  (r  =  1,  2, ...  2p+2) 
die  Werthe  von  Ä  sind,  die  den  Curven  des  Büschels  entsprecheB 
die  durch  Vereinigung  der  beiden  variabeln  Punkte  in  ^^ 
einzigen  zu  Tangenten  für  die  gegebene  Curve  werden,  und  weBß 
2=^0  eine  Curve  von  der  Ordnung  «'  ist,  welche  dordi  ^^ 
Punkte  geht,  in  denen  die  gegebene  Curve  von  den  Carves 
ft-\-a^v  =  0,    ju  +  a,  y  =  0,    ...    (i  +  OpV^O 
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tflohnitten  wird,  so  existirt  eine  Curve  0  =  0  von  der  Ord- 
mg  « +  ^9  di^  i^i<^b^  allein  durch  die  Grundpunkte  des  Büschels 
-f2y  =  0  und  durch  die  übrigen  n^^p  Schnitte  von  S=0 
t  der  gegebenen  Curve  geht,  sondern  auch  durch  die  Punkte, 
>  dieselbe  van  den  p  +  2  Curven 

schnitten  veird.  Die  Existenz  dieser  Curve  0=0  stellt  die 
Gähnte  Eigenschaft  dar.  Jg.  (0.) 

Beltrami.  ßicerche  suUa  geometria  delle  forme  binarie 

Cubicbe.    Mem.  di  Bologna  X.  1870. 

Zweck  der  Arbeit  ist,  zu  zeigen,  dass  es  vortheilhaft  ist, 
i  Betrachtung  complexer  Zahlen  in  die  algebraische  Theorie 
r  binären  Formen  einzuführen.  Als  Beispiel  mögen  einige 
sultate  dienen. 

Bezeichnet  man  mit  J  =  iaQ,a^ya^,a^')(z,  iy  eine  ganze 
ionale  algebraische  Function  vom  dritten  Grade  mit  com- 
5xen  Coefficienten  a^,  a,,  a„  a,  und  einer  complexen  Yariabeln 
mit  D  die  Determinante 

=  a\  a]  +  4a,  aj  +  4aJ  a,  —  3aJ  al  -  6a,  a,  a,  a,, 
ist  die  Bedingung  dafür,  dass  drei  Wurzelpunkte  der  Glei- 
tmg  /  =  0  in  gerader  Linie  liegen,  die,  dass  die  Grösse 

1      dy^D 

■— — .  — .^.— — ^ 

B  reellen  Theiles  entbehre.  Als  Corollar  zu  diesem  Satze  er- 
^bt  sich,  dass,  wenn  man  eine  quadratische  Function 

't,  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  Wurzelpunkte  der 
eichung  17  =  0  verbindet,  erhalten  wird,  wenn  man  den  reellen 

J  JWJ 

tieil  der  Grösse  ■  ,  ^—y-  gleich  Null  setzt.     Setzt  man 

•U  imaginären  Theil  dieser  Grösse  gleich  Null,  so  erhält  man 
B  Gleichung  der  geraden  Linie,  auf  der  die  von  den  oben  er- 
ahnten Punkten  äquidistanten  Punkte  liegen. 

Wenn  «,,  a,,  »3  die  Indices  von  drei  Punkten  einer  Ebene 
txd  und  9  der  eines  vierten,  so  dass  man  hat 

^  _       Agtg3+^g3g^  +  yg,g, 

32* 


3  IX.  Abschnitt.   Analytisclie  Geometrie. 

ad  wenn  man  die  reellen  Zahlen  so  variiren  Übst,  daM 
inmer  der  Relation  A -|- ^  4- 1/ =  0  genügen,  so  ist  der  geometriida« 
3rt  des  Punktes  s  der  Kreis  durch  die  drei  Punkte  ft^,s,,s^. 

Damit  die  4  Wurzelpunkte  einer  biquadratischen  Fanetioi^ 
auf  einem  Kreise  liegen,  müssen  die  3  Wurzelpunkte  dec^ 
cubischen  Resultante  in  gerader  Linie  liegen.  Aus  dieseiKm 
Satze  und  einem  der  vorhergehenden  folgt  dann,  das^ 
wenn  man  mit  S,  T  und  J  die  quadratische  und  cubische  im— 
Tariante  und  die  Discriminante  der  biquadratischen  Function  be- 
zeichnet,  die   Bedingung   dafür,   dass   die  4  Wurzelpunkte  as.' 

einem  Kreise  liegen ,   darin  zu  suchen  ist,  dass  die  Grösse  j-^ 

277" 
reell  sei,  oder  die  Grosse  —^ —  reell  sei  und  zwischen  0  un 

1  nicht  verschwinde. 

Weiter  zeigt  der  Verfasser,  dass,  wenn  man  auf  einer  Eben 
die    drei    Wurzelpunkte    der    cubischen    Form    /   als    gegebe: 
voraussetzt,  man  auch  die  3  Wurzelpunkte  der  Evectante  E  ua^ 
die  2  Wurzelpunkte  der  Hesse  sehen  Determinante  H  finden  kanca« 
Diese  Constructionen  geben  auch  Gelegenheit  zu  einer  Anwendum^^ 
der  Methode  der  Dreiliniencoordinaten,  wenn  man  das  Wurzelpunk.t>- 
dreieck  als  Fundamentaldreieck  nimmt.   Bezeichnet  man  mit  J7„ 
die  2  Wurzelpunkte  der   Hesse' sehen  Determinanten,  mit  C 
Schwerpunkt  der  3  Wurzelpunkte  der  cubischen  Function  /,  so  kata^ 
diese  Function  (0^  =  1  der  Einfachheit  wegen)  immer  auf  di^^ 

Form  j^(g-g.)C^«^)^(gL-g)C^-g»)'  gebracht  werdg^^     ^ 

während   die   Discriminante   I>,   die  Hesse'sche  Determinante    ^ 
und  die  £  vaetaute  E  folgende  Form  annehmen: 

E  =  (^_ff.)(f_H.)|(^-F.)(ff.-5)H(Ä.-f)(»-ir.)'|. 

Aus  dieser  JfUr  J  erhaltenen  Form  geht  klar  hervor,  dass  mittele' 
der  Lösung  der  quadratischen  Gleichung  H  =  0,  die  ToUstftndi^ 
cubische  Gleichung  J  =  0  zurückgeführt  ist  auf  die  binomiscb^ 

Form  (  * ~  ^'  )'  =  i~^  ,  während  die  Wurzeln  der  Evectante 
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gegeben  sind  durch  (^ — -)  =  — 1= — *-j,*     Diese  Methode  der 

A^uflösuDg   der   cubischen    Gleichung   hängt  genau  mit  der  von 
Cajley  zusammen.     Die  vorstehende  Formel  ist  einer  ziemlieh 
einfachen  geometrischen  Interpretation  fähig,  welche  den  Ver- 
fasger  zu  einer  speciellen  cubischen  Involution  mit  2  dreifachen 
Punkten  führt.    Diese  Involution  ist  durch  die  Gleichung 
J-f-  x£  =  0  darstellbar  und  aus   allen  Temen  von  Punkten  zu- 
sammengesetzt, für  welche  das  Hesse'sche  Determinanten-Paar 
(^1  ,  *  JJ,)  unveränderlich  ist.   Sie  besitzt  viele  geometrische  Eigen- 
«ch«iilen,  betreffs  deren  wir  nur  auf  die  Abhandlung  selbst  ver- 
weisen können.  Jg.  (0.) 


C.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 

GH-^nert,     Allgemeine    Discussion    der    Gleichung    der 
Hiinien  des  zweiten  Grades.  Gmnert  Arch.  Li.  276-325. 1870. 

Der  Herr  Verf.  giebt  in  dieser  Abhandlung  vollständig  ent- 
^«\elte,  allgemeine  Formeln,  durch  welche  alle  Bestimmungs- 
stllf^ke  der  Linien  zweiten  Grades  lediglich  durch  die  Coefficienten 
döir  Gleichung  ausgedrückt  werden,  während  die  Coordinaten 
^öx'  Curvenpunkte  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  bezogen 
^^irden.  Von  den  entwickelten  Formeln  wird  Anwendung  auf 
®ix^e  grössere  Anzahl  von  Beispielen  gemacht.  T. 

üNERT,  Die  allgemeine  Gleichung  des  Kegelschnitts, 
insbesondere  auch  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises 
in  Dreilinien-Coordinaten  oder  in  sogenannten  trime- 

trischen   Coordinaten.     Grunert  Arch.  Li.  257-275.  1870. 

BüNERT.  Allgemeine  Discussion  der  Gleichung  des 
zweiten  Grades:  Apl+Bp]+Cpli'DpoPi+EpiP2+Fp2Pi)=0 
zwischen  Dreilinien-Coordinaten  oder  sogenannten  tri- 

metrischen   Coordinaten.     Grunert  Arch.  Li.  326-352.  1870. 

Beide  in  der  Ueberschrift  genannte  Arbeiten  stehen  in  einem 
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innem  Zusammenhange.  In  der  ersten  wird  die  allgemeine 
Gleichung  der  Kegelschnitte  aus  der  bekannten  Eigenschaft  der- 
selben ,  dass  sie  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte  sind, 
für  welche  das  Verhältniss  der  Abstände  von  einem  festen  Punkte 
und  einer  festen  geraden  Linie  ein  constantes  ist,  durch  Drei- 
linien-Coordinaten  ausgedruckt,  (cf.  Grunert  Arch.  XXXVIII, 
No.  XXXVI.)  Es  ergiebt  sich  als  allgemeine  Eegelscbnittsglä- 
chung 

A'pl+By,+C'pl+D'p,p,+E'p,p,+F'p,p.  =  0; 
darin  bezeichnen  p^  p^  p,  die  veränderlichen  Dreilinien-Coor- 
dinaten  eines  Kegelschnittpunktes.  Als  allgemeine  Gleiohnn; 
des  Kreises  als  geometrischer  Ort  derjenigen  Punkte  betraehtet, 
welche  von  einem  festen  Punkte  gleichen  Abstand  haben,  wird 
gefunden ; 

A,pl+B,p]+C,p\+D,p,p,+E,p,p,+F,p,p,  =  0. 
So  ist  also  die  Gleichung  eines  jeden  Kegelschnitts  (Kreis  ein- 
geschlossen) zwischen  Dreilinien-Coordinaten  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

Apl+Bp]+Cp]+Dp,p,+Ep,p,+Fp,p,  =  0. 
Es  werden   dann  noch  einige  Relationen  zwischen  den  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  entwickelt. 

In  der  zweiten  der  obengenannten  Arbeiten  wird  die  in 
der  ersten  gefundene  Gleichung  discutirt.  Zur  Discussion  wird 
die  Gleichung  in  Dreilinien-Coordinaten  in  eine  solche  tran§- 
formirt,  welche  cartesische  Coordinaten  enthält.  Da  die  nöthigen 
Substitutionen  linear  sind,  so  geht  die  Gleichung: 

Apl+Bp]+Cpl+Dp,p,+Ep,p,+Fp,p,  =  0 
über  in  eine  Gleichung  von  der  Form: 

A'x*+BY+2C'xyi-2D'x+2Py-\-F'  =  0. 
Zwischen  den  ursprünglichen  Coefficienten  A,  B,  ...  und  den 
neuen:  A\  JB',  ...  bestehen  gewisse  Relationen,  welche  sieh 
schon  durch  die  Transformation  ergeben.  Die  Discussion  der 
Gleichung  ^V+Ä'y'H —  =  0,  die  mit  Rücksicht  auf  den  vor- 
liegenden Zweck  in  Vollständigkeit  vom  Herrn  Verf.  in 
Urunert  Arch.  LI.  276-325  gegeben  ist,  führt  dann  auch  un- 
mittelbar zur  Discussion  der  Gleichung  i4pj-f  B^J-f— ,  wenn 
man  in  die  Relationen  für  A'^  £',  ...  ihre  durch  Ä,  B,  • « .  g^ 
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ebenen  Ausdrücke  setzt     Die   gewonnenen  Kriterien  werden 
luf  Beispiele  angewandt 

Es  wird  femer  noch  die  Bedingung  hergeleitet,  die  erfttllt 
lein  muss,  wenn  die  Gleichung  einer  Ellipse  in  die  eines  Kreises, 
>der  die  einer  Hyperbel  in  die  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
ibergeben  soll.  Auch  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der 
ßllipse  oder  Hyperbel  werden  bestimmt,  ebenso  auch  die  Quadrate 
1er  Halbaxen.  Noch  andere  Relationen  kann  man  auf  dem  ein- 
geschlagenen Wege  aus  der  vollständigen  Discussion  der  Glei- 
(^hung:  ilV+B'y'+'"  herleiten.  T. 

J.  Zampieri.     Altes  und  Neues.     Eine  kleine  Excursion 
auf  dem  Gebiete  der  Kegelsclinittlinien.   Pr.  Wieo.  1870. 

Die  Kegelschnitte  werden  als  ebene  Schnitte  eines  Kegels 
aufgefasst,  auf  Grund  dieser  Auffassung  werden  die  einzelnen 
Gleichungen  abgeleitet  und  discutirt.  Es  folgt  dann  die  Entwicke- 
lang der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte^  und  endlich 
die  Berechnung  der  Elemente  derselben  aus  den  Goefficienten 
der  allgemeinen  Gleichung.  Numerische  Beispiele  bilden  den 
Schluss.  T. 

W.   P.   TüBNBÜLL.      Review.     Messenger  V.  118-120.  1869. 

Uebersicht  über:  „Properties  of  conic  sections  proved  geome- 
;rically.    Part.  I.  The  Ellipse  by  the  Rev.  H.  G.  Day.  M.  A." 

Glr.  (0.) 

E.  d'OviDio.     Nuova    esposizione    della  teoria  generale 
delle  curve  di  2"  ordine  in  coordinate  trilineari.   Battag- 

lini  G.  VII.  1-16.  1869. 

Es  ist  dies  die  Fortsetzung  einer  Theorie  der  Kegelschnitte. 
Kan  findet  daselbst  aus  der  allgemeinen  Kegelschnittsgleichung 
lie  Gleichungen  der  Directricen  und  der  Axen  abgeleitet;  ferner 
lie  Längen  der  conjugirten  Durchmesser^  die  einen  gegebenen 
(Kinkel  bilden,  die  Relation  zwischen  den  Halbmessern  (dass  die 
^uadratsumme  zweier  conjugirter  Halbmesser  constant  u.  s.  w.), 
iann  die  Grösse  der  Excentricität,  des  Parameters  und  des 
^rOmmungsradius.  Mz« 
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P.  Cassani.     Studio   intomo  alla  conica  dei   9  pnnti  e 

delle   9   rette.   Battaglini  G.  VIT.  369-374.  1869. 

Der  geometrische  Ort  der  Pole  einer  Geraden  L  =  0  in  Be- 
zag  auf  ein  Kegelschnittsbüschel 

S  +  kS,   =  0 
igt  ein  Kegelschnitt,  der  durch  die  drei  Durchschnitte  gegenüber- 
liegender Seiten  des  Basisvierecks  und  ferner  durch  diejenige 
6  Punkte  geht,  die  auf  jeder  der  sechs  Seiten  des  Vierecks  dei 
Durchschnitt  dieser  Seite  mit  L  und  den  beiden  auf  dieser  Seit 
liegenden   Vierecksecken    harmonisch    zugeordnet  sind.     Dics^"^ 
Kegelschnitt  heisst  derjenige  der  neun  Punkte. 

Der  eben  gegebene  Satz  wird  analytisch  bewiesen;  und  icÄ3 
Anschluss  hieran  werden  Eigenschaften  dieses  Kegelschnitts  ent- 
wickelt, so:  Dieser  Kegelschnitt  berührt  die  16  Kegelschnitt^^ 
welche  durch  die  Doppelpunkte  der  Involution  (auf  L)  geben 
und  den  4  Dreiecken  eingeschrieben  sind,  die  zwei  Seiten  nm^ 
eine  innere  Diagonale  des  Basisvierecks  zu  Seiten  haben.  (Satzvon 
Steiner.)    Der  Verfasser  wiederholt  hier  den  Beweis  von  Beltrami- 

Es  werden  dann  einige  besondere  Fälle  erwähnt;  hieraimf 
folgt  die  reciproke  Betrachtung,  die  von  einem  Punkte  L=  ö 
und  einem  Kegelschnittsbüschel  ausgeht,  das  einem  Vierseit  ein- 
geschrieben ist.  Es  ergiebt  sich  dann  auf  analoge  Weise  der 
Kegelschnitt  der  9  Geraden.  Am  Schlüsse  werden  den  Kegel- 
schnitten Curven  «**""•  Grades  substituirt.  An  die  Stelle  de« 
Kegelschnittes  der  9  Punkte  tritt  dann  eine  Curve  vom  Grad* 
2(n— 1).  Mz. 

P.  Cassani.     Nota  sulla  conica  dei   9  punti   e  delle    ® 

rette.      Battaglini  G.  VIII.  374-377.  1870. 

Discussion  des  im  vorigen  Referat  betrachteten  Kegelschnitt 
der  9  Punkte,  —  und  desjenigen  der  9  Geraden  in  Bezug  d»»^' 
auf,  wann  dieser  Kegelschnitt,  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse  i^*» 

Mz. 

M.  Jesser.     Kurz  gefasste  Lehre  von  den  Kegelschniti^^s- 
linien  auf  elementarem  Wege.     Wien    L.   w.  Seidel  m«^ 

Sohn  1869. 

Dieser  Leitfaden  ist  bestimmt,  als  Grundlage  des  Unterrkli^ 
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den  k.  k.  österreichischen  Truppendivisionsschnlen  zn  dienen 

d  soll  in  so  fem  Ergänzung  der  Elementar-Mathematik  von 

mbly  sein,  welche  für  die  übrigen  mathematischen  Disciplinen 

Lehrbuch  an  diesen  Schulen  im  Gebrauch  ist    Dieser  Zwek 

Buches  bestimmt  naturgemäss  seine  engen  Grenzen.     Nur 

Nothwendigste  über  rechtwinklige  Coordinatensysteme,  über 

Gerade,  über  die  einzelnen  Kegelschnittlinicn,  über  ihre  Ent- 

inng  am  Kegel  bildet  den  Gegenstand  des  Buches.    Diesen 

;ersuchungen  schliesst  sich  dann  noch  dieCubatur  des  Sphäroids 

rlängerten  und  abgeplatteten)  und  die  des  Paraboloids  an. 

T. 

BIN.     Von  den  Kegelsclinitten.   Fr.  Moers.  1870. 

Die  Arbeit  behandelt  vorzugsweise  die  Gleichungen  der 
^elschnitte.  Es  werden  diese  Curven  als  ebene  Schnitte  eines 
gels  aufgefasst  und  auf  Grund  dieser  Auffassung  werden  die 
Eichungen  entwickelt,  verallgemeinert  und  specialisirt. 

T. 
Taylor.      The    principles    of    geometrical    conics. 

Hessenger  V.  141-160.    1869. 

Ausgehend  von  den  Eigenschaften  des  Focus  und  der  Di- 
:trix  werden  folgende  Principien  aufgestellt:  j)  Es  ist  eine 
shtige  Aufgabe  der  Geometrie,  die  Analysis  zu  interpretiren; 
'aus  soll,  caeteris  paribus,  der  Rang  der  Analysis  bestimmt 
rden.  2)  Unter  welchen  Voraussetzungen  können  Sätze  als 
(   der  Definition  folgend  bewiesen  werden.     3)  Beweise  für 

Eigenschaften  der  Sehnen  können  zu  Beweisen  für  die  Eigen- 
aften  der  Tangenten  ftihren.    Dies  letzte  Princip  ist  in  obigen. 

einbegriffen. 

Zwei  Hauptpunkte  In  dem  ersten  Theil  sind:  1)  Die  Geometrie 

Polar-Coordinaten  wird  auf  Tangenten,  Sehnen  und  Polaren 
Qwandt.  2)  Die  Eigenschaft  der  Durchmesser  der  Kegelschnitte 
d  zur  Grundlage  des  Systems  genommen.  Glr.  (0.) 

Saint  Germain.     Determination  des  foyers  dans  las 

C^niques.    Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  230-232.  1869. 

Die  Brennpunkte  werden  als  diejenigen  Punkte  definirt,  deren 
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Abstand  von  einem  beliebigen  Eegelschnittpnnkte  rational  und 
linear  durch  die  Coordinaten  ausgedrückt  werden  kann.  Dorcli 
die  analytische  Gleichung,  die  dieser  Definition  entspricht,  in 
Verbindung  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte 
werden  dann  Gleichungen  aufgestellt,  durch  welche  die  Coor- 
dinaten der  Brennpunkte  bestimmt  sind.  T. 

G.  Dostor.  Relations  nouvelles  entre  les  tangente«, 
normales,  sous-tangentes  et  sous-normales  des  courbes 
en  gdn^ral,  avec  applications  aux  lignes   du  second    |^ 

degrt$.    Gninert  Arch.  LI.  129-190.  1870. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2A.  p.  462. 


p 
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L.  Painvin.     Note  sur  la  construction  geJom^trique  des 
normales  k  une  conique.      Nouv.  Ann.  (2)  ix.  348.  187a 

Folgende  drei  Lehrsätze  geben  die  Mittel  zur  Construction 
der  Normalen,  welche  man  von  einem  Punkte  P  an  einen  Kegel- 
schnitt H  ziehen  kann. 

I.  Fällt  man  von  dem  einen  Scheitelpunkt  A^  (g\ei(ybr 
viel  welchem)  auf  der  grossen  Axe  des  Kegelschnitts  S  Lethe  a^ 
die  4  Normalen,  welche  von  P  nach  £  gehen,  so  treffen  dioi^ 
Lothe  den  Kegelschnitt  H  ausser  in  A^  noch  in  4  Punkten  if^  * 
Jf,,  Jtf,,  M^,  welche  auf  einem  Kreise  Si  liegen. 

IL    Fällt  man  von  il^   auf  denjenigen  Kegelschrnttsdurel'' 

messer,  der  durch  P  geht,  ein  Loth,  so  trifft  dieses  den  Eeg^l' 

schnitt  £  noch  in  einem  Punkte  s;  und  es  ist  die  Tangente  i^ 

,9  an  2  die  Chordale  (Potenzlinie)  des  Kreises  &  und  deyemg^^ 

Kreises,  der  mit  2  concentrisch  ist  und  durch  il|  geht 

IIL  Man  ziehe  durch  A^  eine  Parallele  zur  Polare  yon  ^ 
in  Bezug  auf  2;  diese  Parallele  treffe  S  noch  in  p;  der  Mitfcel' 
punkt  des  Kreises  durch  p,  und  w,  a/  (Schnittpunkte  der  ob^^ 
genannten  Chordale  mit  i2)  sei  n;  der  Schnittpunkt  der  Poter^ 
von  P  in  Bezug  auf  2  mit  dem  Kegelschnittsdurchmesser  dnrcb 
P  —  sei  q;  dann  liegt  der  Mittelpunkt  von  ü  auf  derjenige^ 
Geraden  durch  P,  welche  zur  Geraden  ng  parallel  ist 

Die  beiden  ersten  Sätze  sind  von  Joacbimsthal;  der  dritte 
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von  Smith.  Mit  Httlfe  des  letzteren  kann  man  die  Aufgabe 
lösen;  denn  w  und  (o*  sind  auch  Schnittpunkte  der  Tangente  in 
•  mit  dem  Kreise  über  der  grossen  Axe  von  £  als  Durchmesser; 
der  Mittelpunkt  von  Si  lässt  sich  daher  finden  und  hiermit  auch 
die   Punkte  M^^  Jtf,,  M^^  M^,   worauf  das   Uebrige  leicht  folgt. 

Der  Verfasser  giebt  von  der  einfachen  Gleichung  — 5-  -|-  -^  =  1   aus- 
gehend, die  analytischen  Beweise  der  drei  genannten  Lehrsätze. 

Mz. 

B,  W.  G.     On  the  chords  of  conic  curvature.    Mossenger 

V.  115-117.  1870. 

Geometrische  Behandlung  der  Krümmung,  abgeleitet  aus 
dem  Satze,  dass  die  gemeinschaftliche  Sehne  eines  Kegelschnittes 
düd  ihres  Krümmungskreises  in  P  dieselbe  Neigung  zur  Axe  hat, 
^i^  die  Tangente  in  P.  Glr.  (0.) 

J-RUNERT.  Ueber  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  der 
JCegelschnitte  und  ihrer  Krümmungskreise,  insbesondere 
such  über  die  Maxima  und  Minima  dieser  Sehnen, 

drunert  Arch.  L.  69-103.  1869. 

Als  Besultat  der  Untersuchung  ergiebt  sich ,  dass  ein  jeder 
^e^elschnitt  nur  eine  Sehne  besitzt,  welche  ihm  und  dem 
^^tlmmungskreise  in  einem  seiner  Punkte  gemeinschaftlich  ist. 
'^Yner  kann  die  gemeinschaftliche  Sehne  des  Kegelschnittes  und 
'^r  in  den  Scheiteln  construirteu  Krümmungskreise,  welche  stets 
'^TBchwindet,  als  ein  Minimum  aufgefasst  werden.  Dagegen  be- 
i^t^en  Parabel  und  Hyperbel  im  Sinne  der  Differentialrechnung 
l^^in  Maximum  der  gemeinschaftlichen  Sehnen,  während  die 
Ellipse  deren  vier  symmetrisch  gelegene  und  daher'  gleiche  be- 
*^t2t  In  Hinsicht  auf  die  befolgte  Methode  ist  zu  bemerken, 
^^«8  die  Untersuchungen  über  die  Ellipse  durch  die  Substitutionen 
^  =acosii,  y  =  6sinM  geführt  werden  (cf.  Grunert  Arch.  XXIV 
No.  XXIX  und  XXXVII  No.  X). 

Die  Behandlung  der  Hyperbel  wird  durch  Einführung  der 
'hyperbolischen  Functionen  (cf.  Grunert  Arch.  XXXVIII  No.  II) 
^Jid  durch  Substitution  von  a?  =  acosM,  ^  =  ftsinu  der  der 
*^ip8e  angepasst. 
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In  einem  Nachtrage  findet  sich  dann  noch  eine  DaratoUmig 
der  Lage  der  grössten  gemeinschaftlichen  Sehne  der  Ellipse  und 
des  Krümmungskreises  lediglich  durch  die  Hauptaxen  der  Ellipsd. 
(cf.  J.  J.  Walker,   The  educational   Times.  Vol.  XXII.  April  U 
1869.  p.  21.  No.  2869.)  T. 


G.  Dostor.     Ellipse  et  Hyperbole.     Relation  entre  1 
deux  angles    que  fönt  les  deux  rayons  vecteurs  d' 

point  avec  laxe  focal.    Grunert  Arch.  LI.  99-101.  1870. 

Die  bewiesene  Beziehung  ist  folgende:  Für  die  Ellipse  \e^^ 
der   Quotient   der   Tangenten   der   halben  Neigungswinkel  d^r 
Leitstrahlen  eines  Punktes  gegen  die  grosse  Axe  (in  demselbevi 
Sinne  gezählt)   constant,  und  zwar  gleich  dem  Verhältniss  der 
Summe   der  grossen  Axe  und  des  Abstandes  der  Brennpunkte 
von  einander  zur  Diflferenz  dieser  Grössen.    In  der  Hyperbel  ist 
das  Product  dieser  Tangenten  constant,  und   zwar   gleich  dem 
Verhältnisse  der  Differenz  des  Abstandes  der  Brennpunkte  yon 
einander  und  der  grossen  Axe  zur  Summe  dieser  Grössen.  Dar- 
aus folgt  dann,  dass  4gx'-f  (l+g)'y*  =  4a' g  die  Gleichung  aller 
Ellipsen   (oder  Hyperbelu)   ist,    für   welche   q  den  constanteo. 
Quotienten   (oder   das   constante   Product)    der  Tangenten  be- 
zeichnet, wenn  q  positiv  und  >  1  (oder  negativ  und  <  1)  ist 

T. 

G.  Dostor.     Inclinaison  du  rayon  vecteur  sur  Taxe  de 

la  parabole.      Grunert  Arch.  LI.  102.  1870. 

Die  Tangente  des  halben  Neigungswinkels  des  LeitstraUei^ 
eines  Punktes  gegen  die  Axe  der  Parabel  ist  gleich  dem  Yer- 
hältniss  des  Parameters  zur  Ordinate  des  Punktes.  T. 

M.  Kuhn.  Einiges  über  die  Entwickelung  der  KegeL— 
schnittslinien  aus  zwei  gegebenen  Kreisen  in  analy-^ 
tischer  Behandlung.  1869. 

Die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  zwei  gegebene  b^-* 
rtthren,  liegen  auf  zwei  Kegelschnitten;  der  eine  dieser  K^*^ 
schnitte,  unter  denen  aber  keine  Parabeln  sind,  enfb&lt  di^ 
Mittelpunkte   der  Kreise,  welche  die  gegebenen  gleichartig,  i^ 
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idere  diejenigen,  welche  sie  ungleichartig  berühren.  Die  Arten 
>r  resultirenden  Kegelschnitte  sind  durch  die  Lage  der  ge- 
ebenen  Kreise  und  durch  die  Grösse  ihrer  Radien  bedingt, 
er  eine  der  beiden  Kegelschnitte  lässt  sich  stets  durch  die 
iipme,  der  andere  durch  die  Differenz  der  Radien  statt  der 
Qzelnen  Radien  ausdrücken.  Daher  kann,  wenn  man  die 
idien  variabel  nimmt,  doch  ihre  Summe  oder  Differenz  con- 
mt  bleiben,  d.  h.  einer  der  beiden  resultirenden  Kegelschnitte 
an  ftlr  veränderliche  Grössen  der  Radien  der  gegebenen  Kreise 
istant  bleiben.  Von  diesen  beiden  Kegelschnittschaaren,  die 
u  erhält,  jenachdem  man  die  Summe  oder  die  Differenz  der 
dien  variiren  lässt,  sind  die  Curven  des  einen  Systems  ortho- 
aale  Trajectorien  zu  denen  des  andern. 

Die  Gleichungen  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  bei- 
:i  Kreise  zeigen,  dass  die  etwa  vorhandenen  Asymptoten  der 
gelschnitte  paarweis  auf  ihnen  senkrecht  stehen,  ferner  dass 
t  Tangentenstücke  zwischen  den  Berührungspunkten  durch  die 
ymptoten  halbirt  werden.  Daraus  ergiebt  sich  eine  Con- 
uction  der  Asymptoten,  welche  keine  Kenntniss  der  übrigen 
nstanten  voraussetzt. 

Die  nun  folgende  Untersuchung  über  Potenzlinie  und  Aehn- 
hkeitspunkte  lässt  den  oben  angegebenen  Satz  von  den 
ymptoten  als  speciellen  Fall  eines  anderen  erscheinen  und 
^irt  auch  noch  zu  einer  andern  geometrischen  Definition  der 
^gelschnittslinien. 

Lässt  man  endlich  einen  der  gegebenen  Kreise  unendlich 
oss  werden,  d.  h.  in  eine  Gerade  übergehen,  dann  erhält  man 
^  resultirende  Kegelschnitte  zwei  Parabeln. 

(Dr.  L.  C.  Schultz  von  Strassnitski:  Handbuch  der  Geometrie 
•  Praktiker  1850.  Dr.  J.  Th.  Kulik:  Lehrbuch  der  hohem 
^lysis  1844.  Bd.  IL  Christoph  Taulus:  Grundlinien  der  neuern 
ometrie.  VL  Buch).  T.   ' 

D.  Thomson.    The  equation  to  the  axes  of  a  conic. 

Itessenger  Y.  65-66.  1869. 

Die  Gleichung  der  Axen  des  Kegelschnittes 
S  =  CA,  B,  C,  F,  G,  HX^y^y  =  0 
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wird  in  der  Form 


0  = 


Vl^-'^-d^)^  \''d"'di)^V"^'-''d^) 

c'Ä+6'C-26cF,  a»C+cM-2caC,  b'Ä+a'B-2abH 
1  1  1 

erhalteD,  wenn  man  die  Punkte  sucht,  in  denen  der  Krflmmnngs- 
kreis  eine  4  punktige  Berührung  mit  dem  Kegelschnitte  eingeht, 
d.  h.  die  Punkte,  in  denen  die  gemeinschaftliche  Sehne  des  Kegel- 
schnittes und  des  Kreises  Polare  des  Berührungspunktes  wird. 

He. 

H.   G.   DaY.      Note    on    COnic  sections.        Messenger   V.   86. 
1869. 

Der  äussere  Winkel  zwischen  den  Tangenten,  die  man  von 
einem  Punkte  ausserhalb  einer  Ellipse  an  diese  ziehen  kann, 
ist  gleich  den  Summen  der  Winkel,  unter  denen  irgend  eine 
dieser  Tangenten  von  den  beiden  Brennpunkten  aus  gesehen  wiri 

He. 

A.  Cayley.     A  „Smitlx's  Prize"  paper.  1869.  Question  7. 

Meesenger  V.  49-51.  1869. 

Es  wird  gezeigt,  wie  eine  Ellipse  construirt  werden  kann 
als  die  Enveloppe  eines  variabeln  Kreises,  der  seinen  Mittelponkt 
auf  einer  der  Axen  hat,  und  es  werden  die  geometrischen  Eigen- 
thümlichkeiten  entwickelt,  die  sich  ergeben,  je  nachdem  die  grosse 
oder  die  kleine  Axe  benutzt  ist.  GIr.  (0.) 

A.  Bertrand.     Rectificatiou   directe    de    Tellipse.     Im** 

1.  sect.  XXXVIII.  88   1870. 

Die  Note   enthält  die   Angabe  einer  stark  convergire]ide0 
Reihe  ftir  den  Quadranten  der  Ellipse.    Die  Reihe  ist  nach  An- 
gabe  des  Herrn  Verf.   durch  Kinematik  ohne  Anwendung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  erhalten.    Auch  andere  GorretB^ 
können  durch  die  angewandte  Methode  rectificirt  werden« 

T. 

A.    Cayley.      Solution    of    a    Senate -House   Problem- 

Messenger  V.  24-27.  1869. 

Das  Problem  in  der  Form ,  in  der  der  YerfSEueuier  e»  »o^ 
spricht,  ist  dieses: 


I 


Capital  2.    Analytische  Geometrie  der  Ebene.  489 

Wenn 

? + 6^^ +  *  -  ^' 

cos  ff,  cos y  ^    sin  g^  sin y    ^  ^  __  ^ 
S^"^       +         P         +     ■"     ' 

)  a*-|-fc'=  i,  so  ist  auch 

cos  ff,  cos  ff,    ,    sin  ff,  sin  ff,    ,  j        ^ 
j. + gi +1  =  0. 

chdem  der  Beweis  geliefert,  wird  der  Satz  unter  Vernach- 
signng  der  Bedingung  a*^  6'  =  1  verallgemeinert  und  lautet 
an  in  geometrischer  Form: 

Sei  (x,  y)  ein  Punkt  auf  dem  Kegelschnitt  -r  +  -^  —  *  =0, 
Icher  von  der  Polare  dieses  Punktes,  genommen  in  Bezug  auf 

1  Kegelschnitt  ~T4--rr~~*  =  0»  ^^   ^^^   Punkten    (aj,,yi), 

,  y,)  geschnitten  wird,  so  sind  diese  beiden  Punkte  harmonisch 
Httcksicht  auf  den  Kegelschnitt 

Dieser  Satz  wird  ferner  specialisirt,  indem  statt  des  Kegel- 

He. 


X         V 

inittes  — ^  +  49— 1  =OeinKreis  a?'+y'  =  ö'+6'g©Äommenwird. 


.  Gr.  Day.     Notes  on  geometrical  conics.      Quart.  J.  x. 

125-126.  1869. 

Verkürzt  man  die  auf  einem  Durchmesser  errichteten  Or- 
naten eines  Kreises  (des  Hülfskreises)  in  gegebenem  Verhält- 
)8|  80  erhält  man  eine  Ellipse.  Von  dieser  Definition  ausgehend 
fd  in  elementar- geometrischer  Weise  bewiesen: 

1)  Dass  jeder  Durchmesser  einer  Ellipse  gleich  ist  der 
^ne  des  Httlfskreises,  welche  durch  einen  Brennpunkt  parallel 
H  excentrischen  Radius  des  HUlfskreises  gezogen  ist,  der  dem 
t^chmesser  entspricht. 

2)  Dass  für  irgend  einen  Punkt  der  Gurve  die  Summe 
^  Entfernungen  von  den  Brennpunkten  constant  ist. 

He. 
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A.  Caylky.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Questionl. 

Messenger  V.  40-41.  1869.  * 

Wenn  ^(x-^ay+^y^by,    ^^Qc-ay+iy^-Vy   und   c  reell 
und  positiv  sind,  so  darf  man  in  der  Gleichung 

±i(x-ay+  iy-by  ±i{^x-~ay+{iy-by  =  c 

die  Zeichen  nicht  willkürlich  wählen,  sobald  man  sie  als  Glei- 
chung einer  Curve  betrachtet.  Ellipse  und  Hyperbel  werden 
folgendermassen  unterschieden :  Schreibt  man  die  Gleichui^g  in 
der  Form  ±-^8+^8*  =  c,  so  muss  im  ersten  Fall  für  einen 
reellen  Punkt  der  Ciirve  die  Relation  y'S-fy'S' =  c  stattfinden 

und  c  >  ^(jjb—ay-\-{b—by  sein;  im  zweiten  Fall  ist  die  Re- 
lation ^S-^S  =  c  oder  ^VS+^S'  =  c  (jede  für  einen  Zweig) 

und  c <  i(a-ay+(b-by.  Glr.  (0.). 

P.    Cassani.      Soluzione    della    quistione    No.   178  dei 
Nouvelles  Aniiales.    Battagiini  G.  viii.  202.  1870. 

Scbz. 
Un  Dilettante.     Sopra  due   quistioni  del  Salmon  i)d 

trattattO   delle  COniche.   Battagiini  G.  VII.  254-255.  1869. 

Lösung  von  2  Aufgaben  aus  Salmon,  Anal.  Geometrie  der 
Kegelschnitte,  übers,  von  Fiedler,  Cap.  15.  0. 

E.  Leclert.     Propri^t^s  de  la  parabole.   Nouv.  Ann.  (2)  ll 

337-339.  1870. 

Beschreibt  man  um   einen   Punkt   der  Axe   einer  Parabel 
einen  Kreis,  welcher  die  Parabel  in  ihrem  Scheitel  0  beröhA 
projicirt  man  dann  einen  Parabelpunkt  M  auf  die  Axe  nach  H 
und  verlängert  MH  bis  zum  Durchschnitt  iS  mit  der  Kreisperipherie, 
dann  ist  das  Verhältniss  von  MH  und  OS  constant,  für  jede  Lag« 
des  Parabelpunktes  M,    Die  Umkehrung  des  Satzes  bleibt  •»<* 
richtig.    Diese  Sätze  geben  einerseits  eine  Beziehung  zwischen 
der  Parabel  und  einem  berührenden  Kreise,  und  gestatten  ander«^ 
seitg   eine   Construction    von  Parabelpunkten,  sobald   nur    ^^ 
Scheitel,  die  Lage  der  Axe  und  ein  Parabelpunkt  gegeben  ist^ 

T. 
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Morel.  Problfemes  de  g^om^trie  analytique.  Nouv.  Ann. 

(2)  VIII.  272-274   1869. 

Nur  die  Hyperbel ,  bezogen  auf  ihre  Asymptoten  als  Coor- 
latenaxen,  hat  die  Eigenschaft,  dass  immer  das  Stück  einer 
ngente,  das  zwischen  den  beiden  Coordinatenaxen  liegt,  durch 
1  Berührungspunkt  halbirt  wird. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes,  dessen  Beweis  allgemein  gegeben 
"d,  wird  dann  bewiesen,  dass  diejenige  Fläche,  welche  durch 
e  Gerade  erzeugt  wird,  die  sich,  ohne  sich  zu  schneiden,  um 
le  verticale  Axe  dreht,  ein  Umdrehungs-Hyperboloid  ist. 

T. 

Dostor.  Propri^td  des  bissectrices  d'un  angle  du 
ti'iangle,  avec  application  aux  tangentes  et  normales 
de  Tellipse  et  de  Thyperbole.     Nouv.  Ann.  (2)  ix.  547-550. 

1870. 

Durch  Benutzung  des  bekannten  Satzes,  dass  die  Halbirungs- 
ie  eines  Dreieckswinkels  sich  mit  dem  im  Halbirungspunkte 
f  Gegenseite  errichteten  Lothe  auf  der  Peripherie  des  dem 
eieck  umschriebenen  Kreises  schneidet,  wird  der  Satz  herge- 
iet,  dass  das  Froduct  zweier  Dreiecksseiten  gleich  dem  Product 
r  Halbirungslinien  des  eingeschlossenen  Winkels  oder  seines 
benwinkels  ist.  Die  Länge  der  Halbirungslinien  wird  ge- 
ihnet  im  ersten  Falle  vom  Scheitel  des  Winkels  bis  zum  Durch- 
mittspunkt  mit  der  Gegenseite,  und  im  zweiten  Falle  vom 
Beitel  des  Winkels  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem  umschriebenen 
sise.  Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  Ellipse  und  Hyperbel 
rt  zu  Sätzen,  die  über  die  Längen  von  Normalen  und  Tan- 
iten  eines  Curvenpunktes  handeln.  T. 

Dostor,  Propridte^s  nouvellcs  des  dianiJjtres  con- 
iugu^s  de  Tellipse  et  de  riiyperbole.    Nouv.  Ann.  (2)  vill. 

181-492.  1869. 

Um  über  den  Inhalt  dieser  Arbeit  eine  Uebersicht  zu  or- 
ten, sei  es  gestattet,  die  erhaltenen  Lehrsätze,  der  Kürze 
gen  in  ihrer  analytischen  Form  wiederzugeben;  wo  sich 
[Spelte  Vorzeichen  finden,  gelten  die  oberen  (unteren)  für  die 

^«mehr.  d.Math.  n.  2.  33 
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Ellipse  (Hyperbel).    Die  Gleichung  der  Curven  sei: 

a'y'±b'x'  =  ±a'b\    und    c' =  a'+ft'. 

Der  Mittelpunkt  der  Curven  sei  0,  P  sei  einer  ihrer  Punkte 
mit  den  Coordinaten  x,  y;  F,  F'  seien  die  Brennpunkte,  dann 
werde  bezeichnet:  OP,  FP,  F^P  respect.  durch  p,  r,  r';  die  Winkel, 
welche  FP  und  F'P  mit  der  positiven  Richtung  der  Abseisseinaxe 
bilden,  seien  durch  F  und  F\  und  der  Winkel  FPF'  durch  2f 
bezeichnet;  die  analogen  Grössen  f)ir  den  OP  conjugirten  Halb- 
messer OP^,  der  mit  OP  den  Winkel  Y  bildet ,  seien  durch  den 
Index  1  von  den  für  OP  geltenden  unterschieden.  Diejenigen 
Sätze,  welche  einfache  Folgen  schon  genannter  sind,  ebenso  Be- 
sultate,  die  sich  im  Laufe  der  Rechnung  ergeben,  mögen 
gangen  werden. 

Für  beide  Curven  zugleich  gelten  folgende  Sätze: 
ß'  =  a'  ±  ft'qürr',  q\  =  rH,  q"  =  r,  r\ , 

'  ^  "-^*         '       cos^),       2ft 

Getrennt  für  beide  Curven  gelten  die  folgenden: 

Ellipse.  Hyperbel. 

pjsin>+e'sin>,  =c^  _?EV  =  2e^.2£, 

te'a)4-tff>    -—  tg^_26 


tgflPj       2a' 


a 


sin  F=  — coS()p.  cos^j ,  sin  F=  sin^.sin^i. 

Die  Fälle,  dass  die  beiden  conjugirten  Halbmesser  einander 
gleich  sind ,  und  dass  die  Hyperbel  gleichseitig  ist,  werden  be- 
sonders am  Schlüsse  erörtert.  T. 

G.  Dostor.     Propri^te  de  la  bissectrice  d'un  angle  dans 

le  triangle.    Grunert  Arch.  LI.  97-99.  1870. 

Gegenstand  der  Arbeit  ist  der  Beweis  des  Satzes ,  daM  die 
Tangente  des  Neigungswinkels  der  Halbirungslinie  eines  Drei- 
eckswinkels gegen  die  gegenüberliegende  Seite  sich  zur  Tangente 
des  halben  Dreieckswinkels  verhalte ,  wie  die  Summe  der  den 
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^zen  Winkel  einschliessenden  Seiten  zu  ihrer  Differenz.  Von 
liesem  Satze  wird  eine  Anwendung  auf  Ellipse  und  Hyperbel 
i;emacht  T. 

R.  B.  Worthington.     On  tbe  parabola.        Messenger   v. 

95-102.  1869.  166-168.  1870. 

1)  Zieht  man  von  einem  festen  äussern  Punkt  0  beliebig 
nele  Sehnen  OBC,  so  werden  diese  mittel -proportional  getheilt 
Ton  einem  festen  Durchmesser.  2)  Berühren  die  Seiten  eines 
Dreiecks  ABC  eine  Parabel  in  P,  Q,  A,  so  schneidet  der  durch 
Q  gezogene  Durchmesser  ^R  in  einem  Punkte  Dj  so  dass  ÄBCD 
ein  Parallelogramm  ist. 

Diese  Sätze  werden  auf  folgende  Probleme  angewandt:  Man 
BoU  eine  Parabel  beschreiben,  die  1)2  Linien  berührt  und  durch 
?  Punkte  geht,  2)  3  Linien  berührt  und  durch  einen  Punkt  geht, 
)  durch  3  Punkte  geht  und  einen  gegebenen  Durchmesser  hat, 
)    durch  3  Punkte  geht  und  1  Linie  berührt.  Glr.  (0.) 

'-     T.      TwO  short  proofs.     Messeoger  V.  170.  1870. 

Es  wird  eine  Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hyperbel  ab- 
gleitet und  der  Beweis  geliefert,  dass  der  äussere  Winkel 
Aschen  irgend  zwei  Tangenten  gleich  der  halben  Summe  der 
Kinkel  ist,  welche  ihre  Sehnen  vom  Berührungspunkte  nach  den 
^i^ennpunkten  bilden.  Glr.  (0.) 

li.  Hochheim.  Ueber  geometrische  Oerter  der  merkwürdigen 
Punkte  des  Dreiecks.    Schiömiich  z.  xv.  33-41.  1870. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  geometrischen  Oerter 
ler  merkwürdigen  Punkte  eines  Dreiecks  (nämlich  des  Höhen' 
lorchschnittspunktes ,  des  Schwerpunktes  und  des  Mittelpunktes 
tes  ein-  und  umgeschriebenen  Kreises)  fttr  den  Fall  behandelt, 
lass  die  eine  Seite  des  Dreiecks  constant  und  fest  ist,  der  gegen- 
Iberliegende  Eckpunkt  aber  auf  einem  Kegelschnitt  hingleite. 
)ie  Gleichungen  der  geometrischen  Oerter  werden  abgeleitet, 
ind  aus  denselben  werden  Schlüsse  über  ihre  Form  gezogen. 

T. 
33* 
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K.  Mette.     lieber  die  Kegelschnitte:  a)  Von  der  Parabel. 

Pr.  G.  Zerbst.  1869. 

Elementare  Beliaudtiing  der  einfachsten  Sätze  und  Aufgaben 
von  der  Parabel.  Die  Methode  und  deren  Mängel  bieten  keinen 
Anlass  zu  weiterer  Beachtung.  H. 

G.  Dostor.     G^ne'ralisation   d'un   th^or^me   d'Euler  sur 
le  cercle  et  son  extension  A  Tellipse.      Grunert  Arch.  LI. 

106-109.  1870. 

Der  behandelte  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Euler'- 
sehen  Satzes  vom  Kreise,  der  nach  Angabe  des  Herausg.  d.  Arci. 
von  Euler  selbst  in  der  Abhandlung:  „Variae  demonstrationes 
geometricae.  N.  Comm.  A.  Petrop.  T.  I.  p.  49"  Fermat's  Lehr- 
satz genannt  wird.  Auf  den  speciellen  und  erweiterten  Säte 
bezügliche  Abhandlungen  finden  sich  in  Grunerts  Arch.  XXVII» 
IIG.  XXX,  120.  XXXI,  61.  Der  auf  die  Ellipse  ausgedehnt© 
Satz  lautet: 

Errichtet  man  über  einer  der  Axen,  (etwa  über  ^-4'  =  2a 
ein  Rechteck,  dessen  Hohe  gleich  dem  Product  der  andern  Hall^  — 
axe  und  1^2  ist  (hier  =  b .  ^2),  verbindet  man  dann  irgend  em 
Ellipsenpunkt  M  mit  den  ausserhalb  der  Ellipse  liegenden  Ecke 
C  und  C"  des  Kcchtecks,  und  verlängert  die  Verbindungslinie 
MC  und  MC  bis  zu  den  Durchschnitten  D  und  D',  mit  der  groas&Äi 
Axe,  dann  ist  für  jede  Lage  des  Punktes  Jlf: 

AD''-\-A'D'  =  4a'  =  AA'\ 
Der  Beweis  wird  in  der  Art  geführt,  dass  die  Höhe  des  Becht- 
ecks  zunächst  beliebig  angenommen  und  dann  durch  Becbnuof: 
gefunden  wird,  dass  sie  =6/2  sein  muss,  wenn  die  Behauptung 
richtig  sein  soll.  Für  a  =  b  erhält  man  den  für  den  Kreis  gel- 
tenden Satz.  Eine  Folgerung  zeigt  dann,  in  welchem  Verhält- 
niss  die  grosse  Axe  durch  die  Punkte  D  und  ly  getbeilt  wird. 

T. 

F.  de  Lanneau.     Instrument  destind  k  tracer  une  eHipse 
d'un  mouvement  contiuu.  C.  R.  LXVIII.  1573.  1869. 

Das  Instrument  beruht  auf  dem  Princip;  dass,  wenn  2  Ponkte 
einer    geraden  Linie    sich    auf  den   Schenkeln   eines   rechten 
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Kinkels  bewegen,   die  Punkte  ihrer  Verbindungslinie  Ellipsen 
eschreiben.  0. 

^.  N.  Bitonti,     Dimostrazione  delle  quistioni  2,  3  e  4. 

Battaglini  G.  VIII.  291.  1870. 

Es  werden  einige  Formeln  für  gewisse  Winkel  am  sphäri- 
cben  Dreieck  und  die  folgenden  beiden  Sätze  bewiesen: 

Sind  die  Tangenten  einer  Ellipse  an  den  Schnittpunkten 
nit  einer  confocalen  Hyperbel  parallel  den  Asymptoten  dieser 
letzteren,  so  verhalten  sich  die  Axen  der  Ellipse,  wie  die  Quadrate 
der  Axen  dieser  Hyperbel. 

Unter  allen  Dreiecken,  welche  denselben  Umfang  haben  und 
eiaen  gegebenen  Winkel  enthalten,  hat  das  gleichschenklige 
Dreieck  mit  diesem  Winkel  an  der  Spitze  den  grössten  Flächen- 
ihalt.  Schz. 

»«ÖCKERHOFF.  Das     Apolloiiische     Tactionsproblem, 

Pr.  Beuthen  1870. 

Zur  analytisch  -  geometrischen  Lösung  der  Aufgabe,  einen 
^^eis  zu  construiren,  welcher  drei  gegebene  berührt,  sind  die 
Igelschnitte  betrachtet,  von  denen  jeder  der  Ort  fllr  die  Mittel- 
^^kte  der  sämmtlichen  Berührungskreise  an  zwei  der  gegebenen 
^^eise  ist.  Durch  Combination  der  Gleichungen  zweier  der  drei 
^Igelschnitte,  welche  so  zu  den  drei  gegebenen  Kreisen  gehören, 
ind  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  gesuchten  Berührungs- 
^Teise  berechnet.  Daran  schliesst  sich  die  Discussion  der  Fälle, 
H  denen  einer  oder  mehrere  der  gegebenen  Kreise  in  Punkte 
^der  Gerade  degeneriren.  Neue  Resultate  enthält  die  Abband- 
ung  nicht.  Seht. 

\.  Cayley.     A  „Smitlrs  Prize^'  paper  1869.    Question  5. 

Messenger  V.  45-47.  1869. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  zweier  Tangenten  an  einen 
S^egelsehnitt,  harmonisch  bezogen  auf  einen  zweiten  Kegelschnitt,  ist 
ein  Kegelschnitt.  Der  Verfasser  zeigt,  es  folge  aus  diesem  Satze, 
dasB  der  Winkel  in  einem  Halbkreise  in  der  ebenen  Geometrie 
ein  rechter  Winkel  sei,  in  der  sphärischen  dagegen  nicht. 

Glr.  (0.) 
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E,  Staudigl,    Ellipsenconstructionen.    Wien.  Ber.  LIX.  189- 

200.  1869. 

Mit  Hilfe  eines  affinen  Kreises  werden  Ellipsen  constroirt, 
welche. 

a)  durch  zwei  der  Lage  nach  gegebene  conjugirte  Durch- 
messer und  zwei  Punkte  oder  einen  Punkt  und  eine 
Tangente  oder  zwei  Tangenten  oder  eine  Tangente  mit 
ihrem  Beiilhrungspunkt, 

b)  durch  einen  der  Lage  und  Grösse  nach  gegebenen  Darchr 
mcsscr  und  zwei  Elemente  (Punkte  oder  Tangenten) 

bestimmt  sind.  Schz. 

L.  Paillote,    Moyen    simple    de    mener   la  normale  ii 

rellipse.     Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  269.  1869. 

Hat  man  mit  Hilfe  der  beiden  concentrischen  Kreise,  deren 
Radien  die  Halbaxen  der  Ellipse  sind,  die  Ellipsenpunkte  in  be- 
kannter Weise  construirt,  dann  kann  man  vermittelst  eines  dritten 
concentrischen  Kreises ,  dessen  Radius  gleich  der  Summe  der 
Halbaxen  ist,  die  Ellipsennormalen  construiren.  T. 

J.  WoLSTENHOLME.     On  a  ccrtaln  system  of  trlgonome- 
trical   equations,  with   applications  to  the  porisins  of 

tWO   COaxal  COnics.     Quart.  J.  X.  356-368.  1870. 

Mit  Porisma  wird  der  Fall  bezeichnet,  wo  einer  Bedingm^ 
entweder  keine  oder  unendlich  viele  Lösungen  entsprechen;  wio 
er  z.  B.  bei  einem  zwischen  zwei  Kreise  beschriebenen  beleck 
stattfindet.    Hiernach  sind  die  Gleichungen 

Iacos/?cosy  +  6sin/?siny  =  c, 
acosp'cosa-f  6sin^sina  =  c, 

als  Bestimmungen  der  ungleichen  a,  /9,  y  zwischen  0  und  3^ 
porismatisch  y   sofern  sie   f ttr   bc  -j-  ca  -f  a6  =  0  unendlich  vid^i 
ausserdem  keine  Lösung  haben. 
Sind  nun 

X  =  acos4]r),  a'eoB(p;    y  =  bsin^,  b^Bintp 
die  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte  S,  S'  von  gemeinsame^ 
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Sy  /9,  /  die  Werthe  des  excentrischen  Winkels  ^  fflr  die 
eines  in  S  und  um  S'  beschriebenen  Dreiecks,  so  haben 
lingungen  f\Xr  a,  ß^  y  die  Form  der  porismatischen  61ei- 
D  (il.)  und  zwar  zeigt  sich,  dass  der  Fall  der  LOsung  ein- 

e  Normalen  Air  die  Eckpunkte  wie  tflr  die  Bertthrungs- 
schneiden  sich  in  einem  Punkte ;  der  Ort  eines  jeden  der 
punkte  ist  ein  coaxaler  Kegelschnitt;  das  gleiche  gilt  von 
rten  des  Mittelpunkts  des  umschriebenen  Kreises,  des 
punkts  und  des  Höhendurchschnitts  des  Dreiecks.  Ist  S' 
sis,  so  ist  der  Radius  des  um  das  Dreieck  beschriebenen 

hliesslich  werden  in  gleicher  Weise  die  zwischen  zwei 
)  Kegelschnitte  beschriebenen  Vier-  und  Fftnf  ecke  untersucht. 

H. 

»SSI.  Sulla  locale  de'  centri  delle  coniche,  che 
^no  due  rette  e  passano  per  due  punti.     Battagiini 

'U,  174-175.  1869. 

^ei  gegebene  Tangenten  eines  yariabeln  Kegelschnitts 
i  zu  Axen  der  x,  y  genommen,  in  Bezug  auf  welche  zwei 
ne  Punkte  der  Curve  durch  die  Goordinaten  afy'y  a/y 
rückt  sind.  Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  hat  dann 
rm 

xy  =  Qax  +  by  +  cy. 

irtiellen  Ableitungen  bestimmen  die  Goordinaten  des  IGttel- 
,  dessen  Ort  gesucht  wird,  und  geben  zusammen: 

ax  =  by. 
Lwendung  der  Gleichung  selbst  auf  die  gegebenen  Punkte 
2  neue ,  in  a,  b,  c  lineare  Gleichungen   mit  Doppelvor- 

i  vor  ^xy.  Hierdurch  bestimmen  sich  leicht  die  Werthe 
b,  c,  nach  deren  Einsetzung  in  eine  der  partiellen  Dif- 
dgleichungen  man  eine  Gleichung  zweiten  Grades  für  jenen 
det,  und  zwar  zeigt  sich,  dass  derselbe  aus  2  Hyperbeln 
,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  die  Mitte  des  Badius- 
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vectors  der  Mitte  der  Verbindungslinie  der  2  gegebenen  Punkte 
ist  Schliesslich  wird  noch  eine  Regel  zur  Constmetion  der 
Asymptoten  aufgestellt.  H. 

G.  MiRABELLO.     Sopra  una  quistione   proposta  nel  gior- 
nale  di  Tcrquem.   Battagliui  O.  Vll  176.  1869. 

Die  Aufgabe  ist,  den  Ort  des  Mittelpunkts  eines  in  ein  Drei- 
eck eingeschriebenen  Kreises  zu  berechnen,  dessen  eine  Ecke 
im  Brennpunkt  eines  festen  Kegelschnitts,  und  dessen  Gegenseite 
eine  durch  den  andern  Brennpunkt  gehende  Sehne  ist.  Es  er- 
giebt  sich  eine  Ellipse.  Zu  Hülfe  genommen  wird  der  Umstand 
dass  der  beschreibende  Punkt  der  Durchschnitt  der  zwei  Nor- 
malen ia  den  Endpunkten  der  Sehne  ist.  Dieselbe  Aufgabe,  zu- 
erst gestellt  von  Rouch^,  hatte,  wie  der  Verfasser  sagt,  Grou?elle 
auf  andere  Weise  gelöst,  indem  er  theilweise  geometrische  Be- 
trachtungen anwandte.  H. 

V.  Mollame.     Dimostrazioiie   dei   teoremi  3  e  4,  enun-    | 

Ciati   a   pag.  228.    Battaglini  G.  Vin.  366-369.  1870. 

Beweis  folgender  Satze: 

1)  Sind  S  und  S'  zwei  concentrische  Kegelschnitte  von  der 
Art,  dass  sich  in  S  Dreiecke,  einschreiben  lassen,  die  S^  urogc- 
schrieben  sind;  und  ist  ABC  ein  solches  Dreieck,  dessen  Seitei* 
in  A\  B\  C  den  Kegelschnitt  S  berühren;  —  so  ist  das  Ver- 
hältniss  der  Dreiecke  ABC  und  A'BT.*  gleich  demjenigen  der 
Flächeninhalte  von  S  und  S'  für  den  Fall,  dass  S  und  S'  Ellipflcn- 
sind;  sind  S  und  S'  dagegen  Hyperbeln,  so  ist  das  Verhältnis^ 
jener  Dreiecke  gleich  dem  Verhältniss  derjenigen  Dreiecke,  di^ 
in  S  und  in  S'  durch  die  beiden  Asymptoten  und  irgend  einö 
Tangente  gebildet  werden. 

2)  Von  allen  Dreiecken  mit  gleichem  Umfang  und  ei»cia 
oonstanten  Winkel  hat  dasjenige  den  grcissten  Inhalt,  in  welcheiD 
die  Seiten,  die  den  constanten  Winkel  einschliessen,  einaader 
gleich  sind.  Ms. 


Gftpitel  2.    Analytische  Geometrie  der  Ebene.  49g 

V.  N.  BiTONTi.     Soluzione  della  quistione  I.  p,  228. 

Battaglini  G.  VIII.  371-374.  1870. 

Beweis  des  ersten  Satzes  vom  vorhergehenden  Referat,  — 
doch  in  einer  anderen  Weise.  Mz. 

E.  d'OviDio.     Nota   sopra  due  teoremi  del  Sig.  Mann- 
heim.   Battaglini  G.  VII.  107-111.  1869. 

'Die  beiden  Theoreme  von  Mannheim  sind: 

1)  Es  seien  zwei  Kreise  (0),  (0')  in  einer  Ebene  gegeben, 
und  man  beschreibe  durch  einen  festen  Punkt  A  des  ersten 
Kreises  einen  Kegelschnitt  (C),  der  diesen  Kreis  in  A  und  ausser- 
dem den  Kreis  (0')  doppelt  berührt.  (C)  treffe  (0)  in  den 
Punkten  D  und  £;  die  Gerade  DE  treffe  die  Berührungssehne 
von  (C)  und  (0')  in  M.  Dann  ist  der  Ort  des  Punktes  Jlf,  wenn 
man  alle  möglichen  Kegelschnitte  (C)  obiger  Bedingung  gemäss 
beschreibt,  ein  Kreis. 

2)  In  einer  Ebene  seien  zwei  homofocale  Kegelschnitte  (0), 
(Q'^  gegeben,  und  man  beschreibe  durch  einen  festen  Punkt  A 
des  ersten  Kegelschnitts  einen  Kegelschnitt  (C),  der  jenen  in 
^y  und  ausserdem  den  zweiten  Kegelschnitt  doppelt  berührt;  die 
jemeinschaftlichen  Tangenten  an  (0)  und  (C),  [abgesehen  von 
^^Jjenigen  in  A.  Zus.  d.  R.]  mögen  sich  in  M  treffen;  betrachtet 
^^n  alle  Kegelschnitte,  die  dem  (C)  analog  sind,  so  ist  der  Ort 
^^8  Punktes  M  ein  den  gegebenen  Kegelschnitten  homofocaler 
^Igelschnitt. 

Diese  Theoreme  werden  vom  Verfasser  verallgemeinert,  in- 
^^  den  Kreisen  und  homofocalen  Kegelschnitten,  —  beliebige 
^Igelschnitte  substituirt  werden.  Die  Beweise  sind  analytisch, 
^d  zwar  sehr  abgekürzt  und  einfach.  Mz. 

^»    MiLiNowsKi.     Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung. 

^r.  Tilsit.  1870. 

Verbindet  man  die  entsprechenden  Elemente  zweier  krumm- 
^^^jectivischen  Gebilde  paarweise  mit  einander,  dann  entsteht 
'^  Kegelschnitt,  der  denjenigen  Kegelschnitt,  durch  dessen  Ver- 
zettelung die  krumm -projectivischen  Gebilde  erhalten  waren, 
^^Ppelt  berührt.    Aus  diesem  Satze  werden  in  der  vorliegenden 
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Arbeit  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  eine  doppelte 
Berührung  eingehen,  hergeleitet.  Diese  Sätze  beziehen  sich  ein- 
mal auf  einen,  zwei,  drei  und  mehr  Kegelschnitte,  welche  einen 
andern  doppelt  berühren  und  dann  auf  zwei  und  mehr  Kegel- 
schnitte, welche  mit  zwei  andern  eine  doppelte  Berührung  ein- 
gehen. 

Ein  Kegelschnitt,  welcher  einen  oder  zwei  andere  doppelt 
berührt,  giebt  Veranlassung  zur  Gewinnung  neuer  projectivischer 
Gebilde,  deren  Erzeugnisse  kurz  besprochen  werden.  Am  Schloss 
wird  der  Zusammenhang  berührt,  in  dem  die  Erzeugnisse  von 
projectivischeu  Punktreihen  mit  denen  von  ein-  zwei-  deutigen 
Punktreihen  stehen.  Die  Herleitung  noch  anderer  Sätze  ist  an- 
gedeutet. 

An  litterarischen  Notizen  ist  zu  bemerken :  Grelle  J.  XXXVI 
Abhandlung  von  Goepel,  XXXVn  und  XLY  Abhandlungen  Ton 
Steiner,  LIV  Abhandlung  von  Schröter.  Ghasles:  Traitö  des 
sections  coniques.  Salmon:  Analytische  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte bearbeitet  von  Fiedler  §  280.  Schröter:  Theorie  der 
Kegelschnitte  p.  160.  Pfaff:  Neuere  Geometrie  U.  §  316.  Beye:  i 
Geometrie  der  Lage.  T. 

J.  Griffiths.  On  a  property  of  the  eight  circles  which. 
can  be  drawn  through  the  six  points  of  intersectioa 
of  three  given  circles.   Quart.  J.  x.  230-232.  1869. 

Die  acht  KreisC;  welche  drei  der  sechs  Schnittpunkte  dreie^ 
gegebener  Kreise  enthalten,  ordnen  sich  in  vier  Paare,  indei^^ 
man  jedesmal  solche  zwei  Kreise  zu  einem  Paare  rechnet,  wekh  ^ 
zusammen  durch  sämmtliche  Schnittpunkte  hindurchgehen.  J^ 
zwei  solche  Paare  bilden  nun  eine  Gruppe  von  vier  Kreisecv- 
die  einen  gemeinschaftlichen  Bertthrungskreis  haben.     Ein. 


W,  S.  BuRNsiDE.    On  the  invariauts  and  covariants 
a  System  of  tliree  conics.    Qaart  J.  x.  239-344. 1869. 

Der  Verf.  zeigt  insbesondere,  wie  die  Invarianten  it&^^ 
Kegelschnitte  ti  =  0,  c  =  0,  fr  =  0  durch  zehn  unter  ihnen  t»-*' 
gedrückt  werden  können,  nämlich  durch  die  Entwiekelöngfl^' 
efficienten  der  Determinante  von  ku+fw-i-v».  Klfi. 
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YLET.    Note  on  a  relation  between    two    circles. 

t  J.  XL  82-83.  1870. 

ihe  Abschn.  YIII.  Cap.  5.  p.  385. 

SSANI.     Nota  sul  triangolo  conjugato  di   due   co- 

le,    Battaglini  G.  VIII.  200-?02.  1870. 

d  Aufgabe:  „Die  Lage  eines  Ponktes  zu  bestimmen,  der 
lg  auf  zwei  gegebene  Kegelschnitte  dieselbe  Gerade  zur 
.  bat'*  führt  zur  Bestimmung  und  zur  Definition  des  zweien 
;hnitten  conjugirten  Dreiecks.  Der  Verfasser  entwickelt 
3  Gleichung  3**"  Grades,  deren  Wurzeln  die  3  Lagen  des 
len  Punktes  bestimmen ,  und  fligt  eine  Discussion  dieser 
Hg  hinzu.  Mz. 

Walker,     On    the    anharmonic-ratio    sextic    of  a 

of  COnics,     Quart.  J.  X.  162-167.  1869. 

r  Verfasser  stellt  in  dieser  Arbeit  die  Gleichung  sechsten 
auf,  welche  die  anharmonischen  Verhältnisse  des  Bttschels 
)r  Geraden  bestimmt,  welche  einen  Punkt  0  auf  einem 
3hnitte  S  mit  den  Punkten  verbinden  in  denen  S  von 
zweiten  Kegelschnitt  S*  geschnitten  wird.  Bedeuten  /t^ 
Discriminanten,  6^  d*  die  von  Salmon  so  bezeichneten  simul- 
[n Varianten  von  S,  S',  so  dass 

(1)      J&'+ÖJfc'-f  ö'*+^' 
(criminante  von  kS-\-S^  ist,   so  ist  die  verlangte  Glei- 
in  X 

8(^A^-\y-vA'  =  0,  wo  ^=  ;(A-1). 
bedeutet 

8  =  4CÖ'-3JÖ0*-C2ö'-9Jeö'+ 27/^^0* 
t  //^  multiplicirte  Discriminante  von  (1)  in  Bezug  auf  k 
d 

luch  Abschn.  II.  Gap.  1.  p.  55.  He. 

SUBERG.     Triangles  et  coniques  combinds.  Nouv.  Ann, 

X.  58-66.  1870. 

I  werden  die  Axen  eines  Kegelschnittes  berechnet,  von 
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welchen  ein  Brennpunkt  und  ein  inschriebenes,  conjugirtea  oder 
umschriebenes  Dreieck  gegeben  sind.    Ist 

x^+y^  =  (jnx+ny+pzy    (»  =  1) 
die  auf  den  gegebenen  Brennpunkt  bezogene  Gleichung  des  zu 

bestimmenden  Kegelschnittes,  so  ist  der  Parameter  -^  =  p  und 


a 


I 6^        

die  numerische  Excentricität  Vi ^  =  |/i»'+n',  also 


6' 


a 


j  =  1— w'— »'  =  q. 


Sind  ferner 

I         I  1        2  3        3 

die  homogenen  Cartesischcn  Coordinaten  der  Ecken  des  gege- 
benen Dreiecks,  S  sein  Flächeninhalt,  so  wird  gesetzt: 

Qrn  ==•  XrX,'\-yrys,  ^  =  1,  2,  3; 

tr  =    mXr-{-nyr-{-pZry    .  «  =  1,  2,  3. 

Durch   Lösung   der  Gleichungen   für  t^,  f„  f,  werden  die  Coef- 
ficienten  m,  n,  p  als  Functionen  der  /  erhalten;  aus  diesen  folgt: 


-4SV  = 


All  Alt  Ai3 
Aji  At«  A«s 
Asi  Ast  Ass 


,  -4S'<jr= 


Olli 

'     Ml  -In    11» 

i  fu  /;.  fm 
i  fu  /;.  ^^ 

worin  /",,  =  Qr^  —  tri,  ==  fsr  ist.  Diese  allgemeinen  Formeln  dienef» 
zur  Berechnung  der  Axen  des  Kegelschnittes  und  werden  vl^ 
die  drei  Fälle  angewendet,  dass  das  gegebene  Dreieck  fllr  den.-^ 
selben  ein  inschriebenes,  conjugirtes  oder  umschriebenes  ist 

Schz. 

Carnoy.    Note  sur  le  triangle  circonscrit  k  une  coniqu^-* 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  339-342.  1870. 

Die  Linien,  welche  die  Spitzen  eines  Dreiecks,  das  ein< 
Kegelschnitt  umschrieben  ist,  mit  den  Berührungspunkten  de 
Gegenseiten  verbinden,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  0;  di 
Seiten  dieses  Dreiecks  werden  von  denen  des  entsprechende^' 
eingeschriebenen  Dreiecks  in  Punkten  geschnitten,  weldie  W^ 
einer  bestimmten  Geraden  L  liegen.    Es  werden  die  Gletehimc^ 
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B  Ortes  des  Punktes  0  und  der  EinhtHIenden  der  Geraden  L 
twickelt,  wenn  von  den  drei  tangirenden  Seiten  eine  variabel  ist. 

T. 

.  Zimmermann,  Untersuchung  der  einer  Ellipse  ein- 
und  umschriebenen  Dreiecke  und  Parallelogramme 
bezüglich  ihrer  Fläche.     Pr.  Czernowitz.  1869. 

Ausser  der  Untersuchung  des  Flächeninhalts  der  obenge- 
nnten  Figuren  in  Bezug  auf  seine  Grosse,  seine  Maxima  und 
nima  bringt  die  Arbeit  noch  einige  Sätze,  welche  die  Seiten 
er  Eckpunkte  dieser  Dreiecke  oder  Parallelogramme  betreffen. 

T. 

.  KCffli.  Untersuchung  über  das  einer  Ellipse  einge- 
schriebene grösste  W-Eck.    Pr.  Itzehoe.  1869. 

.  Kühl.  Das  kleinste  w-Eck  um  eine  Ellipse  zu  be- 
schreiben.     Pr.  Itzehoe.  1870. 

Durch  Difterentiiren  der  analytischen  Formel,  durch  welche 
r  Inhalt  eines  Polygons  durch  die  Coordinaten  seiner  Eck- 
nkte  bestimmt  wird,  werden  die  Bedingungsgleichungcn  her- 
leitet, denen  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  des  grössten 
ler  Ellipse  eingeschriebenen  /i-Ecks  gentigen  müssen.  Die  all- 
tneinen  Resultate  werden  dann  speciell  auf  das  Dreieck  ange- 
udt.  Setzt  man  den  Satz,  dass  unter  den  einem  Kreise  ein- 
^chriebenen  Polygonen  das  reguläre  das  grösste  ist,  als  bekannt 
aus  —  der  Beweis  dieses  Satzes  wird  in  grossen  Zügen  an- 
leutet  —  dann  kann  man  mit  Hilfe  der  Projectionslehre  das 
ti  Dreieck  gewonnene  Endresultat  auf  ein  beliebiges  n-Eck 
'rtragen  und  findet  ^  dass  die  Projection  des  regulären  Kreis- 
ygons  auf  die  Ellipsenebene  das  verlangte  grösste  Polygon 

Sein  Inhalt  wird  berechnet.  Als  Beispiel  wird  das  einer 
ipse  eingeschriebene  grösste  Fünfeck  construirt  (siehe  Fortschr. 
Äf.  I.  283.  Grelle,  lieber  das  etc.).  In  der  zweiten  Arbeit,  diö 
ein  Anhang  der  ersten  bezeichnet  ist,  wird  der  Satz,  dass 
^r  allen  einem  Kreise  umschriebenen  Polygonen  das  regel- 
8sige  das  kleinste  ist,   als  Ausgangspunkt  genommen.    Die 
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Projection  dieses  regulären  Polygons  auf  die  Ebene  der  Ellipse 
(wenn  die  Ellipse  selbst  die  Projection  des  Kreises  ist)  ist  das 
gesuchte  kleinste  n-Eck.  Der  Inhalt  dieses  wird  berechnet 
Durch  successive  Berechnung  des  Inhaltes  des  grössten  und 
kleinsten  Dreieckes,  Viereckes,  etc'  kann  man  dann  den  Inhalt 
einer  Ellipse  in  ähnlicher  Weise  bestimmen ,  wie  man  in  der 
Planimetrie  den  Inhalt  des  Kreises  durch  Annäherung  bestimmt 

T. 

H.   MyloRD.      Lösning  af  opgave   204.      Tychsen  Tidsskr.  (2) 
V.  40.  1869. 

Lösung  des  folgenden  Problems :  Eine  Schaar  von  Dreiecken 
hat  zurGrundlinie  eine  gerade  Linie,  die  durch  den  einen  Brennpunkt 
eines  Kegelschnitts  geht,  während  die  Spitze  sämmtlicher  Drei- 
ecke im  anderen  Brennpunkte  liegt.  Es  soll  der  Ort  für  die 
Mittelpunkte  der  Kreise  bestimmt  werden,  die  jenen  Dreiecken 
einbeschrieben  sind.  Hn.  (Wn.) 

T.  N.  Thiele.     Lösning  af  opgave  23.      Tychsen   Tidsskr. 

(2)  V.  65.  1869. 

H.   MyLORD.      Lösning  af  opgave   70.      Tychsen    TidBskr.  (2) 
V.  70.  1869. 

Lösung   zweier   geometrischen  Probleme   über  die  grSflst^ 
Ellipse,  die  einem  Viereck  oder  einem  Dreieck  einbeschriebeix^ 
und  die  kleinste  Ellipse,  die  denselben  Polygonen  umschriebet 
werden  kann.  Hn.  (Wn.) 

Ch.  Lindmann.    Anteckningar  angaende  rätliniga  figure^ 
inskrifna  uti  och  omskrifiia  omkring   en  ellips«  Dilln^ 

Tidsskr.  II.  219.  1869. 

Handelt  von  den  grössten  und  kleinsten  Polygonen,  die 
um  oder  in  eine  Ellipse  beschreiben  kann.  Hn.  (Wn.) 

R,  W,  G.     On   geometrical    methods   in   maxima 

minima.    Messenger  Y.  122-124.  1870. 

Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  2.  p.  134. 


( 
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A.  Cayley.     On  the  porism  of  the  in-  and  circumscribed 
polygen ,  and  the   (2,  2)  correspondence  of  points  on 

a  COnic.     Quart.  J.  XI.  83-91.  1870. 

Der  Verfasser  weist  den  Zusammenhang  nach,  in  welchem 
der  Satz  vom  ein-  und  umgeschriebenen  Polygon  eines  Kegel- 
schnitts mit  einer  symmetrischen  zwei-  und-  zweideutigen  Cor- 
respondenz  der  Punkte  des  Kegelschnitts  steht,  und  giebt  die 
hierher  gehörigen  Rechnungen.  Mz. 

J.  WoLSTENHOLME.     Notc  to    thc    Artlclc   on    porisms. 

Quart.  J.  XI.  66-69.  1870. 

Beweis  des  Satzes:  Sind  zwei  concentrische  Kegelschnitte 
so  beschaffen,  dass  Dreiecke  dem  einen  ein-  und  zugleich  dem 
andern  umgeschrieben  werden  können;  und  ist  ABC  ein  solches 
Dreieck,  A'y  B\  C  die  Berührungsqunkte  auf  den  Seiten,  so  steht 
das  Dreieck  ABC  zu  dem  A'FC  in  einem  constanten  Yerhältniss. 

Mz. 

F.  Folie-    Extrait  d'une  lettre  k  M.  Catalan.  Bull,  de  Beig. 

(2)  XXVII.  385.  1869. 

Der  folgende  Satz  wird  ohne  Beweis  mitgetheilt:  „Betrachtet 
man  n  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte,  so  bestimmen  dieselben 

— ^-^j — -  Polygone.    Die  Producte  aus  den  Entfernungen  eines 

^^£:el8chnittpunkte8  bis  zu  den  Seiten  eines  jeden  Polygons  stehen 
Untereinander  in  constantem  Verhältnisse.  0. 

-^OsANES  und  Pasch,     Ueber  eine  algebraische  Aufgabe, 
xvelche    einer    Gattung    geometrischer    Probleme    zu 

Orunde  liegt.     Borchardt  J.  LXX.  169-175.  1869. 

Siehe  Abschn.  II.  Cap.  3.  p.  73. 

^*    J.  Walker.     Anharmonic    properties    of  conics   in- 
^cribed  in  a  quadrilateral.  Quart.  J.  x.  317-320.  1869. 

Das  Theorem,  welches  der  Verfasser  mittelst  Invarianten- 
^^orie  beweist,  und  welches  gleichzeitig  Townsend  auf  Walker's 
^^^gängige  Aufstellung  in  den  Educational  Times  dadurch  her- 
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geleitet  hat,  dass  er  die  zwei  Kegelsehnitte  als  reeiproke  Polaren 
betrachtete^  lautet: 

Zieht  man  die  gemeinsamen  Tangenten  an  zwei  Kegel- 
schnitte S,  S'y  so  ist  das  von  den  Verbindungslinien  der  vier 
Berühfungspunkte  mit  einem  fünften  Punkte  desselben  Kegel- 
schnitts gebildete  Büschel  (oder  das  System  von  4  Punkten,  in 
welchen  eine  fünfte  Tangente  an  S  von  den  4  Tangenten  ge- 
troflfen  wird)  homographisch  mit  dem  von  den  Verbindungslinien 
der  4  Durchschnittspunkte  von  S  und  S'  und  eines  fünften  Punktes 
auf  dem  letztern  Kegelschnitt  gebildeten  BUschel. 

Eine  leichte  Folgerung  hieraus  ist.  noch  der  Satz:  Ein 
variabler  in  ein  Vierseit  eingeschriebener  Kegelschnitt  wird  von 
einem  festen  in  dasselbe  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitt 
in  4  Punkten  geschnitten,  deren  anharmonisches  Verhältniss 
constant  und  gleich  dem  der  4  Punkte  ist,  in  welchen  eine 
fünfte  Tangente  an  den  festen  Kegelschnitt  von  den  4  Seiten 
des  Vierseits  geschnitten  wird.  H. 

E.  Weyr.  Ueber  Kegelschnitte,  welche  einera  Dreieck 
ein-  oder  umgeschrieben  sind  und  einen  festen  Kegel«, 
schnitt  doppelt  berühren.  Trag.  Ber.  1869.  5-7. 

Der  Verfasser  behandelt  nur  die  Aufgabe,  bei  welcher  die 
Kegelschnitte  dem  Dreiecke  eingeschrieben  sind,  da  das  Andere 
durch  Keciprocität  sich  ableiten  lässt.  Er  weist  nach,  dasfl  es 
vier  Kegelschnitte  giebt,  die  einem  Dreieck  eingeschrieben  rind 
und  einen  gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren.  Ferner 
giebt  er  eine  Auflösung,  die  sich  auf  Vervollständigung  pro- 
jectivischer  Systeme  an  einem  Kegelschnitt  gründet.  Eine  andere 
Auflösung  dieser  Aufgabe  entwickelt  der  Verfasser  durch  vor- 
herige Lösung  der  folgenden:  Man  soll  die  einem  räumlichen 
Dreikant  ein-  und  umgeschriebenen  Botations-Kegel  bestimmen,  ^ 
und  durch  Betrachtung  des  Durchschnitts  dieses  Dreikants  und 
der  zugehörigen  Rotationskegel  mit  der  unendlich  entfernten 
Ebene,  wobei  der  imaginäre  Kugelkreis  mit  in  Betracht  kommt 
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D.    Andere  specielle  Curven. 
r.  W,  Newman.     On    curves    of   the    third    degree    or 

tertians.     Rep.  Brit.  Ass.  1869/70. 

Der  Gegenstand  der  Abhandlung  ist,  eine  Nomenelatur  f&r 
lie  Curven  dritten  Grades  zu  geben,  die  sich  auf  die  Analogie 
hrer  Gestalt  mit  bekannten  Gegenständen  der  Natur  und  Kunst 
gründet.  Zur  Begründung  wird  eine  genaue  Discussion  der 
]]!uryen  gegeben.  Auch  ist  ein  Abschnitt  über  die  Wurzeln  der 
mbischen  Gleichung  beigefügt.  Von  den  Namen,  welche  der 
iTerfasser  filr  die  Curven  vorschlägt,  erwähnen  wir  nur  einige, 
fVie:  „Whipsnake,  Trident,  Calyx,  Lily  Julip  Hyacinth,  Con- 
rolvulus,  Pirk,  The  knotted  Calyx,  The  studded  Calyx,  The 
Bulbus*'  u.  8.  f.  Csy.  (0.) 

ff,  DuREGE.      üeber    fortgesetztes    Tangentenziehen    an 
Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel-  oder  Eück- 

kehrpunkte.     Prag.  Abh.  (6)  III.  1869. 

Legt  man  an  eine  Curve  dritter  Ordnung  eine  Tangente,  so 
lat  diese  ausser  dem  Berührungspunkte  noch  einen  Punkt  mit 
er  Curve  gemein,  welcher  der  dem  Berührungspunkte  zugehörige 
?angentialpunkt  genannt  wird.  In  dem  Tangentialpunkte  kann 
lan  aufs  Neue  eine  Tangente  legen ,  in  dem  Tangentialpunkt 
an  dieser  abermals  u.  s.  f.  Die  Frage,  ob  bei  fortgesetztem 
?angentenziehen  der  Tangentialpunkt  in's  Unbestimmte  verläuft, 
der  sich  einer  bestimmten  Grenzlage  nähert,  oder  ob  er  wieder 
lit  dem  ersten  Berührungspunkte  zusammenfallen  kann,  ist  der 
gegenständ  vorliegender  Untersuchung;  jedoch  bezieht  sich  die- 
elbe  nur  auf  solche  Curven,  welche  einen  Rückkehrpunkt,  oder 
linen  Doppelpunkt  besitzen.  Naturgemäss  verknüpft  der  Verf. 
nit  jener  Untersuchung  zugleich  die  Erörterung  der  Fragen,  die 
lieh  darbieten,  wenn  man  umgekehrt  verfährt,  wenn  man  näm- 
ich  aus  einem  Punkte  der  Curve  eine  Tangente  an  dieselbe 
egt^  aus  dem  Berührungspunkt  abermals  u.  s.  f. 

Bezeichnen  A,  B,  C  lineare  Functionen  homogener  Punkt- 
coordinaten,  so  lässt  sich  eine  Curve  dritten  Grades  mit  einem 
Rttckkehrpunkt  darstellen  durch  B\C=A\    Die  Gerade  C^O 

Forlschr.  d.  3Ialh.  II.   2.  34 
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ist  alsdann  Wendetangente,  ß  =  0  Rllekkehrtangente,  A  =  0  Ver- 
bindungslinie des  KUekkehrpunkts  mit  dem  Wendepunkte.  Eine 
Gerade  A  =  ^B  schneidet  die  Curvc  in  einem  Punkt,  welcher 
durch  ^  bestimmt  ist.  Die  Bedingung  dafür,  dass  3  Punkte, 
denen  die  Werthe  ^ji^^z  zugehören,  in  gerader  Linie  liegen, 
lässt  sich  ausdrücken  durch  die  Relation  itt^-f.^t+^j  =  0.  Diese 
Gleichung  bildet  die  Grundlage  für  die  weitere  Untersuchung;  denn 
wenn  v  der  Berührungspunkt  und  v^  der  Tangentialpunkt  ist,  so 
liefert  sie  den  Zusammenhang  2v\-v^  =  0,  und  dieser  lässt  erkennen, 
dass  bei  fortgesetztem  Tangentenziehen  der  Tangentialpunkt  sich 
dem  Rückkehrpunkt  nähert,  während,  wenn  man  umgekehrt  yer- 
fthrt,  der  Berührungspunkt  bei  fortgesetztem  Tangentenziehen 
dem  Wendepunkte  zustrebt. 

Eine  Curve  dritten  Grades  mit  einem  Doppelpunkt  lässt 
sich  in  der  Form  (4*ipß').C= -4'  darstellen,  je  nachdem  der 
Doppelpunkt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  oder  ein  conjugirter 
Punkt  ist.  Die  Gerade  C  =  0  ist  Wendetangente ,  -4  =  0  die 
Verbindungslinie  des  Wendepunktes  mit  dem  Doppelpunkt,  B  =  0 
die  zu  A  harmonisch  zugeordnete  Gerade  rücksichtlich  der  Tan- 
genten im  Doppelpunkt.  Eine  Gerade  A  =  ^iB  bestimmt  einen 
Punkt  der  Curve,  dem  der  Parameter  ^  entspricht.  Die  Be- 
dingung dafür,  dass  drei  Curvenpunkte  ^^^^^i^  in  gerader  Linie 
liegen,  lässt  sich  ausdrücken  dutch 

Diese  Gleichung  liefert  zwischen  dem  Berührungspunkt  v  und  dea^ 
Tangentialpunkt  v,  den  Zusammenhang  2v-}-V|  ±vV,  =0,  und  die»^ 
Relation  lässt  die  gestellten  Fragen  beantworten.  Ist  der  Doppel- 
punkt ein  eigentlicher  mit  reellen  Tangenten,  so  nähern  sich  beifori^- 
gesetztem  Tangentenziehen  die  fraglichen  Punkte  bestimmt»^ 
GrenzlageU;  wie  bei  den  Curven  dritten  Grades  pait  einem  Rllcl^' 
kehrpunkt.  Ist  hingegen  der  Doppelpunkt  ein  conjugirter  Funk.'^ 
80  zeigt  sich  ein  wesentlich  anderes  Verhalten  dieser  Ponkt;^ 
In  diesem  Fall  gilt  in  obiger  Relation  (1.)  das  negative  Zeicb0^ 
und  sie  lässt  sich  in  der  Form  darstellen 

„     —    ^      ^x  +  l^t 

Setzt    man   ^  =  tgO,    so   folgt    tgOj  =  —  tg(0,  +  (?,)  oder 
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+-(?t+0»  =  0  oder  einem  Vielfachen  von  n.  Zieht  man  da- 
•  in  einem  beliebigen  Punkt  (0)  eine  Tangente,  so  findet 
isehen  dem  Berührungspunkt  (ß)  und  dem  Tangentialpunkt 
,),  abgesehen  von  einem  Vielfachen  von  n  die  Gleichung 
tt  p,  =  —  20»  und  diese  lässt  durch  successive  Betrachtung 
r  Tangentialpunkte  erkennen,  dass  sie  im  allgemeinen  einer 
stimmten  Grenzlage  nicht  zustreben.  Es  kann  aber  der  Fall 
itreten,  dass  der  Tangentialpunkt  später  mit  dem  Ausgangspunkte 
»mmenfällt,  und  dieser  tritt  jedesmal  ein,  wenn  0«  =  0  +  *« 
Man  erhält  also  als  Bedingung,  dass  dieser  Fall  eintrete, 

\-xn  —  (^—2yQ  oder  Q  =  -^ — ^p-- — j-.  Giebt  man  x  alle  ganz- 

iligen  Werthe,  welche  kleiner  sind,  als  die  numerischen  Werthe 
3  Nenners,  so  liefert  dieser  Ausdruck  diejenigen  Punkte,  von 
leben  aus  die  n^^  Tangeute  durch  den  Ausgangspunkt  bin- 
rchgeht;  es  giebt  also  bei  diesen  Curven  n-Ecke,  welche  der 
rve  zugleich  ein-  und  umgeschrieben  sind.  Vielecke  dieser 
t  sind  bei  Curven  dritter  Classe  und  vierter  Ordnung  auch 
Q  Herrn  Clebsch  aufgefunden  worden  (Borchardt  J.  LXIV). 
Ichen  Vielecken  widmet  nunmehr  der  Verf.  eingehendere 
tersuchung.  Die  darauf  folgenden  Betrachtungen  über  die 
icessiven  Berührungspunkte  bei  fortgesetztem  Tangentenziehen 
Einzelnen  zu  verfolgen,  würde  an  dieser  Stelle  zu  weit  ftlhren. 

Sehn. 

Clebsch.     Ueber  die  Bestimmung  der  Wendepunkte 
iiner  Curve  dritter  Ordnung.  Clebsch  Add.  il.  382-384.  1870. 

Die  Arbeit  enthält  die  Zusammenstellung  einiger  Endformeln, 
che  sich  auf  das  Problem  der  Wendepunkte  einer  Curve 
ter  Ordnung  oder  auf  das  Problem  beziehen,  die  Gleicbong 

Curve  in  die  canonische  Form: 

Iringen.  T. 

Weyr.     Zur  Geometrie  der  Curven  dritter  Ordnung. 

Bchlömiich  Z.  XV.  383-387.  1870. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5.  p.  402. 

34* 
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HössRiCH.     Disciission  der  Cardioide.     Fr.  Saalfeld  1870. 
J.  J.  Walkek.     On  tangents  to  the  cissoid.     Proc.  of  L. 

M.  S.  IL  161-165.  1869. 

Behufs  ZiehuDg  der  drei  Tangenten  von  einem  Punkte  j^^^' 
an  die  Gissoide  des  Diocles: 

U  =  x'-y's  =  0 

wird  aus  den  allgemeineren  in  Salmon's  „Higher  Plane  Curres" 
p.  68  aufgestellten  Formeln  sowohl  die  Gleichung  desjenigen 
Kreises  abgeleitet,  welcher  durch  die  drei  Berührungspunkte 
TjTjTj  geht,  als  auch  die  Gleichung  desjenigen  Kreises,  welcher 
durch  die  drei  Punkte  geht,  in  welchen  die  Tangenten  die  dure 
noch  schneiden.  Die  Gleichung  des  ersteren  in  trimetrisdieD 
Goordinaten  ist 

+  (4y"-902Jaj+2yVxy  =  0, 
die  des  zweiten  ist: 

3x'  (4b'-  3a?0  aj'-f  1 2aVy»+  y'Y-  4tx^y'yi 
+  (y''-'9x'')s^  —  4x'y'xy  =  0. 

Als  Fnndamental-Dreieck  ist  dabei  angenommen  die  Rflckkeb- 
tangente  (y\  die  in  der  Spitze  auf  derselben  errichtete  Senk- 
rechte (x)  und  die  Asymptote  («).  Schz. 

KüHSE.     Abhandlung  über  die  Lemniscaten.       Pr.  Lyek. 

1870. 

Als  Lemniscate  wird  diejenige  Gurve  definirt,  welche  der 
geometrische  Ort  der  Spitzen  derjenigen  Dreiecke  ist,  welche 
auf^  derselben  Grundlinie  stehend  ein  constantes  Prodnct  der 
beiden  andern  Seiten  ergeben.  Nach  dieser  Definition  wird  die 
Gleichung  der  Lemniscate  ermittelt,  ihre  Lage  und  ihre  ver- 
schiedenen Formen  werden  untersucht,  eine  geometrische  C^' 
struction  der  Gurve  und  ihrer  Tangenten  wird  angegeben;  daflO 
folgt  die  Betrachtung  der  Krttmmungskreise,  der  Evolute,  der 
Bectification  im  allgemeinen  und  für  die  besonderen  Fonneo 
der  Lemniscaten.  T. 
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loBERTS.  On  the  mecfaanical  description  of  some 
yecies  of  circular  curves  of  the  third  and  fourth  de- 

rees.     Proc.  of  L.  M.  S.  II.  125-136.  1869. 

Die  ersten  der  angegebenen  Vorrichtungen,  um  eontinuirlich 
Curve  dritten  oder  vierten  Grades  zu  ziehen,  bestehen  in 
llgemeinerungen  der  ,,£Ilipsograph''  des  Nieomedes  (bekannt- 
eine um  einen  festen  Punkt  f  sieh  bewegende  Gerade,  von 
her  irgend  ein  Punkt  p  die  Curve  erzeugt,  während  ein  an- 
r  Punkt  q  derselben  eine  Gerade  g  durchläuft),  FUr  den 
^t  f  kann  ein  Kreis  substituirt  werden,  welchen  die  Gerade 
(Ständig  berührt;  für  q  ebenfalls  ein  Kreis,  welchen  a  berührt 
end  sein  Mittelpunkt  die  Gerade  g  durchläuft;  für  p  irgend 
mit  p  und  a  durch  einen  Arm  von  gegebener  Länge  und 
ung  verbundener  Punkt  p';  oder  es  können  zwei  dieser  Mo- 
tionen oder  alle  vereinigt  werden.  Die  im  allgemeinsten 
)  entstehende  Curve  ist  eine  Curve  vierten  Grades  mit  einem 
dlich  entfernten  und  zwei  endlichen  Doppelpunkten;  die 
ihung  derselben  wird  entwickelt.  Ist  die  Differenz  der  bei- 
Radien gleich  der  Entfernung  der  festen  Geraden  von  dem 
rum  des  festen  Kreises,  so  zerfUlIt  die  Curve  in  eine  gerade 
5  und  eine  Curve  dritten  Grades.  Wird  statt  der  festen  Ge- 
Q  g  ein  zweiter  fester  Kreis  gewählt,  so  erhält  man  eine 
e  sechsten  Grades,  welche  unter  Umständen  in  einen  Kreis 
eine  Lemniscate  zerfällt. 

Die  zweite  Methode  besteht  darin,  dass  man  eine  gerade 
3  sich  so  bewegen  lässt,  dass  einer  ihrer  Punkte  einen  Kreis, 
anderer  eine  feste  Gerade  durchläuft.  Irgend  ein  mit  der 
den  fest  verbundener  Punkt  beschreibt  alsdann  eine  Curve 
en  Grades  mit  zwei  endlichen  Doppelpunkten;  ihre  Gleichung 
llt  die  vorige  als  speciellen  Fall.  Auch  von  dieser  Methode 
en  Abänderungen  angegeben.  Schz. 

ÜROTH.  Einige  EigenscLaften  einer  gewissen  Gattung 
)n  Curven  vierter  Ordnung.  Clebscb  Ann.  I.  37-53.  1869. 

Herr  Clebsch  hat  in  dem  Aufsatze  über  die  Theorie  der 
en  vierter  Ordnung  (Borchardt  J.  LIX.)  gezeigt,  dass  es  im 
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Allgemeinen  nicht  möglich  ist,  die  Gleichung  einer  Carve  vierter 
Ordnung  als  eine  Summe  von  itinf  vierten  Potenzen  darzustellen, 
dass  vielmehr  diejenigen  Curven,  welche  diese  Eigenschaft  be- 
sitzen, sich  durch  das  Verschwinden  einer  Invariante  auszeich- 
nen. Herr  Lüroth  führt  nunmehr  den  Beweis,  dass  das  Ver- 
schwinden jeuer  Invariante  auch  eine  hinreichende  Bedingung 
ist  zur  Darstellung  der  Curve  als  Summe  von  fünf  Biquadraten 
und  fügt  mehrere  charakteristische  Eigenschaften  für  die  be- 
zeichnete Curvengattung  hinzu.  Sehn. 

J.  Casby.     On  bicircular  quartics.     Trans,  of  Dublin.  XXIV. 
457-569.  1869. 

Die  Abhandlung  enthält  eine  neue  Methode,  die  Eigen- 
schaften von  Curven  4**'"  Grades  herzuleiten,  deren  Ereispunkte 
im  Unendlichen  Doppelpunkte  sind. 

Nimmt  man  die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  Grades  in 
^}  ßj  yy  ^^  diese  Variabein  statt  Linien  Kreise  bezeichnen,  so 
lässt  sich  zeigen,  dass  eine  bicirculare  Curve  vierten  Grades  anf 
vierfache  Weise  die  Enveloppe  eines  variabeln  Kreises  ist,  wel- 
cher einen  gegebenen  Kreis  orthogonal  schneidet  und  dessen 
Mittelpunkt  sich  auf  einem  Kegelschnitt  bewegt. 

Wenn  die  4  Kegelschnitte,  auf  welchen  sich  der  Mittelpunkt 
des  variabeln  Kreises  bewegt,  mit  F,  F',  F",  F'"  und  die  ent- 
sprechenden orthogonal  geschnittenen  Kreise  mit  J,  nP,  /',  /" 
bezeichnet  werden,  so  wird  bewiesen,  dass  die  4Fconfocal  sind, 
indem  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte  Knoten-Brennpunkte 
der  Curve  4***"  Grades  sind ;  dass  die  Mittelpunkte  der  4 J  Om- 
kehrcentren  und  die  Schnittpunkte  der  J  mit  den  entsprechenden 
F  Einzelbrennpunkte  der  Curven  4**^"  Grades  sind. 

Plücker*s  Charakteristiken  für  die  Curven  4*^"  Grades  und 
ihre  Evoluten  werden  gegeben  und  die  geometrischen  Lagen  der 
Doppelpunkte,  Doppeltangenten,  Spitzen  u.  s.  f.  bestimmt 

Da  die  angewandte  allgemeine  Gleichung  von  derselben 
Form  ist  wie  die  eines  Kegelschnittes,  nur  dass  die  Variabeln 
Kreise  statt  Linien  bezeichnen,  so  haben  die  modernen  Methoden 
der  Invarianten,  Covarianten,  Beciprocität  etc.  der  E^gelscbnitte 
ihre  Analoga  bei  den  bicircularen  Curven  4***"  Grades.    In  der 
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That  werden  im  einen  und  andern  Fall  dieselben  Gleichungen 
und  Beweisarten  angewandt,  so  dass  jeder  graphischen  Eigen- 
thUmlichkeit  eines  Kegelschnitts  eine  analoge  bei  den  bicircularen 
Curven  4**"  Grades  entspricht.  Z.  B.  dem  Satze:  „Wenn  4 
Kegelschnitte  doppelte  Berührung  mit  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt U  habeu;  der  durch  3  gegebene  Punkte  gezogen  werden 
kann,  90  werden  alle  durch  4  andere  Kegelschnitte  berührt,  die 
ebenfalls  doppelte  Berührung  mit  U  haben'*  entspricht  für  die 
bicircularen  Curven  4*^"  Grades  der  Satz :  „Haben  4  bicirculare 
Curven  4*^"  Grades  vierfache  Berührung  mit  einer  gegebenen 
bicircularen  Curve  4*®"  Grades,  welche  so  beschrieben  werden 
kann,  dass  sie  doppelte  Berührung  mit  3  gegebenen  Kreisen  hat, 
so  haben  alle  doppelte  Berührung  mit  4  anderen  bicircularen 
Curven  4*®"  Grades,  die  ebenfalls  vierfache  Berührung  mit  U 
haben''.  Csy.  (0.) 

M.  W.  Crofton.     On   various    properties    of  bicircular 

quartics.    Proc.  of  L.  M.  S.  IL  33-45.  186a 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5.  p.  418. 

O.  ScHLöMiLCH.     Ueber  einige  aus  Kegelschnitten  abge- 
leitete  Curven.     SchlÖmilch  Z.  XIV.  158-161.  1869. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Lösung  einer  Aufgabe, 
welche  bereits  früher  (cf.  Grunert  Arch.  XL VII.  p.  477  von 
Herrn  Prof.  Grunert)  ohne  Discussion  der  gefundenen  Ortsglei- 
chung behandelt  worden  ist.  Die  Aufgabe  lautet:  In  einen 
Kegelschnitt  ist  eine  Gerade  von  constanter  Länge  als  Sehne 
eingetragen,  durch  ihre  Endpunkte  sind  die  beiden  Tangenten 
des  Kegelschnittes  gezogen,  es  wird  der  geometrische  Ort  des 
Durchschnittspunktes  dieser  Tangenten  für  die  möglichen  Lagen 
der  Sehne  gesucht.  Als  Ortsgleichung  ergiebt  sich,  wenn  ^  die 
veränderlichen  Coordinaten  sind: 


AS-+Bn-     ^(C_,)j,^^(-c_,),. 
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Dabei  ist  die  Gleichung  des  ursprünglichen  Kegelschnitts: 

Ax'+By'  =  1 

und  als  constante  Sehneulänge  2c  (c=  -y)  angenommen. 

Die  Discussion  wird  in  der  Art  geführt,  dass  als  ursprüng- 
licher Kegelschnitt  der  Reihe  nach  eine  Ellipse,  Parabel,  Hy- 
perbel angenommen  wird.  Für  den  ersten  und  drittep  Fall 
bringt  die  Anwendung  von  Polarcoordinaten  beziehungsweise  die 
Gleichungen  ^'  =  r^+r]^  q^  =  r^—r]  hervor;  darin  bezeichnet 
g  den  Radiusvector  der  gesuchten  Ortscurve,  r  den  des  gege- 
benen Kegelschnittes  und  r,  den  eines  Hilfskegelschnittes;  dieser 
Hilfskegelschnitt  ist  je  nach  der  Grösse  von  c  im  Verhältnisfl 
zur  kleinen  Halbaxe  (beziehungsweise  Hauptaxe)  eine  Ellipse, 
zwei  parallele  Gerade,  eine  Hyperbel.  Die  Constructionen  werden 
angegeben. 

Die  Integration  der  gefundenen  Ortsgleichung  führt  dann 
noch  für  den  Fall  der  Ellipse  zu  einem  Satze  über  den  Flächen- 
inhalt; es  ergiebt  sich  nämlich,  dass  das  ringförmige  Stück, 
zwischen  der  Ortscurve  und  der  gegebenen  Ellipse  respect. 
Hilfsellipse  ebenso  gross  wie  der  Flächeninhalt  der  Hilfsellipse 
resp.  der  gegebenen  Ellipse  ist. 

Der  noch  übrige  Fall,  dass  der  gegebene  Kegelschnitt  eia^ 
Parabel   sei,    wird  besonders  behandelt.     Die  Construction  dct 
Ortscurve  wird  mit  Hilfe  einer  gleichseitigen  Hyperbel  geliefe."«^ 
Die  Ortscurve  hat  die  Parabel  zur  Asymptote;  die  zwischen  b^' 


den  enthaltene  Fläche  ist  =  -^c',  also  unabhängig  vomParamet^^^' 

T. 
A.  Hochheim.  Tangentialcurven  der  Kegelschnitte.     Scb-^^* 

milch  Z.  XY.  377-381.  1870. 

Die  hier  behandelten  Curven  erhält  man  dadurch,  dass  nm  ^^^ 
auf  jeder  Tangente  eines  Kegelschnittes  nach  einer  Richtui-^? 
hin   den  Punkt   bestimmt,  welcher  um  eine  constante  Streck^^  ^ 
von  der  Ordinate  des  Berührungspunktes  der  Tangente  entfo^^^^ 
ist.    Es  wird  zunächst  allgemein  der  Weg  angegeben,  der  ^"'' 
Lösung  führt,  und  dann  wird  eine  specielle  Anwendung  auf  j^^ 
der  drei  Kegelschnittarten  gemacht.    Dabei  ergiebt  sich  aas  df^^ 
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altirenden  Gleichung  nicht  bloss  allgemein  die  Gestalt  der 
ngentialcurven,  Bondern  auch  ihre  Construction  durch  Be- 
^Eung  zweier  Hilfscurven.  Die  erste  derselben  ist  stets  ein 
D  gegebenen  Kegelschnitt  congruenter,  der  aber  so  gelegen 
,  dass  sein  Scheitel  mit  dem  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
items  zusammenfällt.  Die  zweite  Hilfscurve  ist  diejenige  Curve, 
ren  Gleichung  das  f  fache  der  Ableitung  der  Gleichung  der 
ten  Hilfscurve  ist.  Die  Ordinate  der  Tangentialcurve  ist  dann 
>  Differenz  der  Ordinaten  der  beiden  Hilfscurven.  Durch  In- 
^ation  der  hierdurch  erhaltenen  Gleichungen  ergeben  sich 
an  noch  einige  Sätze  über  den  von  der  Tangentialcurve  ein- 
schlossenen  Flächenraum.  T. 

Löwenherz.     De  ciims  tangentialibxis.    Berlin,   Caivary 

1870. 

.  H.  Besant.  Note  on  the  envelope  of  tlie  pedal- 
Hne  of  a  tiiangle.  Quart.  J.  x.  iio,  iii.  1869. 

Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  auf  dem  umschriebenen 
eise  Senkrechte  auf  die  Seiten  eines  Dreiecks,  so  liegen  bekannt- 
h  die  drei  Fusspunkte  auf  einer  Geraden,  welche  die  Fuss- 
nktenlinie  des  Punktes  P  genannt  wird. 

Es  wird  bewiesen,  dass  die  Einhüllende  der  Fusspunkt- 
ien  eines  Dreiecks  eine  Hypocycloide  mit  drei  Spitzen  ist, 
ren  Mittelpunkt  mit  dem  des  Feuerbach'schen  Kreises  zu- 
oimenfällt.  He. 

Griffith.  Note  on  fiiiding  the  degree  of  a  certaiu 
locus  connected  with  a  triangle  inscribed  in   a  circle. 

Quart.  J.  X.  229,  230.  1869. 

Nimmt  man  zwei  Punkte  p  und  q  auf  einem  Kreise,  so 
38  die  verbindende  Gerade  eine  Curve  w**^"^  Classe  berührt,  so 

der  Schnittpunkt  der  eben  erklärten  Fusspunktgeraden  der 
txkte  p,  q  in  Bezug  auf  ein  eingeschriebenes  Dreieck  eine 
nre  von  der  2n*^"  Ordnung.  Mehrere  specielle  Fälle  werden 
v&hnt,  z.  B.  wenn  die  Gerade  pq  durch  einen  festen  Punkt 
bt,  so  ist  der  Ort  ein  Kegelschnitt.  He. 
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F.  H.  EüMP.     Construction  und  Berechnung  von.  Ovalen 

Pr.  Coesfeld.  1870. 

Die  Arbeit  enthält  einige  allgemeine  Aufgaben  über  Con- 
struction und  Berechnung  von  Ovalen,  wenn  eine  der  Axen  des 
Ovals  oder  beide  gegeben  sind.  Die  Constructionen  werden 
durch  Kreise  ausgeführt,  deren  Mittelpunkte  die  Ecken  von  ge- 
wissen gleichseitigen  oder  gleichschenklig -rechtwinkligen  Drei- 
ecken sind.  Die  Berechnung  erstreckt  sich  auf  Berechnung  des 
ümfangs  und  Inhalts  der  Ovale.  Den  Schluss"  bildet  die  Con- 
struction der  Eilinie,  wenn  deren  Länge  und  Breite  gegeben  ist. 

T. 

H.  MyloRD.  Lösning  af  Opgawe  223.  Tychsen  Tidsskr.  (2) 
V.  56.    1869. 

Ableitung  eines  Satzes  über  die  Gassini'sche  Gurve. 

Hn.  (Wn.) 

J.  Petersen.     Om  et  Punkts    Potens  med   Hinsjn  tu 

en   Curve,     Tychsen  Tidsskr.  (2)  V.  106.  1869. 

Der  Verf.  sucht  die  Curven,  fllr  welche  die  Potenz  eines 
Punktes  constant  ist. 

Er  findet  für  diese  Curven  folgende  Gleichung 

wo  p  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  <jp  eine  ganze  rationale 
Function,  die  in  Bezug  auf  x  und  y  von  niedrigerem  Grade  ist, 
als  2p.  —  Hn.  (Wn.) 

W.  S.  BuRNsiDE.  On  the  invariants  and  covariants 
a,  a  of  a  binary  quartic  considered  geometrically  as  a 
System  of  two  ternary  quadrics.   Qaart.  J.  x.  211-219.1869- 

Siehe  Abschn.  II.  Cap.  2  p.  71. 
Ph.  Gilbert.     Sur  les  courbes  planes   ä   Äjuations  tri- 

nomes.   Noav.  Ann.  (2)  IX.  370-371.  1870, 

Sind  die  Parameter  x^  y^  einer  Curve,  deren  Gleioboog: 


(>■)  ©"+(f)" = ' 


^1^    '  ^Vi 


.1 


I 
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ist,  selbst  durch  die  Gleichung: 

von   einander  abhängig,  dann   hat  die  Einhüllende   der   ersten 
Curven  die  Gleichung: 


mp  mp 


(«    (t)    +(f)     ='• 


Es  werden  specielle  Fälle  erwähnt,  und  dann  ein  Satz  über  das 
Verhältniss   der  Krümmungsradien   der  Curven  (1.)    und   ihrer 

Einhüllenden  (3.)  gegeben.    Für  den  Fall  p  =  ——7-  und  m  >  1 

wird  das  Product  des  Flächeninhaltes  der  Curven  (2.)  und  (3.) 
angegeben.  T. 

W.  Walton.     Note  on  rliizic  curves.  Quart.  J.  xi.  91.  1870. 

Es  sei  f(x)  =  x«+p^a;«-^+p,a;"— 2.] |_p^  und  p,,  p„  ...  p« 

reelle  Constanten.  Man  setze  nun  x  =  u+v^—l,  wo  u  und  t? 
reelle  Grössen,  dann  wird 

wo  P  und  Q  reelle  Functionen  von  u  und  v  sind.  Die  beiden 
Curven  P  =  0,  0  =  0  auf  rechtwinklige  Axen  u  und  v  bezogen, 
\?erden  nun  Rhizic-Curven  genannt  und  untersucht.         Mz. 

Allegret.     Note  sur  la  propridtd  dont  jouit  le  cercle 
osculateur  en   un  point  quelconque  d'une  certaine  fa- 

mille  de  courbes.    Nouv.  Ann.  (2)  IX.  30-32.  1870. 

Die  Note  behandelt  den  Satz,  dass  der  Krümmungskreis  in 
einem  jeden  Punkte  der  Curve:  r"»  =  a*"  cos  mö*  auf  dem  nach 
dem  Berührungspunkte  gezogenen  Leitstrahl  ein  Stück  abschneidet, 
«las  sich  zum  Leitstrahl  wie  2  zu  l+ff»  verhält.  T. 

T.  ÜNFERDiNGER.  ücber  dcn  Ausdruck  des  Krümmungs- 
radius in  Polarcoordinaten  und  über  diejenigen  Curven, 
deren  Gleichung:  r*  =  a*sinÄÖ.      Gmnert  Arch.  LI.  72-93. 

1870. 

Der  Verfasser  leitet  zunächst,  von  der  allgemeinen  Gleichung 
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einer  Curve  in  Polarcoordinaten:  r  =  f(0)  ausgehend,  Relationen 
für  den  Krümmungsradius  q  eines  Gurvenpunktes  M  mit  den 
Coordinaten  r,  0  her,  unter  denen  die  wichtigste: 

rr*        d  ^    .     ^        d  /      r^      \ 

dr 
WO  ^  =  3^?  w^d  r  den  Winkel  der  Tangente  in  M  mit  dem  zu- 
gehörigen Radiusvector  bezeichnet.    Er  setzt  nun  die  Bedingung 
fest:   T  =  k0,   wo  k  eine  von  Null  verschiedene  positive  Con- 
stante,  und  gelangt  durch  Integration  zu  der  Gleichung: 

(1.)      (-^y  =  sinftö, 

wo  a  die  Integrationsconstante.  Hierauf  werden  Eigensehailen 
dieser  Curven  angegeben;  unter  anderen:  Der  Leitstrahl  ist 
immer  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  dem 
Krümmungsradius  und  der  (l+A) fachen  Senkrechten  vom  Pol 
auf  die  Tangente. 

Für  k  =  l  hat  man  einen  Kreis,  fc  =  2  giebt  die  Bemoulli'- 

sche  Lemniscate,  k  =  i  die  Cardioide,  deren  Grundkreis  -5-  zum 

Durchmesser    hat.      Quadratur    und    Rectification    sind  in  ge- 

\ 

schlossener   Form   ausführbar,   wenn  -r-   eine   ganze   Zahl.   In 

it 

einem  besondern  Paragraphen  wird  dann  gezeigt,  dass  die  im 

Eingang  gegebene  Relation  zur  Auffindung  der  Curve  vorzüglich 

dann  dient,  wenn  q  als  Function  von  r  gegeben  ist. 

Die  Fusspunktencurven   der  Curven  (1.),   wenn  der  Coor- 

dinatenpol  zum  Pol  gewählt  wird,  haben  die  Gleichung: 


WO  p,  V  die  laufenden  Coordinaten  sind. 

Eine  zweite  Gattung  von  Curven  wird  durch  die  Bedingung 

erlangt: 

T  =  i8O'-k0, 

woraus  abgeleitet  wird: 

(2.)      (-^y  =  sin*Ö. 
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Für  *  =  i  ist  dies  eine  Gerade,  k  =  ^  eine  Parabel,  /f  =  2  eine 
gleichseitige  Hyperbel. 

Die  Fusspunktencurve  wird  in  diesem  Falle: 


(y)"    =  ^-[t^C-900)], 


'-*         .  r    k 

}         =   sinl  — 

Zum  Schluss  werden  noch  folgende  Sätze  bewiesen: 

Die  Curven,  deren  Gleichung  (1.),  haben  die  Eigenschaft, 
dass  das  Product  der  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  derselben 
von  k  festen  Punkten  constant  ist. 

Die  Curven,  deren  Gleichung  (2.),  haben  die  Eigenschaft 
dass  das  Product  der  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  der- 
selben von  k  festen  Punkten  der  ä*^"  Potenz  seines  Leitstrahls 
gleich  ist.  Mz. 

H.  MoNTUCCi.     Mdmoire   sur    la  reclierche    des    raciiies 
des    ^quations    h    trois    ternies   de  tons  les   d^grds  k 

l'aide   de   la   Cubo-Cycloide.     C.  R  LXIX.  525-526.  (Extrait)  1869. 

H.  MoNTUCCi.      Dernier  memoire    sur  la  reclierche   des 
racines   des   ^quations   trinomes   de  tous  les  degrds  k 

Taide   de   la   Cubo-Cycloide.       C.  R.  LXIX.  757.  (Extrait)  1869. 

Der  Verfasser  hat  1865  (24.  April)  den  Satz  aufgestellt,  dass 
jede  trinomische  algebraische  Gleichung  sich  mit  Hülfe  der  Curve 

Xi  =  x^  +  yi 
um  3  Grade  erniedrigen  lasse.    In  der  ersten  Abhandlung  wird 
jetzt  die  Gültigkeit  auf  Gleichungen  der  Form 

a^+pis'—  q  =  0    und    ä"— pa"~^+  q  =  0 
beschränkt,  in  der  zweiten  die  Beschränkung  widerrufen.    Die 
Ausftihrang  ist  im  Auszug  nicht  mitgetheilt.  H. 

F.  Streinz.     Ueber  Cycloideii.     Pr.  Troppau.  1869. 

Aus  der  bekannten  Definition  der  Cycloiden  als  Radliuien 
wird  ihre  Gleichung  hergeleitet ;  daraus  werden  die  verschiedenen 
Formen  und  Lagen  derselben  gegen  die  Coordinatenaxen  be- 
stimmt. Die  Gleichungen  werden  discutirt;  auch  die  physika- 
lischen Eigenschaften  der  Cycloiden  werden  behandelt:  der  Zu- 
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sanimenhang  der  Hjpocycloide  mit  der  Ellipse  f&hrt  zur  Er- 
wähnung der  Eilipsographen,  deren  einer  beschrieben  wird. 
Historisches  bildet  den  Schluss.  T. 

FouRET.      Siir    la    double    g^neration    des    epicycloides 

planes.     Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  162-168.  1869.  .       - 

Es  wird  bewiesen,  dass  eine  jede  Epicycloide  auf  doppelte 
Weise  durch  Kreise  erzeugt  werden  kann,  die  auf  andern^  ohne 
zu  gleiten,  rollen.  Die  Radien  der  Kreise  der  zweiten  Erzeu- 
gung lassen  sich  aus  denen  der  ersten  ableiten.  (Inst  (1) 
XXXVI.  182  u.  183,  189-192).  T. 

F.  E.  EcKARDT.     Einige  Sätze  über  die  Epicycloide  und 

Hypocycloide.        Schlömllch  Z.  XV.  129-134.  1870. 

Die  bewiesenen  Sätze  lehnen  sich  aif  folgenden  Satz  an: 
Wenn  sich  zwei  Punkte  auf  einem  und  demselben  Kreise  gleich- 
förmig, aber  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  (n:i)  fortbewegen, 
und  wenn  die  gleichzeitigen  Lagen  beider  Punkte  durch  gerade 
Linien  verbunden  werden,  so  umhüllen  diese  Linien  eine  Epi- 
cycloide oder  Hypocycloide  je  nachdem  die  Bewegung  beider 
Punkte  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Daraus  er- 
geben sich  dann  die  übrigen  Sätze:  Theilt  man  die  Verbindungs- 
gerade der  beiden  Punkte  nach  einem  Constanten  Verhältniss 
(id:1)  von  innen  oder  aussen,  dann  beschreibt  der  Theilnnga- 
punkt  eine  Epicycloide,  und  zwar  eine  verlängerte  oder  gemeine 
oder  verkürzte,  je  nachdem  absolut  genommen  m<ii,  m^n, 
m>  n  ist.  Unter  diesen  Curven  ist  die  Epicycloide  ftlr  m=  -« 
(wo  das  neg.  Zeichen  die  Theilung  von  aussen  bezeichnet)  die 
Evolvente  der  für  m  =  w,  und  die  für  w  =  1  die  Fusspunkteorre 
der  Tangenten  der  Epicycloide  für  m  =  n,  wenn  man  den  Kreis- 
mittelpunkt zum  Pol  nimmt.  Analoge  Sätze  gelten  (tir  die  Hy- 
pocycloide. Von  dem  ersten  Satze  wird  dann  Anwenduig  auf 
die  Bestimmung  der  Katakaustika  eines  Kreises  gemacht,  für 
den  Fall,  dass  der  leuchtende  Punkt  entweder  in  der  Peripherie 
oder  unendlich  fern  liegt. 

Bewegen  sich  die  beiden  Punkte  auf  gleich  groasen  in 
parallelen  Ebenen  gelegenen  Kreisen,  gleichförmig^  aber  mit  w- 
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Bchiedenen  Geschwindigkeiten,  dann  beschreibt  ihre  Verbindungs- 
gerade eine  Regelfiäche,  deren  Durchschnittscurven  parallel  mit 
den  Kreisebenen,  Epicycloiden  (respect.  Hypocycloiden)  jeder 
Art  sind.  Das  Resultat  gilt  im  Wesentlichen  auch  noch,  wenn 
die  Radien  beider  Kieise  verschieden  sind.  T. 

L.  Painvin.     Note  sur  Thypocycloide  A  trois  rcbrousse- 

mentS.      Nouv.  Ann.  (2)  IX.  202.  1870. 

Der  Verfasser  definirt  zuerst  die  Hypocycloide  mit  drei 
Spitzen  als  die  Curve,  welche  ein  Punkt  eines  Kreises  beschreibt, 
während  dieser  auf  einem  festen  Kreise  mit  dreimal  grösserem 
Radius  (innerhalb)  rollt.  Nimmt  man  die  Mitte  des  festen  Kreises 
zum  Anfang  rechtwinkliger  Coordinaten,  läset  ferner  die  X-Axe 
durch  einen  der  drei  Punkte  des  festen  Kreises  gehen,  welche 
mit  dem  variablen  Punkt  zusammenfallen,  so  hat  man: 

X  =  a(2cosa-|-cos2a), 
y  =.  a(28ina  —  sin2a), 

wo  a  der  Radius  des  beweglichen,  3a  derjenige  des  festen  Kreises, 
«  der  Winkel  ist,  welchen  die  Verbindungslinie  des  Centrums 
Jes  beweglichen  Kreises  mit  dem  Coordinatcnanfang  mit  der 
E^-Axe  bildet.  Durch  Elimination  von  a  aus  den  vorstehenden 
jrleicbungen  erhält  man: 

(x'+yy+8ax(3y''-x')-\-i8a\x'+y')--27a'  =  0. 
Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  a  ist 

a    ,  a  .3a 

ajsin  — +  y  cos-^-  =  asin-^-- 

Die  Hypocycloide  hat  drei  Punkte  auf  dem  festen  Kreise  A,  B, 
J;  diese  sind  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  es  sind 
lies  drei  Rückkehrpunkte,  die  Rückkebrtangenten  sind  die  Radien 
ies  festen  Kreises  nach  diesen  Punkten  hin,  also:  OA,  OB,  0&^ 
Jede  Rttckkehrtangente  hat  eine  Berührung  erster  Ordnung  und 
trifft  die  Curve  in  einem  zweiten  Punkte,  dessen  Entfernung  vom 
Centrum  0  =  a.  Die  Curve  ist  vierter  Ordnung  und  dritter 
Classe;  sie  hat  drei  Symmetrie- Axen  OA,  OB,  OC.  Sie  ist  dem 
festen  Kreise  eingeschrieben  und  einem  concentrischen  vom 
Radius  a  umgeschrieben.    Sie  bat  keinen  Inflexionspunkt;  sie  be- 
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sitzt  nur  eine  Doppeltangente,  nämlich  die  anendlich  entfernte 
Gerade,  deren  Berührungspunkte  die  imaginären  Kreispunkte  sind. 

Bezeichnet  man  mit  X,  Y,  Z  die  Lothe  eines  variablen 
Punktes  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  so  ist  die  Gleichung 
der  Curvc:  (^XY+YZ+ZXy  =  4XYZ (^X+Y+Z). 

Soll  die  Gerade:  uX-\-vY-\-tcZ  =  0 

Tangente  der  Curve  sein,  so  hat  man  die  Bedingung: 

(M+r+ir)'  =  27ucw, 
welche  als  Tangentialglcichuug  der  Curve  anzusehen  ist.  Im 
Folgenden  wird  nun  bewiesen:  Jede  Curve  .vierter  Ordnung  und 
dritter  Classe,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppel- 
tangente  in  den  imaginären  Kreispunkten  hat,  ist  eine  solche 
Hypocyclüidc.  Und:  Hat  man  ein  festes  Dreieck  ABC  und 
eine  solche  Transversale,  dass  die  Lothe  zu  den  Dreiecksseiteo 
in  den  drei  Schnittpunkten  mit  der  Transversale  sich  in  einem 
Punkte  treffen,  so  hüllt  diese  Transversale  eine  solche  Hypo- 
cycloide  ein. 

Es  folgen  nun  weitere  Eigenschaften  der  Hypocycloide, 
unter  anderen:  Die  erste  Polare  irgend  einer  Geraden  P  in  Be- 
zug auf  die  Hypocycloide  ist  eine  Parabel,  deren  Axe  zu  D  senk- 
recht ist.  Die  ersten  Polaren  paralleler  Geraden  sind  homo- 
focale  Parabeln.  Mz. 

Laguerre.     Extrait  d'une  lettre  adressde  k  M.  Bonrget 

Nouv.  ADD.  (2)  IX.  254   1870. 

Der  Verfasser  giebt  folgende  Sätze  über  die  Hypocycloide 
mit  drei  Spitzen: 

I.  Die  drei  Tangenten ,  die  man  von  einem  Punkte  an  die 
Hypocycloide  ziehen  kann,  bilden  mit  irgend  einer  der  Rock* 
kehrtangenten  Winkel,  deren  Summe  ein  Vielfaches  von  n  ist 
♦  H.  Sind  A,  B,  C  die  ßertthrungspunkte  der  drei  von  &of^ 
Punkte  P  an  die  Hypocycloide  gezogenen  Tangenten,  und  niHunt 
man  auf  einer  der  Tangenten,  z.  6.  PA  einen  solchen  Ponkt  i'; 
dass  PA'  das  Doppelte  von  PA  ist,  so  liegen  die  Punkte  Pf  ^'> 
B,  C  auf  einem  Kreise  und  theilen  denselben  harmonisch. 

Hieraus  werden  dann  noch  einige  Folgerungen  gesogen. 

Mz. 
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O.  CallaüdrExVU.     Theoremes  siir  Tliypocycloide  h  trois 
rebroussements.  Nouv.  Ann.  (2)  ix.  472.  1870. 

Die  Note  enthält  drei  ohne  Beweis  mitgetheilte  Sätze.  Sie 
betreffen  eine  an  derCurve  bewegliche  Tangente.  T. 

WoLLSEiFFEN.     Ucbcr  die  Hypocycloide.    Fr.  Jülich  1869. 
F.  Märten.     Die  »ßolUinieii   und  die   lirennlinic   durch 

Zurückwerfuug.   Fr.  Ostrowo  1869. 

Es  werden  die  Gleichungen  der  Epicycloide,  Hypocycloide, 
Cycloide,  ihrer  Evoluten  und  der  Katakaustik  einer  beliebigen 
Curve,  insbesondere  des  Kreises  entwickelt,  und  die  Doppel- 
punkte der  erstgenannten  bestimmt.  H. 

AoüST.     Sur  les  roulettes  en  gen^ral.     0.  R.  LXX.  978-982. 

1870- 

In  der  vorliegenden  Note  werden  die  Cycloiden  ganz 
allgemein  behandelt.  Sie  werden  als  Curven  definirt,  welche 
durch  einen  Punkt  A*  erzeugt  werden,  der  unveränderlich  fest 
mit  einer  Curve  C  verbunden  ist;  diese  Curve  rollt,  ohne  zu 
gleiten,  auf  einer  Curve  C  so  hin,  dass  in  dem  jedesmaligen 
Bertibrungspunkle  beider  Curven  ihre  Osculationsebenen  zu- 
Banimenfallen.  Aus  dieser  Definition  der  Cycloiden  w4rd  her- 
geleitet, dass  die  vorgeschriebene  Art  des  Kollens  ersetzt  werden 
kann  durch  eine  zweifache  Drehung,  von  denen  die  erste  um 
die  Binormale  der  Curve  C  und  die  zweite  um  die  Tangente 
derselben  Cuive  in  demselben  Punkte  erfolgen  muss. 

Gestützt  hierauf  werden  nun  die  Gleichungen  der  Cycloiden, 
die  momentanen  Ilotationsaxen,  die  Gleichung  und  Construction  der 
Tangente,  die  Rectification  und  die  Krümmung  der  Cycloiden 
besprochen.  Der  Ausdruck  für  das  Differential  des  Bogens  giebt 
namentlich  Veranlassung  zur  Herleitung  einer  grösseren  Zahl 
interessanter  Sätze.  T. 

E.  Catalan.     Note    sur    les    roulettes    et   les  podaires. 

BuU.  de  Belg.  (2)  XXVII.  144-145.  1869. 

Beweis  des  Satzes:  ;,Dic  algebraische  Summe  der  Krümmun- 

Forucbr.  d.  Math.  U.   i.  3^ 
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gen  der  ursprllnglichcu  Curve  und  ihrer  Rollcurve  in  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  ist  gleich  dem  reciproken  Werthe  der  Ent- 
fernung des  Punktes,  der  die  Rollcurve  beschreibt,  von  dem 
Punkte,  in  dein  die  rollende  Curve  die  feste  Gerade  berührt". 

0. 

IL  Funcke.     Zur  Theorie  des  Rollens.  Göttingen.  Rente. 
J.  Sylvester.     On  tlie  succcssive  iiivolutes  to    a   circla 

Rep.  Brit.  Ass.  18Gi)/70.* 

Csy. 

A.  CaYLEY.     On  evolutes  and  parallel  ciirves.  Quart  J.XI. 

183.  1870. 

J.  Paczkowski.     Geometrische  Eigenschaften  des  Bildes 
unter  Wasser  gelegener  Curven.     Fr.  Gnesen.  1869. 

Die  Behandlung  obigen  Gegenstandes  zeigt  in  mathematischer 
Beziehung  nichts  Bemerkenswerthes.  Sehn. 

BössER.      Die     Theorie    der    kaustischen    Linien   und 
Flächen  in  ihrer  geschichtlichen  Entwickelung.  Pr. Botin 

1869.     Kieler  Schriften  1869. 

Siehe  Abschn.  I.  Cap.  1.  pag.  2G. 
H.  M.  Jebtery.     On  the  evolutes  of  cubic  curves.  Qa»t. 

J.  XI.  78-82.  1870. 

Die  Evolute  einer  Curve  zweiter  Classe  w,  =  0  kann  in 
der  Form  ?/,«,  =  16 J*  ausgedrückt  werden,  wenn  c,  =0  die 
Gleichung  der  reciproken  Curve  bezeichnet.  Bedeuten  analog 
1^3  =  0 ,  r^  =  0  eine  Curve  dritter  Classe  und  ihre  reciproke 
Curve  (welche  letztere  für  ebene  Geometrie  in  Punkte  degenerirt)» 
80  kann  die  Evolute  von  Mj  =  0  in  der  Form  geschrieben  werdea 

u,f),  +  l6J\iv,  =  0, 
wo  iTj.   eine  Hülfscurve  fünfter  Classe  ist. 

Im  Folgenden  werden  nun  die  Gleichungen  entwickelt,  nnd 
es  wird  auch  die  Evolute  einer  Curve  dritter  Ordnung  durch 
ihre  Gleichung  gegeben.  Hz. 
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O.  ScHLöMiLCH.     Ucbcr  eine  Spirale.      Schiömilch  z.   xiv. 

162163.  1869. 

Die  untersuchte  Spirale  ist  durcli  die  Eigenschaft  definirt, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  eines  jeden  ihrer  Punkte  gleich 
dem  Radius  vector  desselben  Punktes  ist.  Die  Anwendung  von 
Polareoordinaten  führt  zur  Gleichung  der  Curve: 

worin  y  und  a  Integrationsconstanten  sind.  Da  die  Wurzeln 
mit  positiven  oder  negativen  Zeichen  genommen  werden  können, 
so  stellt  diese  Gleichung  zwei  Curvenzweige  dar,  welche  gegen 
einander  symmetrisch  liegen.  Die  noch  folgende  Untersuchung 
erstreckt  sich  auf  die  Betrachtung  der  Veränderung  des  Polar- 
winkels, auf  die  Lage  einiger  Tangeuten,  auf  die  Länge  des 
Curvenbogens  5,  gerechnet  vom  Pol  bis  zu  irgend  einem  Curven- 
punkte.  T. 

De  LA  GouRNERiE.     Siir  la  spirique  h  ceiitre.  inst.  l.  sect. 

XXXVII.  93.  1869. 

Es  werden  einige  Sätze  angegeben,  welche  den  Zusammen- 
hang behandeln,  in  dem  eine  spirische  Linie,  die  einen  Mittel- 
punkt besitzt,  mit  zwei  Kegelschnitten  verechiedener  Gattung 
steht.  T. 

E.  Marx.     Beitrag   zur  Kenntniss   der  Kettenlinie.     Pr. 

Clausthal.  1869. 

W.  Walton.    On  axes  of  Lug  and  axes  of  Kick.  Quart. 

J.  XL  lU-123.  1870. 

A.  Gleue.      Analytisch  -  geometrische    Untersuchungen. 

Fr.  Lingen.  1869. 

Eine  um  einen  festen  Punkt  drehbare  Gerade  wird  von 
einer  festen  Geraden  geschnitten,  und  vom  Durchschnittspunkt 
aus  auf  ihr  ein  Stück  abgetragen,  welches  in  gegebener  Kelation 
zur  Abscisse  und  zum  Strahle  steht.  Der  Endpunkt  beschreibt 
die  Curve,  von  der  hier  die  Rede  ist.  Ihre  Gleichung  wird  fftr 
13  verschiedene  Bestimmungen  entwickelt.    Dann  folgt  die  Be- 
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stiiniming  der  Tangente,  KrUnnnnng,  Evolnte  u.  s.  w.,  ferner  die 
Quadratur  der  Curve  und  die  Complanation  und  Kubatur  der 
von  ihr  erzeugten  Rotationsfläche,  für  den  Fall,  wo  das  abge- 
tragene Stück  der  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  auf  der 
festen  Geraden  gleich  ist.  H. 

P.  Serret.     Sur  iin  tlidorbine  de  Ferrers.  Nouv.  Ann.  (2)  IX. 

73-84   1870. 

Geometrischer  und  analytischer  Beweis  des  Satzes,  dass  die 
Envcloppe  der  Geraden,  welche  die  Projectionen  eines  beliebigen 
Kreispunktes  auf  die  Seiten  eines  eingeschriebenen  Dreiecks 
verbindet,  eine  Ilypocycloide  vom  Modul  J  ist.  Diese  Enveloppe 
ist  identisch  mit  der  Enveloppe  der  Axen  derjenigen  Parabeln, 
welche  man  in  ein  Dreieck  einschreiben  kann,  das  dem  erste- 
ren  parallel  und  umschrieben  ist.  No. 

F.  Rummer.      Untersuchungen    einer    neuen    krummen 

Ijinie.    Pr.  Heidelberg.  1869. 

K. 
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A.    Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurven. 
0.  Hesse.      Vorlesungen    über    analytische    Geometrie 

des   Raumes   etc.       2.  Aufl.  Leipzig  1869. 

Die  neue  Auflage  des  allgemein  bekannten  und  wegen  fleiner 
mustergültigen  Darstellung  geschätzten  Lehrbuches  hat,  abge- 
sehen von  Zusätzen,  welche  durch  die  einschlägigen  Arbeitc^^ 
der  letzten  8  Jahre  bedingt  waren,  durch  zwei  Vorlesungen  Aber 
analytische  Mechanik  dankenswerthe  Erweiteiiingen  erfahren- 
Die  erste  dieser  Vorlesungen  betrifft  die  Bestimmung  der  TrSg- 
heits-Axen,  die  zweite  die  Planetenbewegung.  K. 
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E.  Beltrami.      TLdorie    fundamentale    des    espaces    de 
conrbure  constante.     Trad.  par  J.  Hoüel.      Ann.    de   rfic. 

Norm.  VI.  347-377.    1869. 

Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  208.  Mz. 

Laguerre.     Enfiploi   des   imaginaires   dans  la  gdomdtrie 

de   Tespace.    inst,  l  sect.  XXXVIII.  155-160.  1870. 

Der  Verfasser  giebt  zunächst  einige  Definitionen,  die  sich 
auf  imaginäre  Elemente  des  Raumes  beziehen.  Alle  Kreise  der- 
selben Ebene  gehen  durch  zwei  feste  imaginäre  Punkte  im  Un- 
endlichen. Jede  Gerade  dieser  Ebene,  die  einen  dieser  Punkte 
enthält,  heisst  isotrope  Gerade.  Alle  solche  Geraden  bilden  zwei 
Systeme  paralleler  Geraden;  die  des  einen  Systems  gehen  durch 
den  einen  imaginären  Kreispunkt  im  Unendlichen,  die  des  andern 
Systemes  durch  den  anderen.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene 
gehen  2  isotrope  Gerade  von  verschiedenen  Systemen,  die  zu- 
sammen einen  Kreis  mit  dem  Eadius  Null  bilden.  In  einer 
reellen  Ebene  enthält  jede  isotrope  Gerade  nur  einen  reellen 
Punkt,  nämlich  denjenigen,  in  welchem  sie  ihre  conjugirte  isotrope 
Gerade  schneidet.  Legt  man  durch  einen  festen  (reellen  oder 
itnaginären)  Punkt  verschiedene  Ebenen,  so  enthält  jede  dieser 
Ebenen  2  durch  diesen  Punkt  gehende  isotrope  Gerade.  Alle 
diese  Geraden  liegen  auf  einem  Kegel  2**^"  Grades,  den  man 
auch  als  Kugel  mit  dem  Radius  Null  ansehen  kann ;  ein  solcher 
Kegel  soll  isotroper  Kegel  heissen.  Alle  isotropen  Kegel  treffen 
die  unendlich  ferne  Ebene  in  demselben  Kegelschnitt  (der  der 
imaginäre  unendlich  ferne  Kreis  aller  Kugeln  des  Raumes  ist 
und  Ombilicale  genannt  wird).  Durch  eine  Gerade  kann  man 
im  Allgemeinen  2  Tangentenebenen  an  die  Ombilicale  legeYi; 
diese  heissen  isotrope  Ebenen.  Ein  solches  Ebenenpaar  wird 
durch  eine  zu  jener  Geraden  senkrechte  Ebene  in  zwei  isotropen 
Geraden  geschnitten.  Durch  eine  isotrope  Gerade  kann  man 
nur  eine  isotrope  Ebene  legen.  Sind  nun  a  und  a'  2  imaginäre 
conjugirte  Punkte  des  Raumes  (d.h.  solche,  deren  Coordinaten  auf 
ein  reelles  Axensystem  bezogen  imaginär  conjugirte  Grössen  sind), 
so  geht  durch  jeden  dieser  beiden  Punkte  ein  isotroper  Kegel; 
beide  Kegel  schneiden  sich  in  einem  reellen  Kreise  A,  dessen 
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Ebene  senkrcebt  zu  der  reellen  Geraden  aa'  und  zwar  durch 
deren  Mitte  0  (gleichzeitig  Centrum  von  A)  geht,  und  dessen 
Radius  =ß  i&t,  wenn  Oa  =  /?/—!  angenommen  wird.  Beide 
Punkte  a  und  a'  zusammen  bestimmen  den  Kreis  il  vollständig; 
umgekehrt  sind  die  Punkte  als  Spitzen  der  beiden  isotropen 
Kegel,  die  durch  A  gehen,  bestimmt,  wenn  A  gegeben  ist  Es 
werden  nun  noch  die  Punkte  a  und  a!  von  einander  unter- 
schieden je  nach  dem  Sinne,  in  welchem  man  sich  den  Kreis 
A  durchlaufen  denkt. 

Der  Verfasser  giebt  nun  eine  Anwendung  dieser  Prineipien 
auf    anallagmatische    Flächen.      (Ueber    ihre    Definition    siehe 
Fortschr.  d.  M.  I.  p.  300)     Nach    dem  Angegebenen   lassen   sie 
sich  auch  so  definiren:  Bewegt  sich  eine  Ebene  so,   dass  sie 
stets  eine  feste  Oberfläche  2*'"  Grades  berührt,  so  beschreiben 
die  beiden  Punkte,  welche  dem  Durchschnittskreis  der  Ebene 
mit  einer  festen  Kugel  als  Spitzen  isotroper  Kegel  durch  den 
Kreis  zugeordnet  sind,   eine  anallagmatische  Fläche.    Die  feste 
Kugel  S  und  die  feste  Oberfläche  2'^"  Grades  A  schneiden  sich 
in    einer  Raumcurve   4'^"  Grades  F,    welche  eine  der  Focalen 
der  anallagmatischen  Fläche  ist;  diese  besitzt  ausser  F  noeh  4 
andere   Focalen.     In  jedem   Punkte    m    der    anallagmatisehen 
Flache  geht  die  Normale   durch    den   Punkt,    in    welchem   die 
Ebene   des   zu   m   zugeordneten  Kreises   die  Fläche  A  berührt 
Es  folgen  nun  viele  Eigenschaften  der  anallagmatischen  Fläche, 
die  sich  meistens  auf  ihre  Kreisschnitte  beziehen.    Diese  Flächen 
lassen  sich  auch  als  Ort  von  Kreisen  deflniren;  denn  während 
die  variabele  Tangenteuebene  stets  eine  bestimmte  Gerade  der 
Fläche  A  enthält,  liegen  die  beiden  Punkte  der  anallagmatischen 
Fläche,   welche   durch   diese    Ebene,  wie  oben  angegeben,  be- 
stimmt werden,  auf  einem  Kreise. 

Am  Schluss  findet  sich  noch   eine  allgemeine  Betraehtong 
geometrischer  Raumcurven.  Mz. 

E.  Weyu.      Theorie    der    mehrdeutigen    geometrischen 
Elementargebilde.    Leipzig  i869. 

Sind  a  und  b  zwei  feste  Elemente  eines  Gebildes,  und  ist 
X  ein  bewegliches  Element  desselben,  so  möge  |  bei  einer  Punkt- 
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reihe  den  Quoticnteu  r^,   bei  einem  StrahlenbUsclicl  den  Wertb 

ox 

— i;:^  vorstellen.  Zwei  Gebilde  G  und  G',  deren  Elementen  be- 
ßinfrx 

züglieh  die  Theilverhältnisse  ^  und  |'  entsprechen,  treten  da- 
durch in  eine  Beziehung  zu  einander,  dass  die  Werthc  ^  und 
^  einer  willkürlichen  Gleichung  /"(l,*!')  =  0  unterworfen  werden. 
Die  projectivische  Beziehung  ist  demgemäss  durch  eine  Ver- 
wandtschaftsgleichung auszudrücken,  welche  in  Bezug  auf  ^  und 
§'  linear  ist,  also  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

wo  a,  a',  b  beliebige  Constante  bezeichnen.  Eine  Beziehung, 
welche  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  einem  Elemente  in  G 
zwei  Elemente  in  G*  entsprechen,  aber  einem  Element  in  G'  nur 
ein  Element  in  G,  ist  reprasentirt  durch  die  Gleichung 

r (flo  r'+  a,  r  +  «J  +  (^  r+  b,  r  +  K)  =  0. 
Diese  so  definirtc  Beziehung  zwischen  zwei  geometrischen  Ele- 
mentargebilden  macht  der  Verf.  zum  Gegenstand  eingehender 
Untersuchung;  diese  umfasst  den  ersten  Theil,  welchen  er 
„Theorie  ein-  zwei-deutiger  geometrischer  Elementargebilde"  be- 
titelt. Auf  diese  Theorie  gründet  sich  die  Behandlung  der 
Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppclpunkt,  und  der  Curven 
dritter  Glasse  mit  einer  Doppeltangente,  welche  naturgemUss  als 
Erzeugnisse  ein-  zwei-deutiger  Elementargebilde  auftreten.  Wer 
sich  für  die  besondere  Natur  der  Curven  CJ,  CJ  und  Cl  in- 
teressirt,  wird  eine  Fülle  anziehender  Eigenschaften  und  zahl- 
reiche Lösungen  von  Constructionsaufgaben,  welche  sich  auf  sie 
beziehen,  im  zweiten  Theile  des  Werkes  vorfinden.  Die  Be- 
handlung des  Stoffs  ist  ungemein  ausführlich,  der  vorliegende 
Band  umfasst  15G  Seiten  und  enthält  5  sehr  sauber  ausgeführte 
Figurentafeln.  Sehn. 

E,  Weyiu     Geometrie   der   räumlichen  Erzeugnisse  ein- 
zwei-deutiger  Gebilde,   insbesondere  der  Regelflächen 
dritter  Ordnung.     Leipzig  1870. 
Das  vorliegende  Werk  ist  eine  Fortsetzung  der  1869  vom 

Verf.  veröffentlichten  „Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen 
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Elenientargebilde*^     Indem  er  zu  den  ein-  zwei-deutigen  Punkt- 
reiben   und    Strahlenblischeln    die    ein-  zwei-deutigen   Ebenen- 
btiscbel   fügt   und   ihre  Erzeugnisse  bei   willkürlicher  Lage  im 
Räume  betrachtet,  gelangt  er  zu  den  Regelflächen   dritter  Ord- 
nung, über  welche  Cremona  in  der  Abhandlung  ^^Sulle  superficie 
gobbe    del  terz'  ordine**      (Atti    del    R.    Istituto    Lombardo  ü. 
18G1)   bereits   so    ausgezeichnete   Untersuchungen   veröffentlicht 
hat.     Es  ist  nämlich  der  Durchschnitt  entsprechender  Elemente 
zweier  ein-  zwei-deutiger  EbenenbUschel  eine  Regelfläche  dritter 
Ordnung;  sie  ist  identisch  mit  dem  Erzeugniss  zweier  ein-  zwei- 
deutiger  Punktreilien,   und   andererseits   lässt   sich  jede  Regel- 
fläche dritter  Ordnung  als  ein  Erzeugniss  zwei  ein-  zwei-deutiger 
EbenenbUschel  oder  Punktreihen  aufl*assen.     Aus  der  flrzeugiuigs- 
art  dieser  Regelflächen  folgen  unmittelbar  ihre  wichtigsten  Eigen- 
schaften, denen  sich  im  Verlaufe  der  Untersuchungen  viele  andere 
anschliessen,   auf  die  im   Einzelnen   einzugchen  hier   zu  weit 
führen  würde. 

Als  Anhang  sind  vier  Noten  beigegeben  A,  B,  C,  D.  Die 
Note  A  behandelt  die  Construction  algebraischer  Ausdrücke  des 
dritten  Grades.    Der  Verf.  stellt  sich  nämlich  die  Aufgabe:  „Mtm 

soll  die  Function  a  .  T  .         aus  sechs  ihrer  Werthe,  welche 

gegebenen  sechs  Werthen  der  Variabein  x  entsprechen ,  con- 
struiren,  d.  h.  man  soll  zu  jedem  siebenten  Werthe  der  Variabein 
den  entsprechenden  Functionswerth  graphisch  finden".    Wie  mtm 

leicht  erkennt,  hat  die  Curve  y  ==  —   »i  /?     i  einen  Doppel- 

ccx  "p"  px  "Y"  y 

punkt  im  Unendlichen  in  der  Richtung  der  Ordinatenaxe,  dessen 

beide  Tangenten  die  Abscissenaxe  in  den  Wurzeln  der  Gleiehung 

ax^-\'ßx-{-y  =  0  schneiden;   es  ist  mithin  die  Aufgabe  zurück- 

geführt    auf  die  Construction   einer  Curve  dritter  Ordnaog  aM 

dem  Doppelpunkte  und   sechs  weiteren  Punkten,  eine^ufgabc» 

die  wie  der  Verf.  in    Theil  II.   gezeigt   hat,   sich   mittelst  des 

Lineals  allein  durchführen  lässt.    Andere  speciellere  Fanctioos- 

formen  werden  in  der  Note  A  in  ähnlicher  Weise  behandelt 

Die  Note  B  enthält   die  Lösung  eines  Theils  der  ftr  das 

Jahr  1870  von  der  köuigl.  Preuss.  Academie  der  WisseoscbafleB 
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gestellten  Preisfrage,  indem  in  ihr  ein  geometrisclies  Verfahren 
enthalten  ist,  nach  welchem  man  die  HauptkrUmmungsrichtungen 
and  HauptkrttmmuDgshalbmesser  beliebiger  Flächen  construiren 
kann,  wenn  man  die  Krümmungsradien  dreier  Schnitte  kennt. 
Aus  der  bekannten  Relation 

1    __  cos'fjp      sin'f/) 

ergiebt  sich,  wenn  ^  =  ts;(p  gesetzt  wird, 

COSy  o  r    o  7 

Ä(^.  +  /?.tgV/))-ß.Ä,(1+tgVA>)  =  0. 

Die  Gleichung  zeigt,  dass  jedem  durch  rp  bestimmten  Nor- 
malschnitt auf  der  Normale  ein  Krümmungsmittelpunkt,  jedem 
Punkt  der  Normale  aber  zwei  Normalschnitte  entsprechen,  denen 
jener  Punkt  als  ICrümmungsmittelpunkt  zugehört.  Die  Reihe  der 
Krümmungsmittelpunkte  und  des  Büschels  der  Normalschnitte 
stehen  demnach  in  ein-  zwei-deutiger  Verwandtschaft.  Im  Be- 
sonderen entsprechen  dem  Punkt  der  Fläche,  von  dem  die  Nor- 
male ausgeht,  die  beiden  Normalschnitte,  welche  den  imaginären 
Kugelkreis  berühren;  denn  für  Ä  =  0  wird  obige  Gleichung  be- 
friedigt, wenn  l-f-tgV^  =  0  oder  tgcp  =  ±y^— 1  ist.  Sind  dem- 
nach drei  Normalschnitte  mit  ihren  Krümmungsmittelpunkten 
gegeben,  so  sind  in  Rücksicht  auf  die  letzte  Bemerkung  von  den 
beiden  ein-  zwei-deutigen  Gebilden  fünf  einander  entsprechende 
Elemente  bekannt,  und  diese  reichen  nach  den  in  Theil  I.  ge- 
gebenen Entwickelungen  aus,  die  übrigen  entsprechenden  Ele- 
mente zu  bestimmen.  Um  die  Bestimmung  durchzuführen,  seien 
iij,  ß,,  C,  drei  Tangenten  der  Fläche,  welche  vom  Fusspunkt 
0  der  Normale  ausgehend  drei  Normalschnitte  in  jenem  Punkte 
bestimmen;  den  Normalschnitten  entsprechen  auf  der  Normale  die 
KrUmmungsmittelpunkte  a,  b,  c  Man  denke  die  Normale  N  so 
in  die  Tangentialebene  gelegt,  dass  a  auf  A^  zu  liegen  kommt, 
ohne  dass  N  und  A^  sich  decken,  und  projicirc  die  Punktreihe 
0,  üy  b,  c  aus  einem  beliebigen  Punkt  des  Strahles  ^4, .  Das  so 
entstehende  Büschel  sei  alsdann  bezeichnet  mit  QO,  A,  B,  C). 
Dieses  steht  in  ein-  zwei-deutiger  Beziehung  mit  dem  in  o  vor- 
handenen Büschel  (^,,  0,,  Cj, ...),  und  zwar  decken  sich  die  ent- 
sprechenden Strahlen  A  und  A^,  während  dem  Strahl  0  in  dem 
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eindeutigen  Büsclicl  die  beiden  Strahlen  in    dem    zweideutigen 
entsprechen,  welche  von  o  nach  den   imaginären  Kreispunkten 
laufen.    Der  Durclischnitt  der  entsprechenden  Elemente  beider 
Büschel    ist   ausser   der   Geraden,   in   welcher   A   und  i4,    sich 
decken,  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  Punkt  o  geht,  den 
Durchschnittspunkt   von    B   und  B^ ,   von  C  und  C^   enthält  und 
ausserdem  den  Strahl  0  in  den  Punkten  schneidet,   in  welchen 
die  von  o  nach  den  imaginären  Kreispunkten  laufenden  beiden 
Strahlen  ihn  treffen ;  letztere  stellen  sich  aber  dar  als  die  Doppel- 
punkte jeuer  Involution,  in  welcher   0  von  der  rechtwinkligen 
Strahleninvolution  getroffen   wird,  die  o  zum  Scheitel  hat    Der 
Kegelschnitt  ist  also  bestimmt  durch   3  reelle  und  2  imaginäre 
Punkte,  oder  anders  ausgedrückt,  durch  drei  reelle  Punkte  und 
eine  bestimmte  Involution,  die  er  auf  der  Geraden  0  veranlasst; 
die  Construction  eines  solchen  Kegelschnitts  ist  aber  nach  be- 
kannten Methoden  möglich.    Von  dem  Centrum  des  eindeutigen 
Büschels  laufen  zwei  Tangenten  an  diesen  Kegelschnitt,   diese 
schneiden  die   in  der  Tangentialebene  liegende  Normale  N  in 
den   zwei   Hauptkrümmungsmittelpunkten,    und  die  von  o  nach 
den  Berührungspunkten  der  Tangenten  laufenden  Strahlen  geben 
die  Hauptkrümmungsrichtungen  der  Fläche  an.    Mit  Berücksich- 
tigung des  Theorems  von  Meunier  lassen  sich   also  die  Haupt- 
kiümmungsrichtungen  und  die  Hauptkrümmungsmittelpunkte  con- 
struiren,  sobald  drei  beliebige  Schnitte  mit  ihren  Krümmungen 
bekannt  sind. 

Note  C  behandelt  die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkte  als  Erzeugniss  krummer  projectivischer  Gebilde. 

Note  D  enthält  Betrachtungen  über  eine  Raumcollineation, 
welche  der  Verf.  ..die  windschiefe  RaumcoUineation'*  nennt  Ke 
Gesammtheit  aller  Geraden,  welche  zwei  windschiefe  Gerade  f 
und  N  schneiden,  bilden  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  urA 
erster  Classe.  Jedem  Punkt  a  im  Raum  gehört  eine  Gerade  m, 
welche  31  und  N  in  zwei  Punkten  m  und  n  schneidet;  ein  Punkt 
a'  auf  dieser  Geraden  heisst  nun  nach  dem  Verf.  Bild  des 
Punktes  a,  wenn  das  Doppelverhältniss  (mnaa')  =  x  ist,  wo  «, 
der  sogenannte  ProjectionscoefScient,  irgend  eine  oonstante  Grösse 
bezeichnet.    Das  Verwandtschaftsverhältniss  zweier  derart  aoi 
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aander  bezogener  Räume  ist  eine  besondere  Form  der  CoUi- 
^atioD.  Die  Untersuchungen  schliessen  mit  verschiedenen  Be- 
achtungen über  die  Geometrie  auf  Jen  Flächen  zweiter  Ord- 
lag,  auf  welche  der  Veif.  durch  jene  Collineation  geführt  wird. 

Sehn. 

L.  EiBAucoUK.  Sur  les  siirfaces  01  tliogoiiales.       inst.  l.  soct. 

XXXV ir.  29-30.  222-223.  18G9. 

Wenn  die  Mittelpunkte  einer  Reihe  von  Kugeln  auf  einer 
)berfläche  liegen,  dann  sind  im  Allgemeinen  die  Berührungs- 
ehnen (liegend  zwischen  den  Berührungspunkten  jeder  der  Kugeln 
uit  der  Einhüllenden  aller)  nur  dann  normal  zu  Oberflächen, 
venn  eine  bestimmte  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist.  Es  werden 
un  weiter  die  Bedingungen  erörtert,  welche  erflillt  sein  müssen, 
«^eon  diese  zu  den  Berührungssehnen  normalen  Obei*flächen  einen 
Cheil  eines  dreifach  orthogonalen  Systems  bilden  sollen. 

Sind  Kreise  zu  drei  Oberflächen  normal,  dann  sind  sie  es 
ueh  zu  unendlich  vielen  andern,  welche  einen  Theil  eines  drei- 
uxh  orthogonalen  Systems  bilden;  solche  orthogonale  Systeme 
'erden  cyklische  genannt.  Die  cyklischen  Systeme  und  die 
"ransformation  beliebiger  orthogonaler  Systeme  bildet  den  Gegen- 
and  des  letzten  Theiles  der  Note.  T. 

'•  Catalan.    Sur  les  surfaces  orthogonales.       inst.    1    sect. 

XXXVII.  61.  1869. 

In  dieser  Note  ist  zunächst  der  scharfe  Unterschied  erwähnt, 
ör  zwischen  einem  von  Darboux  (Ann.  de  l'Ec.  Noim.  II.  59) 
tid  einem  von  Catalan  (Memoires  couronnes  de  TAc.  de  Belg. 
»^XXII,  15)  gegebenen  Satze  besteht,  welcher  die  dreifach  or- 
iogonalen  Systeme  betrifll.  Nach  Darboux  kann  eine  beliebige 
lache  nicht  einen  Theil  eines  dreifach  orthogonalen  Systemes 
iWen,  während  nach  Catalan  jede  Oberfläche  einen  Theil  eines 
flohen  Systems  bildet.  Daran  schliessen  sich  noch  Mittheilungen 
^bei'*  Gleichungen  orthogonaler  Systeme  und  Bemerkungen  über 
lemnächst  zu  veröfientlichende  Untersuchungen  über  Wellenflächen. 

T. 
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A.  Emnepeu.     lieber  eine  Erweiterung  des  Begrifiß  von 

Parallelflächen.    Gott.  Nachr.  1870.  70-82. 

Der  Verfasser  betrachtet  zunächst  zwei  Parallelflächen  S 
und  S^  und  zu  einem  Punkte  P  von  S  den  correspondirenden 
P^  von  S^ .  F  und  P^  haben  dann  dieselbe  Normale,  und  den 
Krümmungsliuien  der  Fläche  S  entsprechen  auf  Ä,  ebenfalls 
Krümmungslinien.  Die  Erweiterung  ist  nun  folgende :  Zwei  Flächen 
S  und  iS,  sollen  so  zu  einander  in  Beziehung  stehen,  dass  die  Nor- 
malen in  zwei  correspondirenden  Punkten  P  und  P^  parallel  sind, 
und  den  KrUmmungslinien  der  Fläche  S  ebenfalls  KrUmmungsIinien 
der  Fläche  S,  entsprechen.  Bezeichnet  man  durch  i  die  Projection 
der  Distanz  der  beiden  Punkte  P  und  P^  auf  eine  der  parallelen 
Normalen  in  diesen  Punkten  zu  den  Flächen  S  und  S,,  so  ist  I 
durch  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung bestimmt.  Einer  gegebenen  Fläche  S  entsprechen  unend- 
lich viele  Flächen  S,,  welche  alle  die  Eigenschaft  haben,  dass 
in  zwei  Punkten,  (Jcren  Normalen  parallel  sind,  das  Verhältniss 
desKrtimmungshalbmessers  zum  Torsionsradius  einer Krümmungs- 
linie  constant  ist.  Hat  die  Fläche  S  ein  System  von  KrUmmungs- 
linien plan ,  so  ist  dieses  auch  fiir  alle  Flächen  S^  der  Fall. 
Ferner:  Lässt  sich  die  Fläche  S  ohne  Faltung  oder  Zerreissung 
so  biegen,  dass  die  KrUmmungslinien  nach  der  Biegung  KrUm- 
mungslinien bleiben,  so  lassen  sich  die  Flächen  S^  auf  gleicbe  j 
Art  deformiren.  Nimmt  man  eine  Fläche  S  von  der  angegebenen 
Eigenschaft  als  bekannt  an,  so  hängt  die  Bestimmung  einer 
Fläche  S^  von  einer  linearen  partiellen  DiflFerentialgleichung  ab. 
Es  folgen  nun  die  hierauf  bezüglichen  analytischen  Rechnungen. 

A.  EiBAVCOUR.    Sur  la  tlidorie  des  surfaces.      iwi.  i  »wt 

XXXVIir.  GO-61;  141-142;  236-237.  1870. 

* 

Die  Untersuchung  des  zweiten  Systems  der  KrUmmungs- 
linien der  Oberflächen ,  auf  denen  sich  das  erste  System  aus 
Kreisen  zusammensetzt,  kann  auf  die  Untersuchung  ortbogoqsler 
Trajectorien  einer  Reihe  von  Kreisen  zurückgebracht  werden, 
die  in  einer  Ebene  gezeichnet  sind.  Allgemein  Ifisst  sieh  diese 
Aufgabe  nicht  lösen,  aber  die  Kenntniss  einer  Ldsuog  genflg^} 
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fi  beliebig  viel  andere  zu  bestimmen.  Daran  scliliosst  sich  dann 
a  Beweis  eines  Satzes  von  Bonnet,  dass  die  Oberflächen,  deren 
ide  Systeme  von  Krümmungslinien  sich  aus  geodätischen  Kreisen 
sammensetzen,  die  Einhüllenden  von  Kugeln  sind,  welche  durch 
rei  feste  Punkte  gehen.  — 

Ist  auf  einer  Oberfläche  eine  Curve  C  gezeichnet  und  ver- 
3ht  man  unter  N  die  Länge  der  Normale  in  einem  Tunkte  P 
ST  Curve  C,  gerechnet  von  P  bis  zum  Durchschnittspunkte  mit 
ir  im  benachbarten  Punkte  construirten,  dann  muss  diese  Länge 
einer  Difierentialgleichung  genügen,  welche  zeigt,  dass  für 
jerflächen  zweiten  Grades  iV  lediglich  von  der  Lage  des  Punktes 
abhängig  ist;  und  zwar  sind  die  Oberflächen  zweiten  Grades 
e  einzigen,  für  welche  JV  diese  Eigenschaft  hat.  Die  Ober- 
ichen  höherer  Grade  sind  so  beschafl*en,  dass  JV  nur  für  drei 
irvenfamilien  die  Eigenschaft  bat,  eine  Function  des  ange- 
»mmenen  Punktes  zu  sein.  Es  werden  die  Resultate  für  den 
eciellen  Fall  gegeben,  dass  JV  constant  ist.  — 

Die  Normalen  einer  Fläche  können  immer  als  Berührungs- 
hnen  einer  Gruppe  von  Kugeln  betrachtet  werden,  die  ihre 
ittelpunkte  auf  einer  gegebenen  Kugel  haben.  Man  kann  da- 
r  als  tangentielle  Goordinaten  einer  Oberfläche  den  Abstand  p 
fl  Anfangspunktes  0  von  der  Tangentialebene  und  die  sphäri- 
hen  Goordinaten  u  und  f>  des  Punktes  nehmen,  in  dem  das 
>th  zur  Tangentialebene  die  Kugel  schneidet,  welche  mit  dem 
tdios  1  um  den  Punkt  0  als  Mittelpunkt  beschrieben  worden 
.  Die  allgemeinen  Formeln,  welche  sich  aus  diesem  Versuch 
ler  Theorie  der  krummen  Oberflächen  ergeben,  werden  an- 
fthrt.  T. 

Welsch.     Demonstration    dldmentaire   d'un   tlidorenie 

de  Monge.    Nouv.  Aud.  (2)  IX.  123-124  1870.    Inst.  1  sect.  XXXVIII. 
28. 1870. 

Die  Kugel  ist  die  einzige  Oberfläche,  deren  sämmtliche 
mkte  Nabelpunkte  sind  oder  auf  weichet  jede  beliebige  Linie 
le  Krümmungslinie  ist.  Die  Normalen  der  Oberfläche  in  den 
mmtlichen  Punkten  einer  KrUmmungscurve  bilden  eine  ab- 
ckelbare  Fläche;  soll  die  Schnittcurve  eines  Normalschnittes 
einem  Punkte  A  der  Oberfläche  eine  Krömmungscurvc  sein, 
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80  wird  die  zugeliörigc  abwickelbare  Fläche  die  Ebene  des 
Schnittes,  also  muss  die  Normale  der  Oberfläche  in  irgend  einem 
anderen  Punkt  B  der  Schnittcurve  die  Normale  in  A  schneiden. 
Durch  irgend  einen  dritten  Punkt  C  ausserhalb  dieser  Ebene 
geht  sowohl  ciue  Normalebene  von  Ä  als  eine  von  B,  also  muss 
die  Normale  in  C  sowohl  die  in  A  als  die  in  B  schneiden,  also 
müssen  alle  Normalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Schz. 

L.  Painvin.     Cüurbure  eii  im  point  multiple  d'une  sor- 

ftice.       Borchardi  J.  LXXIL  340-349.  1870. 

Legt  man  durch  Punkt  0,  der  ein  p-facher  Punkt  einer 
Oberfläche  S  sein  soll,  eine  die  Oberfläche  schneidende  Ebene, 
dann  existirt  für  eine  jede  der  möglichen  Lagen  dieser  Ebene 
ein  auf  der  Oberfläche  gelegener  Curvenzweig,  der  durch  den 
Punkt  0  geht.  Jeder  dieser  Curvenzweige  hat  in  Bezug  auf  den 
Punkt  0  einen  KrUmmungskreis  und  einen  Krümmungsmittelpunkt 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nun  der  geometrische  Ort  dieser 
Krümmungsmittelpunkte  bestimmt. 

Zunächst  wird  die  veränderliche  Lage  der  schneidenden 
Ebene  dadurch  eingeschränkt,  dass  angenommen  wird,  sie  drehe 
sich  um  eine  feste  Axe  G.  Diese  feste  Axe  sei  eine  der  Er- 
zeugenden des  Tangcntialkegels  in  0.  Für  diesen  Fall  ist  der 
Ort  der  Krttmmungsmittelpunkte  ein  bestimmter  Kreis.  GeMrt 
die  Gerade  G  zu  den  p(p+l)  Inflexionstangenten  im  Punkte  0 
der  Oberfläche,  dann  wird  der  Krümmungsradius  unendlich  nnd 
der  Ort  der  KrUmmungsmittelpunkte  degenerirt  in  eine  be- 
stimmte gerade  Linie. 

Dreht  sich  die  schneidende  Ebene  in  beliebiger  Weise  wn 
den  vielfachen  Punkt  0,  dann  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der 
Krümmungskreise  in  0  eine  Oberfläche  F  der  Ordnung  p(p+3); 
der  Punkt  0  wird  für  diese  Fläche  T  ein  vielfacher  Punkt  der 
Ordnung  p(p+2);  der  Kegel  der  asymptotischen  Richtongen 
dieser  Oberfläche  besteht  aus  p  imaginären  Kegeln ,  deren  Glei- 
chung: a?'4-y*+a'  =  0  ist,  und  aus  p(p+i)  Ebenen,  die  be- 
ziehungsweise senkrecht  zu  den  Inflexionstangenten  der  Obe^ 
fläche  S  im  Punkte  0  sind.    Nimmt  man  den  Punkt  0  wim  Pol 
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einer  Transformation  durcli  reciproke  Lcitstrahlcn,  dann  ist  die 
Transformirte  der  Fläche  /'eine  Oberfläche  der  Ordnung  /?(p-l-2), 
und  für  diese  Fläche  ist  Punkt  0  ein  vielfacher  Punkt  der  Ord- 
nung  pCp  +  1).  Alle  die  Ebeuen,  welche  durcli  0  gehen,  und 
die  Oberfläche  S  in  solchen  Curven  schneiden,  für  welche  einer 
der .  Krümmungsradien  in  0  eine  gegebeuc  Länge  hat,  hüllen 
einen  Kegel  der  Classe  2p(p-f-2)  ein. 

Diese  Resultate,  welche  unter  der  Bedingung  erhalten  sind, 
dass  der  Punkt  0  ganz  allgemein  vielfach  sei,  erfahren  Aendc- 
ningen,  wenn  man  annimmt,  dass  der  vielfache  Punkt  0  gewisse 
specielle  Bedingungen  erfülle.  Die  bisher  angewandten  Methoden 
sind  auch  in  diesen  besonderen  Fällen  anwendbar.  Als  Beispiel 
für  diesen  Fall  wird  der  Doppelpunkt  mit  seinen  Specialitäten 
behandelt.  T. 

L.  Painvin.     Courbure  en  un  point  iinilti])le  cVuiie  courbe 
ou  d'une  surface.    c.  R.  Lxviir.  131-135.  18G9. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  A.  p.  463. 

Laguehre.     Proprietds  des  courbes  tracees  sur  nne  sur- 
face  quelconqucllnst.  1  sect.  XXXVIII.  77.  1870. 

Man  ziehe  auf  irgend  einer  Fläche  eine  Curve  (Directrix), 

trage  auf  den  Normalen  in  den  Punkten  der  Directrix  Längen 

ab,  die  Functionen  der  Lage  des  zugehörigen  Punktes  auf  der 

Directrix  sind.     Sind  ül,  M'  zwei  solche  unendlich  nahe  Punkte, 

N  und  N'  die  zugehörigen  Normalen,    V  und  V  deren  Winkel 

mit  MM',  so  giebt  der  Ausdruck 

itf^/'jA^cosF+iV'cosPj 

nach  steigenden  Potenzen  von  ds  entwickelt: 

dK 
Kds^+  \-j-ds*-\-  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  ds, 
ds 

Ist  dieser  Ausdruck  also  von  einer  höheren  als  der  dritten  Ord- 
nung (d.  h.  ist  K  =  0),  so  ist  er  wenigstens  von  der  fünften. 
Damit  K  =  0  sei,  muss  man  haben : 

diV  _    2       dfj  rfsincj    _\    ^  ^9 

N   '"    3    tang  a  sin  cd      ^  'S   q 

(Ueber  rj,  cj  und  q  siehe:  Lagucrre,  Sur  uuc  formule  relative  am 
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courbes  Iracccs  sur  les  surfaces  du  sccond  ordre.  Abscbn.  IX. 
Cap.  3  C,  wo  das  Integral  dieser  Gleichung  steht).  Es  werden 
dann  einige  besondere  Fälle  betrachtet.  Mz. 

E.  Roger.     Note  sur  les  courbures  des  surfaces.      C.  R 

LXVIII.  366.    1869. 

Sind  A  und  B  die  Krümmungsradien  der  Hauptschnitte  einer 
Oberfläche  in  einem  Punkte  P,  so  müsste  man  die  ErümmuDg 

\  V  /  i        i\ 

der  Fläche  entweder  durch  -j^-  oder  'o'KT'^'w)  ^^^rlicken. 

In  beiden  Fällen  kann  die  Fläche  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
in  P  gekrümmt  sein,  während  die  mathematische  Krümmung  =0 
wird.   Herr  Roger  schlägt  deshalb  vor,  als  Maass  der  Krtimmung 

V         ly'  8      M'  +   3AB  +  5V 

l 

anzusehen,  wenn  —  die  Krümmung  des  Normalschnitts  ist,  wel- 
cher mit  einem  Hauptschnitt  den  Winkel  fi  bildet  Denkt  man 
nämlich  um  P  ein  unendlich  kleines  Fläch enstttck  abgegrenzt 
und  zieht  in  demselben  von  P  nach  der  Peripherie  unzählig  viele 
Kadien  /,  die  mit  einer  der  Krümmungslinien  den  Winkel  /i 
bilden,  so  erhält  man  aus  den  Grössen  der  Elemente  /  die 
Grösse  des  Flächenschuittes  um  P  nach  der  Formel 


1 


In  derselben  Weise,  wie  so  die  Fläche  um  P  durch  die  Lfage 

/2;i    j 
-jdfA  die  Krttmmang 

i 

der  Fläche  durch  die  Krümmung  —  der  Normalschnitte. 

K. 

E.  Roger.     Note  sur  quelques   propri(5tds   des  »urfiwjes 

courbes.    0.  K.  LXIX.  1071.  1869. 

Man  denke  durch  irgend  einen  Punkt  P  einer  oontinairlicben 
Fläche  alle  Normalschnitte  gelegt  und  auf  denselben  von  P  aus 
gleiche,  unendlich  kleine  Längen  /  abgetragen,  femer  denke  luan 
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ankte  auf  der  Fläche  bestimmt,  deren  geradlinige  Entfer- 
▼on  P  gleich  /  ist,  und  projicire  die  beiden  entstandenen 
a  auf  die  Tangenten-Ebene  in  P,  dann  spielen  diese  Fre- 
ien £  end  S'  für  die  oben  definirte  Krümmung  der  Flftche 
inaloge  Rolle,  wie  die  Indicatrix  von  Dupin  für  die  Erttm- 
der  Normalschnitte.  Sind  L  und  U  die  Umfilnge,  8  und 
)  Inhalte  Yon  £  und  £\  ist  L^  ==  Tir,  so  bestehen  die 
ungen : 

L,  -  4U+  3L  =  0,        S„  -^  4S'f  3S  ^  0. 
ienselben   Werth   von  /  sind   die  Grössen   L^—L^  S^—S, 
\  S^-^S*  der  Krümmung 

8  \A'  ^  3AB  ^  fiV 
tional.  K. 

5FFERY.     Ou    ceiitres    of   curves    or   siirfaces,   and 
ir  polar  and  pole    curves  or  surfaces.     Quart.  J.  x. 

185.  1869. 

err  Salmon   giebt    in  seinen    Higher  Plane  Curves   die 

Ute  der  Theorie  der  Polaren  eines  Punktes  (Pole  Curves 

Cayley's   Bezeichnung)   in   Bezug   auf  eine  Fundamental- 

von  gegebener  Ordnung,  und  im  Anhange  wird  die  analoge 

e  für  Polarcurven  einer  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Fun- 

talcurve  gegebener  Classe  (Polarcurven)  angedeutet. 

er  Verfasser  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  die  Dualität  bei- 

rvenarten  darzustellen,  indem  die  fundamentalen  Sätze  f&r 

)larcurven   gegebener  Geraden   denen  der  Polarcurve  für 

I  gegenübergestellt  werden. 

ie   meisten   der   Sätze   werden    ebenfalls    für   sphärische 

i  und  für  Flächen  ausgesprochen. 

3sonders  werden   die  Mittelpunkte  und  Durchmesser  der 

i,   als    Polare    der   Punkte   und  Linien  im  Unendlichen, 

itet.  He. 

OST.     On  the   direction  of  lines   of  curvature  in 
neighbourhood  of  an  Umbilicus.      Quart  J.  X.  78-86. 

»r  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  einige  von  Hamilton 

iur.  d.  Math.  IL  2.  36 


540  IX.' Abschnitt    ADalytiache  Geometrie. 

in  seinen  Quaternions  aufgestellten  Sätze   über  Unibilici  mittelst 
gewöhnlicher  Analysis   zu  beweisen.     Er   giebt   die   folgenden 

Sätze. 

Durch  einen  Umbilicus  gehen  drei  Zweige  von  Krümmungs- 

linien. 

Jede  durch  einen  Umbilicus  gehende  Erzeugende  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  enthält  drei  Umbilici. 

Diese  Erzeugenden  sind  Krlimmungslinien,  zufolge  der  geo- 
metrischen Definition,  dass  aufeinander  folgende  Normalen  sich 
schneiden.  Sie  sind  ferner  die  Orte  der  Punkte  der  Fläche,  flir 
welche  die  beiden  confocalen  Oberflächen  zusammenfallen. 

Um  die  allgemeine  Theorie  der  Umbilici  zu  beleuchten, 
untersucht  der  Verfasser  den  Lauf  der  Krttmmungslinien  in  der 
Nähe  eines  Umbilicus  in  einer  allgemeineren  Fläche  höherer 
Ordnung  und  erläutert  denselben  durch  Zeichnung. 

He. 

A.  Cayley.  Note  on  Mr.  Frost's  Paper.  On  the  di- 
rection  of  lines  of  curvature  in  the  neighbourhood  of 
an  Umbilicus.     Quart,  j.  x.  111-113.  1869. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  Erzeugenden  durch  einen 
Umbilicus  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  nicht  als  eigentliche 
Krümmungscurven  der  Fläche  zu  betrachten  sind.  DieKrüm- 
mungscurven  sind  durch  das  vollständige  Integral  einer  Dif- 
ferentialgleichung bestimmt,  während  die  Erzeugenden  durch  den 
Umbilicus  einer  besonderen  Lösung  angehören. 

Für  eine  Oberfläche  im  Allgemeinen  wird  die  IntegratioiiB- 
constante  fUr  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Fläche  ge- 
henden Krümmungscurven  durch  eine  quadratische  Gleichung  be- 
stimmt. Für  einen  Umbilicus  werden  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung einander  gleich.  Es  geht  durch  ciuen  Umbilicus  daher  bot 
eine  einzige  Krümmungscurve.    Diese  hat  aber  hier  drei  Zweige 

deren  Richtungen,  -r^,   durch  eine  cubische  Gleichung  bestiiDiDt 

werden.  Dies  schliesst  den  Fall  nicht  aus«  dass  die  betreflinde 
Curve  in  drei  zerfällt,  wie  das  z.  B.  bei  der  Fläche  xp%=si 
der  Fall  ist,  Be, 
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A.  Transon.  Lois  des  coniques   surosculatrices  (laus  le« 

8Ul*faces.   Nouv.  Ann.  (2;  IX.  193-198.   Inst   I.  soct.  XXXVIII.  125- 
1870. 

Ein  Kegelschnitt,  der  mit  einer  Oberfläche  in  einem  ihrer 
Punkte  eine  Bcröhrung  der  fünften  Ordnung  eingeht,  also  6  be- 
nachbarte Punkte  mit  der  Oberfläche  gemein  hat,  wird  ein  l\ber- 
mässig    osculirender    Kegelschnitt    (conique   surosculatrice)   der 
Fläche  genannt.    Die  entwickelten  Gesetze  beziehen  sich  auf  die 
Anzahl    der    übermässig    osculirenden   Kegelschnitte    in   einem 
Punkte  der  Fläche,  und  zwar  fttr  solche   Fälle,   in   denen    alle 
diese  Kegelschnitte  noch  einer  besonderen  Bedingung  genügen. 
Denn    geschieht   diese   besondere    Bestimmung   nicht,   so  erhält 
man  eine  unendlich  grosse  Anzahl  von  Kegelschnitten. 
Die  gewonnenen  Resultate  sind  folgende; 
Sollen  die  übermässig  osculirenden  Kegelschnitte  (und  zwar 
zunächst  nur  Ellipsen  und  Hyperbeln)  eine  durch  den  gegebenen 
Punkt  der  Oberfläche  gehende  Gerade,  die  aber  nicht  Tangente 
der  Fläche  sein  darf,  enthalten,  dann  existiren  neun  Übermässig 
oBculirende  Kegelschnitte;  wenn  die  Gerade  aber  Tangente  ist, 
nur  deren  drei.     Der  Fall  der  übermässig  osculirenden  Kreise 
und  Parabeln  wird  am  Schlüsse  besonders  erörtert  (Sur  la  eour- 
Tiure   des    lignes  et  des   surfaceS;   gelesen   in  der  Sitzung  der 
,,Acad6mie  des  Sciences*'  am  4.  Mai  1840;  Liouville  J.  1841). 

T. 

Spottiswoode.       Theoreme   coiiccrnaiit    la   theorie    des 
surfaces.  c  R.  Lxx.  65i.  1870. 

Herr  Chasles  macht  die  Mittheilung,  dass  Herr  Spottiswoode 
gefunden^  dass  sich  auf  einer  Oberfläche  in  jedem  Punkte  10 
(reelle  oder  imaginäre)  Kegelsclmitte  zeichnen  lassen,  welche  eine 
Berührung  5'*"'  Ordnung  oder  G  Punkte  mit  der  Oberfläche  ge- 
mein haben.  M. 

U.  DiNi.    Ricerche  sopra  la  teorica  delle  superficie.    Atti 

dei  XL.  Firenze  1869. 

Die    Abhandlung    enthält    weitere    Anwendungen     einiger 
Formeln  für  die  Krümmungslinien  von  Oberflächen,  welche  der 


o/» 
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Verf.  in  seiner  Abhandlung:  „Sopra  alcuni  punti  della  teoria  delle 
superficies^,  (publieirt  im  vorher  gehenden  Bande  dieser  Atti)  ab- 
geleitet hatte.    Es  werden  zuerst  einige  allgemeine  Betrachton- 
gen  über  die  Verallgemeinerung  eines  Satzes  vojn  Herrn  Wein- 
garten bezüglich  einer  gewissen  Classe  von  Oberflächen  gemacht, 
und  dann  der  gewonnene  Satz  zur  Untersuchung  der  windschiefen 
Oberflächen  benutzt,    deren  Generatricen    bei    der  Deformation 
der  Oberflächen   auf  KrQmmungslinien  der  transformirten  oder 
cylindrischen   Schraubenfläche    reducirt    werden    können.      Der 
Verfasser  bestimmt  dann  auch  die  Flächen  constanter  Krümmung, 
welche    ein   System   ebener    Krümmungslinien    haben.     Zuletzt 
gründet  der  Verfasser  auf  Betrachtungen,  die  auf  einem  allgemeinen 
Princip  beruhen,  und  auf  einige  Formeln  seine  Systeme  von  Kreisen 
der  Kugeln  (welche  er  durch  seine  vorhergehenden  Untersuchun- 
gen hat  festellen  wallen)  und  sucht  in  einfacher  Weise  die  Glei- 
chung der  Oberflächen  zu  bestimmen,  die  ein  System  von  ebenen 
Krümmungslinien   haben  und  die  ein  System  von  geodätischen 
Linien,  die  cylindrische  Schraubenlinien  sind,   haben,  und  löst 
einige  verwandte  Probleme.  Jg.  (0.) 

W.  FiRTH.     On   tlie  measure  of  curvature  of  a  surface 
rcferred  to  polar  coordinates.      Mossenger  v.  66-76.  1868. 

In  dieser  Abhandlung   giebt   der  Verfasser   Ausdrücke  flir 
die  Krümmung  einer  Fläche  in  Polarcoordinatcn, 

a;  =  rsinöcosy,     y  =  rsinösincp,     3s  =  rcosö. 

Bezeichnen   R    und   W   die   Hauptkrümmungscoordinaten  eines 
Punktes  d(fr  Fläche,  so  hat  man 

wo 

-  1  /öryv      /  ÖV        -  1  dr    dr         ^    .ÖrV 

«=.w.i.+J,(*y+^4^(*)-i-, 
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He. 

L.  Painvin,  Ddternanation  des  plans  osculateurs  et 
des  rayons  de  courbure  en  un  point  multiple  d'une 
courbe  gauche.    C.  R.  Lxviii.  796.  1869. 

Die  Baumcurve  wird  durch  zwei  Gleichungen  von  folgender 
Form  gegeben: 

Haben  nnn  (pp  und  ip^  keinen  rationalen  Factor  gemein,  so  ist 
der  Coordinatenanfang  0  ein  vielfacher  Punkt  von  der  Ordnung 
pq  fttr  die  Gurve  J]  es  gehen  pq  (reelle  oder  imaginäre)  Zweige 
lareh  diesen  Punkt,  und  die  Tangenten  sind  durch  die  beiden 
Meichungen  gegeben: 

9p(«,  Ä  r)  =  0,  V'jC«,  Ä  y)  =  0. 
Irgend  eine  Ebene,  welche  durch  eine  dieser  Tangenten  geht 
xifit  die  Gurve  in  (pq-\-i)  mit  0  coincidirenden  Punkten,  die 
ECrUmmungsebene  durch  eine  dieser  Tangenten  in  Cp9+2)  Punkten. 
Die  Gleichung  der  letzteren,  so  wie  der  Krümmungsradius  werden 
Eingegeben.  Dann  wird  der  Fall  behandelt,  in  welchem  fpp  und 
\pg  einen  rationalen  Factor  gemein  haben.  Mz. 

E.  EcKARDT.  Beiträge  zur  analytischen  Geometrie  des 
Raumes,  insbesondere  zur  Theorie  der  Flächen.       Pr. 

ReicheDbach  1870. 

Ph.  Gilbert.  Sur  la  thdorie  ge'n^rale  des  lignes  trac^es 
sur  une  surface  quelconque.    Mem.  do  Belg.  in  4».  XXXVII. 

1869. 

AoüST.  Analyse  infinitesimale  des  courbes  traceJes  sur 
une  surface  quelconque.    Paris  1869. 
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G.  Battaglini.     Iritorno  ai  sistemi  di  rette  di  2"  grado. 

Battagliüi  G.  VII.  55.  1869.  Mz. 

A.  Mannheim.     Droite  polaire,    axe  de  courbure.       Inst 

1  sect.  XXXVIII.  190.  1870. 

Zwei  Normalebenen    in   zwei   benachbarten   Punkten   einer 
Curve   schneiden  sich   in    einer   Geraden,  welche  Monge  droite 
polaire  genannt  hat;  Herr  Mannheim  wählt  dafür  den  Ausdruck 
axe    de    courbure   und    spricht   das   Theorem   von  Meusnier  in 
folgender  Form   aus:    Wenn  man   auf  einer  Obei-fläche  Curven 
zieht,    welche   sich   unter  einander  im  Punkte  a  derselben  be- 
rühren, so  schneiden  sich  die  KrUmmungsaxen  in  einem  Punkte. 
In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  an  einer  abwickelbaren  Fläche 
zwei  Normalebenen   denken,    welche    durch   zwei    aufeinander 
folgende  erzeugende  Geraden  dieser  Fläche  gefllhrt  sind;  der 
Schnitt   beider   Normalebenen  ist   die  Krümmungsaxe   der  ab- 
wickelbaren Fläche.    Mit  Einftlhrung  dieses  Begriffs  spricht  Herr 
Mannheim  ein  Theorem  aus,  welches  einige  Analogie  mit  dem  von 
Meusnier  hat:  Wenn  man  auf  einer  Oberfläche  Curven  betrachtet, 
welche  sich  unter  einander  in  einem  Punkt  a  derselben  berühren, 
und   construirt   die   abwickelbaren  Flächen,  welche  sich  an  die 
Oberfläche  längs  dieser  Curven  legen  lassen,  so  laufen  die  Er&m- 
mungsaxen  derselben,  welche  jenem  Punkt  entsprechen,  durcb 
einen  Punkt.  Sehn. 

E.  Beltrami.      Zur    Theorie     des    Krümmungsmasses. 

Clebsch  Ann,  I.  515-582.  1869. 

Bezeichnen  u,  v  Parameter  einer  Fläche,  und  sind  E,  F,  0 
bestimmt  als  Cocfflcienten  der  Darstellung  des  LinienelementB 

ds'  =  E8u'+2FdndV'\-Gdv' 
endlich  y,  xp  zwei  beliebige  Functionen  von  u,  r,  so  sollen  Dif- 
ferentialparameter erster  und  zweiter  Ordnung  die  Ausdrücke 
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und  Zwisehenparameter  der  Ausdruck 

heissen,  wo  J=EG  —  F*  gesetzt  ist.  Es  werden  nun  einige 
Eigenschaften  dieser  Parameter  aufgeführt. 

Bezeichnet  dn  das  Linienelement  auf  der  Fläche,  welches 
im  Punkte  (uv)  auf  der  Curye  (p  =  const.  senkrecht  steht,  so  ist 

Ist  J^  ff\p  =  0,  SO  schneiden  sich  die  Curven  y  =  const.  und 
V  =  const.  unter  rechten  Winkeln. 

Jeder  Lösung  der  Differentialgleichung  ^^  <)p  =  1  entspricht 
ein  Curvensystem  cp  ==  c,  dessen  orthogonales  aus  kürzesten 
Linien  besteht,  und  zwar  sind  die  zwischen  9  =  c  und  (p  =  & 
abgegrenzten  geodätischen  Bogen  =  &—  c.  Die  gegenseitige 
Beziehung  der  Curven  des  ersteren  Systems  kann  man  also  als 
geodätischen  Parallelismus  bezeichnen,  und  die  geodätisch  paral- 
lelen Curven  als  geodätische  Evolventen  einer  gemeinsamen 
Cnrve  ansehen. 

Ist  J^  (y  +  tV)  =  0,  so  sind  die  Curvensysteme  (p  =  const 
und  tp  =  const.  orthogonal  und  isometrisch ;  es  ist  dann 

^'    ^  h" 

Femer  genügen  dann  f=(p  und  f=tp  der  Gleichung 

und  für  jede  Lösung  f—  ff  giebt  es  eine  zweite  /"  =  V  ^^^  -A.rt, 
dass  ^^  (y+*V')  =  0  wird.  Die  Bedingung,  dass  das  Curven- 
system <p  =  const.  isometrisch  sei,  ist 

-r^  =  einer  Function  von  rp  allein. 

J,cp 

Ist  s  der  Umfang  des  Flächenstücks  co,  und  sind  9),  tp  inner- 
halb desselben  stetig,  so  ist,  gemäss  der  obigen  Erklärung 
Von  Sn, 

Derselbe  Ausdruck  wird  =2/iqp,„  wenn  v  in  einem  Punkte  wie 
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log —  unendlich  wird,  wo  q  den  kürzesten  Abstand  desselben 

von  einem  beliebigen  anderen,  und  tp^  den  Werth  von  9  flir  jenen 
Punkt  bezeichnet. 

Bezeichnet   x   den  Modul    des   integrirenden  Factors   der 
Gleichung 

Edu*i'2Fdudv  +  Gdf)'  =  0, 
so  ist  das  KrQmmungsmass  der  Fläche 

k  =  ^jlogar. 
Für  den  Fall,  wo 

ds     =    —^, 

ist,  genügt  x  =  h,  und  man  erhält: 

Femer  ist  die  geodätische  (oder  tangentielle)  Krümmung 
der  Curve  q>  =  const. 

Für  den  Fall  J^(p  =  i  erhält  man: 

—  =  -^tVi 
beim  isometrischen  System,  wo  J^(p  =  0  ist : 

Für  kürzeste  Linien  ist 

Bezeichnet   q  einen   unendlich   kleinen   Bogen   einer  kürzesten 
Linie  von  irgend  einem  Punkte  in  irgend  einer  Sichtung,  so  ist 

^k  =  lim^ijlog — 

Sind  X,  Yy  Z  die  Richtungscosinus  der  Normale,  il|,  £,  die 
Uauptkrümmungsradien,  und  x,  y,  s  gegebene  Functionen  von 
u,  V,  so  ist 
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lalog  flu:  die  andern  Coordinaten.  Hieraus  ergiebt  sich  u.  a., 
L88  bei  einer  Minimalfläche  jede  ^chaar  paralleler  Ebenen  ein 
^metrisches  Schnittcurvensystem  erzeugt. 

Ist  F  eine  Function  von  Xy  y,  s,  mittelbar  von  u,  v,  so  ist 

+(s'+|^+^>-(^s+''|+4)''- 

Ist  F  Function  des  Radiusvectors  r  allein,  und  tp  der  Winkel 
rischen  r  und  der  Normale,  so  geht  der  Ausdruck  Über  in 

.  _,       jl+oo8>      /'l    ,    ^^         \dF  ,   d^F   .  , 


^besondere 


^.log-  =  -;^{r+r^ —) 


td  bei  verschwindendem  r,   wenn   der   Anfangspunkt  in  der 
äche  liegt: 

1  1 


lim  ^,  log —  = 


r  2RW ' 

0  R,  R'  die  Krümmungsradien  der  zwei  aufeinander  senkrechten 
onnalschnitte  bezeichnen,  in  deren  einem  r  liegt.  Die  zwei 
lalogen  Formeln  für  q  und  r  zeigen,  dass  der  erstere  Grenz- 
erth  unabhängig,  der  letztere  stets  abhängig  von  der  Richtung 
)B  Bogens  ist.  H. 

.   Beltrami.      Sulla   teoria   generale    delle    superficie. 

Atti  d.  At  Ven.  V.  1869. 

Die  kurze  Note  enthält  den  Beweis  des  Gauss'schen  Satzes 
»er  die  Invariabilität  des  Products  der  Krümmungsradien  und 
Q  von  Minding  über  die  Unveräuderlichkeit  der  geodätischen 
ümmung  jeder  Linie,  die  auf  einer  biegsamen,  unausdehnbaren 
verflache  gezogen  wird.  Diese  Beweise  werden  mit  Hülfe 
ichter  Reihenentwickelungen  bei  Anwendung  cartesischer 
>ordinaten  geführt,  so  dass  sie  in  einen  elementaren  Cursus 
r  Anwendungen  der  Analysis  auf  Geometrie  aufgenommen 
3rden  können.  Jg.  (0.) 
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E.  Weyr.    KrümmiiTigs^erhältiiisse  eines  Curvenbtischels 
in  einem  Scheitel.    Schlömilch  z.  XV.  486-490.  1870. 

Die  Bestimmung  des  Orts  der  Krümmungsmittelpuiikte  eines 
Curvenbtiscbels  in  einem  Seheitel  führt  auf  eine  Gleichung  dritten 
Grades  von  der  Form 

wenn  zum  Anfangspunkt  der  betreffende  Scheitel  gewählt  und 
rechtwinklige  Axen  zu  Grunde  gelegt  werden.    Die  Interpretation 
der  Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dass  die  betreffende  Curve  einen 
Do])pelpunkt  im  Scheitel  besitzt,  und  die  Doppelpunktstangenten 
die  zwei  nach  den  imaginären  Kreispunkten  laufenden  Geraden 
sind.     Da  diese  mit  dem  Scheitel  gleichzeitig  bekannt  sind,  so 
wird    die    betreffende   Curve  CJ   durch  vier  weitere  Punkte  be- 
stimmt,   und    es   gilt  daher    der  Satz,   dass,  sobald  die  Erflm- 
mungsradicn   von   4  Gliedern   eines  Büschels  in  einem  Scheitel 
der  Grösse  und  Richtung  nach  bekannt  sind^  der  ErUmmungSr 
*radius  jeder  fünften  Curve  in  demselben  Scheitel  linear  zu  con- 
struiren  ist.     Aus  dem  Umstände,  dass  C[  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  3  Punkten  schneidet,  folgt,  dass  es  unter  den  Cnrven 
des  Büschels  für  jeden  Scheitel  drei  giebt,  welche  in  ihm  einen 
Inflexionspunkt  besitzen;   sind   vier  Glieder  des  Büschela  vor- 
handen mit  Inflexionspunkten  in  einem  Scheitel,  so  haben  alle 
übrigen  Glieder  denselben  Scheitel  zum  Inflexionspunkt.   Sehlitts- 
lich  sei  noch  bemerkt,   dass   aus   den  Betrachtungen  sich  mit 
Leichtigkeit  der  bekannte  Satz  folgern  lässt :  „Alle  Gurven  dritter 
Ordnung,  welche  durch   die  neun  Inflexionspunkte  einer  Corre 
dritter  Ordnung  hindurchgehen,  besitzen  diese  Punkte  gleich&lb 
zu  Inflexionspunkten^^  Sehn. 

F.  W,  Newman,      On  conic  osculation.       Rep,  Brit  Ass. 

1869/70.  Mondes  (2)  XXI.  413.  1870. 

Csy. 

G.  Darboux.     Sur  une  s^rie  de  lignes  analoguea  aox 

lignes  g^od^siques.    Ann.  de  rfic.  Norm.  VII.  175-180.  1870. 

Enthält  eine  interessante  Ausdehnung  des  von  Gauss  in  den 
Disqu.   gen.   c.  superf.   curv.   gegebenen  Satzea  über  die  totale 


/c 
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inog  einer  von  geodätischen  Linien  begrenzten  Figur.  Es 
Bogenelement  der  betrachteten  Fläche  durch  die  Gleichung 

ü,  femer  seien  q  der  Radius  der  geodätischen  Ertlmmung 
luf  der  Fläche  liegenden  Curve,  t  der  Winkel  der  Tan- 
in  die  Curve  mit  den  Curven  u  =  constant,  R  und  R'  die 
rämmungshalbmesser  der  Fläche,  dann  ist: 

9er  ein  endliches  Stück  der  Fläche   erstreckte  Doppelin- 

»/•/         RR'  JJ   \  ov        du  y 

3kanntlich  Über  in 

\Mdu+Ndv\ 

ü  über  die  Begrenzung  des  Flächenstücks.  Besteht  diese 
IS  Curven,  welche  der  Differentialgleichung 

di-{'Mdu-\-Ndv  =  d(f(u^v) 
n,  so  wird: 

r  letzte  Integral  im  Allgemeinen  verschwinden  muss,  weil 
^renzung  eine  geschlossene  ist. 

e  Form  dieser  Gleichung  ist  also  genau  dieselbe,  als  wenn 
wäre.  In  diesem  Falle  besteht  aber  die  Begrenzung  aus 
sehen  Linien,  und  die  Gleichung  liefert  unmittelbar  das 
igang   erwähnte   Gauss'sche  Theorem.    Denkt  man  sich 

iipt  das  Integral  //Hdude  auf  die  Form 

it  und  die  Begrenzung  des  Integrationsgebietes  aus  Curven 
t,  welche  der  Diflferentialgleichung 

Pdu-\-Qdv  =  dcp(u^x>,  -£,  ^,  ...) 

D,  80  wird  sich  im  Allgemeinen  das  Integral  durch  Grössen 
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ausdrücken  lassen,  welche  sich  nur  auf  die  Ecken  der  Begrenzung 
beziehen. 

Genau  dasselbe  Princip  kann  man  auf  ein  dreifaches  Inie- 

grsil  ///Hdxdydz  ausdehnen.  Für  jedes  H  existirt  eine  be- 
stimmte Klasse  von  Flächen,  die  ein  und  derselben  partiellen 
DifferentialgleichuDg  genügen.  Ist  dann  das  Integrationsgebiet 
ein  aus  diesen  Flächen  gebildetes  Polyeder,  so  verwandelt  sich 
das  dreifache  Integral  in  ein  einfaches,  welches  sich  über  die 
Kanten  des  Polyeders  erstreckt.  B. 

G,  Darboux.     Sur  la  reprdsentation  sphdrique  des  sur- 

faces.     C.  R.  LXVIII.  253.  1869. 

Der  Verf.  erinnert  im  Eingange  an  die  Untersuchungen  von 
Bonnet  und  Serret  über  die  Theorie  der  Flächen,  welche  ebene 
und  sphärische  Krümmungslinien  besitzen.  Das  Problem  der  Auf- 
suchung solcher  Flächen  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden: 
Alle  Flächen  zu  finden,  die  eine  gegebene  sphärische  Darstellung 
haben.  Die  sphärische  Darstellung  einer  Fläche  ist  durch  die 
beiden  Systeme  orthogonaler  Linien  gegeben,  welche  auf  einer 
Kugel  Parallele  zu  den  Normalen  der  Fläche  in  allen  Punkten 
jeder  Krümmungslinie  beschreiben.  (Diese  Parallelen  sollen  wolil 
Normalen  der  Kugel  sein;  der  Verf.  giebt  dies  nicht  an).  Es 
werden  nun  hierher  gehörige  Bedingungsgleichungen  entwickelt 
und  die  Fälle  erwähnt,  in  denen  die  Integration  gelingt  Am 
Schlüsse  findet  man  den  Satz:    Sind 

und 

X=f(e,ft)r     Y=F,(Q,Qj,    Z^F,{Q,Q,\ 

zwei  Systeme  von  Gleichungen,  die  zwei  Flächen  von  derselben 
sphärischen  Darstellung  bestimmen,  so  werden  die  Flächen: 

(wo  a  und  b  Constanten)  dieselbe  sphärische  Darstellung  haben, 
wie  die  beiden  ersten.  Hz. 
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Beltrami.  Intonio  ad  im  iiuovo  elcmento  introdotto 
dal  Sig.  Christofiel  iiella  teoria  delle  ßupei-ficie.    Rend 

d.  Ist.  Lomb.  (2)  II.  1869. 

Wenn  zwei  Punkte  a,  b  einer  Oberfläehe  durch  einen  geo- 
tischen  Bogen  verbunden  sind,  und  man  lässt  sich  den  Bogen 
I  eine  der  Axen  um  einen  unendlich  keinen  Winkel  dO  drehen, 
beschreibt  das  andere  Ende  ein  Bogenelement  da,  normal  zum 
^dätischen  Bogen  ab,  welches  auf  dd  bezogen  von  Herrn 
ristoffel  reducirte  Länge  des  geodätischen  Bogens  genannt 
rden  ist.  Die  Grösse  ist  im  Allgemeinen  eine  Function  von 
r  Variabein,  nämlich  der  Coordinaten  der  beiden  Punkte  a,  6, 
1  Herr  Ghristoffel  hat  bewiesen,  dass  diese  Coordinaten  unter- 
ander vertauscht  werden  können.  Die  Note  des  Herrn  Beltrami 
hält  einige  Bemerkungen  über  diese  Function,  oder  genauer 
jr  die  Function,  welche  Herr  Christoflfel  reducirte  Abscisse 
mt,  und  welche,  bezogen  auf  ein  Paar  von  Punkten,  die  auf 
er  bestimmten  geodätischen  Linie  liegen,  nur  von  zwei  Variabein 
längt.  Speciell  wird  bewiesen,  dass  dtese  Function  noth- 
ndig  von  der  Form: 

wenn  x  und  y  die  geodätischen  Entfernungen  der  beiden 
ikte  von  demselben  Anfangspunkt  sind.  Diese  Form  giebt 
nittelbar  Rechenschaft  davon,  warum  sich  einige  Relationen,  der 
wohnlichen  Longimetrie  auch  auf  krummen  Oberflächen  richtig 
alten,  wenn  man  die  reducirten  Abscissen  durch  geodätische 
;femungen  substituirt.  Jg.  (0.) 

Paikvin.  Detenninatioii  des  ^l^ments  de  larete  de 
•ebroussement  d'une  surface  developpable,  definie  par 
jes  ^quations  tangentielles.  C.  R.  LXXi.  217-222.  1870. 

Es  werden   die   Formeln   entwickelt,   welche   sich  auf  die 

ndnngscurve  einer  abwickelbaren  Fläche  beziehen,  die  durch 

i  Tangentialgleichungen  gegeben  ist.     Am   Schluss   werden 

Formeln  auf  die  Wendungscurve  der  abwickelbaren  Fläche, 

zwei  Flächen  zweiten  Grades  umschrieben  ist,  angewandt 

Mz, 
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Ch.  Buchonnkt.     Expression  de  la  distaiice  d'une  courbe 
h  sa  Sphäre  osculatrice.     Nouv.  Auo.  (2)  IX.  457-463.  I87a 

Es  wird  die  Entfernung  d  des  einem  Punkt  M  einer  Raum* 
curve  benachbarten  Punktes  M'  von  der  Schmiegungskugel  in 
M  berechnet,  deren  Radius  R  ist,  nämlich 

__    et]dsdS 

^  -       24Ä     ' 

worin  e   den  Contingenz-,    t]  den  Torsionswinkel  in  Jlf,  ds  den 

Bogen  MM'  und  dS  den  entsprechenden  Bogen  der  Schmiegungs- 

mittelpunktcurvc  bedeutet.  Schz. 

ToRTOLiNi.  Sopra  im  nuovo  sistema  di  variabili,  in- 
trodotto  dal  sig.  Ossiau  Boiiuet  nello  studio  delle 
proprietd  delle  superfieie  curve.     Atti  d.  Ac.  d.  N.  Lioc. 

1869. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  giebt  der  Verfasser  einen  Ver- 
gleich der  von  Herrn  Bonnet  gefundenen  Resultate  (Liouville  J. 
(2)  V.  1860)  mit  seinen  eigenen.  Jg.  (0.) 

U.  DiNi.     Sopra  le  supei-ficie  che  hanno  un    sistema  di 

CUrvatura   sfericlia.      Atti  dui  XL.  Firensse  1869. 

Der  Verfasser  setzt  zwei  Sätze  auseinander,  mittplst  deren 
die  Untersuchung  der  Flächen,  die  ein  System  sphärischer  KrQm* 
mungslinien  haben,  auf  die  Untersuchung  gewisser  Systeme  Ton 
orthogonalen  Linien  auf  Kugeln  reducirt  werden  kann.  Elr  be- 
weist ferner  in  einfacher  Weise  einen  Satz  des  Herrn  Bonnet 
über  die  Flächen,  deren  Krttmmungslinien  constante  geodätische 
Krümmung  haben,  und  welche,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  die 
sind,  auf  welchen  die  Krlimmunglinien  sphärisch  sind  und  m  der 
der  Oberfläche  noimalen  Kugel  gehören.  Jg.  (0.) 

ü.  DiNi,  SuUe  superfieie  che  hanno  un  sistema  di  linee 
di  curvatura  piane.    Ann.  d.  ün.  Toec.  1869. 

Der  Verfasser  leitet  zuerst  einige  Formeln  besttglich  mußt 
Systeme  von  kleinen  Kreisen  auf  der  Kugel  ab.  Mit  HBlfe  dieter 
und  anderer,  die  er  in  seiner  Abhandlung:  „Bicerche  sopra  la 
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leorica  delle  superficies*  gegeben,  bestimmt  er  die  Oberflächen, 
lie  ein  System  ebener  Krümmungslinicn  haben,  und  bei  welchen 
lie  Ebenen,  ohne  einander  parallel  zu  sein,  gleiche  Neigung  zu 
öiner   festen   Geraden   haben   oder   die  Oberfläche  unter  einem 

lind  demselben  Winkel  T verschieden    von    -^J  schneiden   oder 

8;leichzettig  beiden  Bedingungen  genügen.  Zuletzt  bestimmt  er 
mit  Hülfe  eines  Satzes  von  Herrn  Weingarten  die  Oberfläche,  ftir 
welche  die  Krümmungslinien  eines  Systemcs  eben  sind,  und  die 
Hauptkrümmungsradien  Functionen  von  einander  sind. 

Jg.  (0.) 

A.  Enneper.     Ueber  die  developpabele  Fläche,  gebildet 
aus   den   berührenden  Ebenen   längs  einer  Curve  auf 

einer  Fläche.   Gott.  Nachr.  1869.  207. 

Auf  einer  Fläche  sei  eine  beliebige  Curve  C  gegeben,  die 
scrührenden  Ebenen  längs  derselben  hüllen  eine  dcveloppable 
Fläche  ein.  Bezeichnet  man  mit  (^x,  y,  z)  einen  Punkt  der  Curve 
C\  mit  (I,  rj,  ^)  den  Punkt  der  Wendecurve  der  developpabeln 
Fläche,  welcher  (x,  y,  z)  entspricht;  mit  (a,  6,  c)  die  Winkel, 
welche  die  Normale  zur  Fläche  im  Punkte  (j?,  y, »)  mit  den  Co- 
:)rdinatenaxen  bildet,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  (^,  17,  C) 
lie  Gleichungen: 

(|— a;)cosa-f-Cv— y)cos&  +  (f— 3s)cosc  =  0 
and  zwei  andere,  indem  man  zu  den  nächsten  beiden  unendlich 
nahen  Punkten  von  ixjy,!i)  übergeht.  Es  folgt  nun  die  Ent- 
ivickelung  einer  Reihe  von  analytischen  Formeln,  deren  Resultat 
folgendes  ist:  Durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 
[x,  y, »)  und  (|,  17,  f)  geht  eine  Normalebene  der  Fläche  in 
A  y> »)»  welche  die  Fläche  in  der  Curve  C  schneidet.  R  sei  der 
Eürümmungshalbmesser  von  C  in  (a:,  y,  ss);  T  der  Krttmmungs- 
lialbmesser  des  Normalsehnittes ,  welcher  durch  die  Tangente 
äer  Curve  C  im  Punkte  ix,y,  z)  geht;  (p  der  Winkel,  welchen 
lie  Tangenten  zu  den  Curven  C  und  C^  einschliessen  (in  x,  y,  s); 
endlich  r'  und  r"  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  der 
Fläche  in  (x,  y,  s),  so  ist 

Ä.r.gin>  =  r'.r" 
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also  auch  mittelst  des  Theorems  von  Euler: 

B  +  T  =  r'+r''. 


Mz. 


A,  Ennepeh.     Ueber  die  devcloppabele  Fläche,-  welche 
einer  gegebenen  Fläche  umschrieben  ist.     Schlömilch  Z. 

XV.  283-289.  1870. 

Der  Verfasser  beweist  das  folgende,  schon  frfther  von  ihm 
aufgestellte  Theorem  auf  neuem  Wege:  Die  Tangentialebene 
einer  Fläche  hat,  indem  ihr  Berührungspunkt  B  beliebig  fort- 
rtlckt,  einen  begleitenden  Coincidcnzpunkt  C,  welcher  die  Wende- 
curve  def  von  BC  erzeugten  abwickelbaren  Fläche  beschreibt 
Das  Krümmungsverhältniss  dieser  Wendecurve  (Torsion  dividirt 
durch  Krümmung)  ist  alsdann  gleich  dem  Product  des  Abstandes 
BC  und  des  Krümmungsradius  desjenigen  Normalschnitts,  dessen 
Ebene  durch  BC  geht,  dividirt  durch  das  Product  der  Haupt- 
krttmmungsradien.  H. 

Falk.     Om  developpable  ytors    kurvaturlinier.        Dillocr 

Tidskr.  III.  123.  1870. 

Bemerkung   über   die   Integration  der  Diflferentialgleichoog 
für  die  KrUmmungslinien  einer  abwickelbaren  Fläche. 

Hn.  (Wn.) 

A.  Enneper.     Ueber  asymptotische  Linien.       Gott  Nachr. 

1870.  493-510. 

Auf  den  Flächen  mit  negativem  KrUromungsmass  existirMi 
bekanntlich  in  jedem  Punkte  zwei  Normalschnitte,  deren  Erttm^ 
mungshalbmesser  unendlich  gross  sind.   Die  Tangenten  zu  diesei^ 
Normalschnitten   hüllen   zwei  Systeme  von  Curven   ein,   welch» 
asymptotische  Linien  lieissen.    Man  gelangt  zu  ihrer  Differential- 
gleichung durch  Bestimmung  der  Curven,  deren  Krflmmang8ebeB& 
mit  der  Berührungsebene  zur  Fläche  identisch  ist.    Die  Normalen 
längs  einer  Curve  zu  einer  Fläche  bestimmen  eine  windschiefe»^ 
Fläche;  soll  diese  windschiefe  Fläche  zur  Strietionslinie  die  erstem 
Curve   haben,   so    ist  diese   eine   asymptotische  Linie  und  dic^ 
Normalen  zur  Fläche  sind  die  Binormalen  derselben.    Der  Wiokd^ 
unter  welchem   sich  zwei  asymptotische  Linien  schneiden,  is^ 
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'ariabel ;  soll  derselbe  coustant  sein ,  so  niuss  das  Verhältniss 
ler  HauptkrUmmungshalbmesser  in  jedem  Punkte  der  Fläche 
konstant  sein,  und  umgekehrt.  Verschwindet  in  jedem  Punkte 
dner  Fläche  die  Summe  der  HauptkrUmmungshalbmesser,  so 
ichneiden  sich  die  asymptotischen  Linien  orthogonal.  Diese 
^ze  werden  durch  die  entsprechenden  analytischen  Formeln 
nachgewiesen,  dann  einige  besondere  Fälle  betrachtet  und  zum 
Schluss  der  Uebergang  asymptotischer  Linien  in  andere  Curven- 
Bysteme  bei  Biegung  der  Flächen  besprochen.  Mz. 

A.  Ennepeb.     Ueber  die  Loxodromen  der  Kegelfläclien. 

Gott  Nachr.  1869.  463.    Schlömilch  Z.  XV.  466-475.  1870. 

Dje  Berechnung  der  Loxodromen  auf  konischen,  von  be- 
liebig bewegtem  Strahl  beschriebenen  Flächen,  welche  keine 
Schwierigkeit  hat,  bildet  augenscheinlich  nur  die  Einleitung  der 
Schrift,  indem  sie  zu  der  Frage  führt,  unter  welchen  Bedingun- 
gen das  Verhältniss  der  beiden  Krümmungen  einer  Loxodrome 
konstant  sei,  was  unter  andern  auf  einem  Botationskegel  und 
auf  einer  beliebigen  cylindrischen  Fläche  immer  der  Fall  ist. 
Bei  Lösung  dieser  Frage  steht  nichts  entgegen,  statt  der  konischen 
beliebige  abwickelbare  Flächen  zu  nehmen.  Man  gelangt  zu 
leren  Bestimmung,  indem  man  längs  einer  cylindrischen  Loxodrome 
uae  Gerade  so  hingleiten  lässt,  dass  sie  mit  der  Tangente  einen 
i^nstanten  Winkel  bildet  und  sich  in  jedem  Augenblicke  um 
^inen  ihrer  Punkte  dreht.  Die  hierzu  erforderliche  Integration 
ist  mittelst  Transcendenten  erster  Ordnung  ausführbar.  Das 
t^altat  bildet  dann  zugleich  die  Lösung  einer  Differentialglei- 
chung dritter  Ordnung,  in  welcher  sich  die  Aufgabe  unmittelbar 
^fstellt,  wenn  man  vom  Ausdruck  des  Krümmungsverhältnisses 
*^*sgeht,  und  deren  Integration  auf  anderem  Wege  wohl  schwierig 
»«in  möchte. 

Im  weitern  Verlauf  werden  auch  sphärische  Loxodromen 
^  die  Betrachtung  gezogen.  Doch  ist  es  bei  dem  beständigen 
'^«ehsel  der  geometrischen  Objecto  ohne  Angabe,  auf  welche 
^>iter  ihnen  sich  die  Grössenzeichen  beziehen,  bei  der  gänzlichen 
^^rschweigung  der  leitenden  Gedanken  und  dem  Mangel  an  sicht- 

ForucUr.  d.  Math.  U.  2.  37 
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lieber  Ordnung  in  den  Deduetionen,  nicht  wohl  möglich  ku  er- 
kennen, mit  welchen  Aufgaben  sich  die  Schrift  weiter  beschäftigt 
und  in  welchen  Formeln  die  Resultate  zu  suchen  sind. 

H. 

BoiJE.     At    finna    volymen    af  ett  revolutions  solidum, 
da  genererande  kurvan  är  hänfördt  tili  polarkoordinater. 

Dillner  Tidskr.  III.  193.  1870. 

Es  sei  Q^(f(0)  die  Gleichung  der  Meridiancurve  einer 
Rotationsfläche  in  Polarcoordinaten;  die  Polaraxe  sei  die  Ro- 
tationsaxe.  Das  Volumen  des  Körpers,  der  durch  Rotation  des 
Sectors  zwischen  den  Radien vectoren  q^  =y(ö,),  ßt=y(^t) 
entsteht,  ist 

F  =  |ry%(6^))»sinö.dö. 

^«  Hn.  (Wn.) 

E.  Weyr.     Ueber  Evoluten  räumlicher  Curven.        Wien. 

Ber.  LXII.  804;808.  1870. 

Es  werden  an  den  Evoluten  als  Einhüllenden  einer  stetigen 
Folge  von  Normalen  Betrachtungen  angestellt,  die  die  Grenzen 
des  Bekannten  nicht  überschreiten.  H« 

W.  Spottiswoode.     On  the  contact  of  conics  with  sur- 

faces.     Trans,  of  London.  CLIX.  289-308.  1869. 

Der   Verf.   entwickelt   das   Theorem   (p.  305):   „Ist  L  eine 
Linie,  die  durch  einen  Punkt  P  einer  Oberfläche  geht^  so  kana 
man  in  einer  durch  L  gehenden  Ebene  10  Kegelschnitte  zeii^nen« 
die    in  dem   Punkte   P  eine   sechspunktige  Berührung  mit  der 
Fläche  haben". 

Die   Behandlungswcise  ist  analog  der  in  des  Verf.'ß  Arbeit 
„On  the  scxtactie  poiuts  of  a  plane  curve"  (Trans.  CLV.  1865>* 

Cly.  (M.). 

A.  Cayley.     A  memoir  on  the  theory  of  reciprocal  sur^ 

faees.     Trans,  of  Lond.  CLIX.  201-209.  1869.  ' 

Die  Abhandlung  enthält  einige  Erweiterungen  der  Salfflom^' 
sehen  Theorie  der  Reciprocalflächen  (Trans,  of.  Ir.  Ae.  UüJt 


Gapiiel  8.    Analyüache  Geometrie  dea  Baomes.  557 

.  Salmon,  Analyt  Geom.  des  Raumes  II,  509).  Sie  behandelt 
ge  neue  Singularitäteu ,  wie  conische  und  biplanare  Knoten 
lienodes  and  binodes),  Klemm -Punkte  (pinch-points)  auf  den 
>tenlinien,  singulare  Einzelpunkte  (close-p.)  und  Aussenpunkte 
•p.)  auf  der  Rückkehrcurye,  und  die  Singularitäten  der  re- 
cken Fläche.  Cly.  (M.) 

5JST  Fischer,    lieber  äquidistante  Niveaucurven.    Aarau. 

lauerländer  1869. 

Die  Arbeit  enthält  practische  Lehren,  die  Kiyeaucurven  auf 
Erde,  d.  h.  die  dem  Niveau  des  Wassers  parallelen  Curven, 
bestimmen  und  zu  zeichnen.  §  3.  giebt  geschichtliche  Notizen 
r  Niyeaficurven ,  aus  denen  hervorgeht,  dass  ein  schweizer 
mieur,  Ducarla,  zuerst  solche  Gurven  zur  Darstellung  des 
-ains  benutzte.  M. 


B.    Theorie  der  algebraischen  Flächen  und 

Raumcurven. 

DE  JoNQUiEREs.     Sur  Ics  rdscaux  de  courbes   et  de 

urfaces   algdbriques.      Clebsch  Aon.  I.  424-431.  1869. 

Gegenstand  der  Arbeit  ist  der  Beweis  des  Satzes,  dass  die 
ahl  der  Curven  oder  Flächen  eines  Netzes,  welche  zwei 
pelpunkte  besitzen,  beziehungsweise  eine  doppelte  Berührung 

einer  festen  Ebene  haben,  |(n— i)(w— 2)(3n'— 3n— li)  ist 
Folge  einer  Note  in  den  C.  R.  1338-1340  ist  diese  Arbeit 
iits  im  ersten  Bande  dieser  Zeitschrift  (cf.  Fortschr.  d.  M.  I. 
35)  besprochen  worden.  Während  aber  in  jener  Note  der 
t.  der  Gang  des  Beweises  nur  kurz  angedeutet  war,  ist  er 
ieser  Note  ausführlich  mitgetheilt.  Am  Schluss  wird  die  Be- 
dang gemacht,  dass  sich  das  gewonnene  Resultat  ohne  neuen 
eis  auf  solche  Familien  von  Gurven  und  Flächen  ausdehnen 
;,  welche  den  Grad  von  Unbestimmtheit  besitzen,  dass  sie 
h  zwei  Bedingungen  weniger  bestimmt  sind,  als  zur  voU- 
iigen   Bestimmung  der   einfachen  Gurven  oder  Flächen  er- 

37* 
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forderlich  sind.  Diese  Familien  werden  Netz- Complexe  (r6- 
seaux  complexes)  genannt.  Bezeichnet  N  die  Anzahl  der 
Curven  oder  Flächen  des  Netz-Complexes,  welche  durch  zwei 
gegebene  Punkte  hindurchgehen,   so   ergiebt   sich   als  gesuchte 

Anzahl  i 

|iV(w— l)(w~2)(3n'-3ii-H) 
oder 

|JV(fi-l){3(fi-l)»-14(n-l)+H}. 

T. 

G.  Darboux.  Sur  la  surface  des  centres  de  courbure 
d'uiie  surface  alg^brique.     C.  R.  Lxx.  1329-1333.  1870. 

Durch  eine  sehr  sinnreiche  Methode  bestimmt  Herr  Darbonx 
die  Classe  und  die  Ordnung  der  Fläche  der  Krümmtingsmittel- 
punkte.  Bezeichnet  m  die  Ordnung  der  gegebenen  Fläche,  c  die 
Classe  und  o  die  Ordnung  der  Fläche  der  Krümmungsmittcl- 
punkte,  so  findet  er  für  c  und  o  die  Formeln: 

c  =  m' (2//I  —  2)  —  2w, 

0  =  2w(iw— l)(2m— 1). 
Die  Methode,  welche  der  Verf.  giebt,  lässt,  wie  er  bemerkt,  eine 
Anwendung  auf  alle  geradlinigen  Strahleusysteme  zu,  welche 
Herr  Kummer  untersucht  hat.  Schliesslich  wendet  er  sich  zn 
den  Besonderheiten  der  Fläche  der  Krümmungsmittelpunkte  and 
verbreitet  durch  seine  Untersuchungen  neues  Licht  Aber  ein 
Theorem  von  Herrn  Clebsch,  welches  sich  auf  die  Fläche  der 
Krümmungsmittelpunkte  eines  EUipsoides  bezieht.         Sehn. 

E.  Catalan.  Keniarques  sur  iine  note  de  Mr.  Darboux 
relative  h  la  surface  des  centres  de  courbure  d'une 
surface  algdbrique.      C.  R,  Lxxi.  50-57.  1870. 

G.  Darboux.  Edponse  aux  observations  de  M.  Catalan 
du  4.  juillct  dernier.     C.  B  LXXL  267-270.    1870. 

In  der  Note :  „Sur  la  surface  des  centres  de  courbare  d'aoe 
surface  algdbrique''  hatte  Herr  Darboux  die  Bemerkung  gemacht, 
dass,  wenn  die  Differentialgleichung 
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gegeben,  worin  Ay  B,  C  Functionen  von  x  und  y,  die  Gleichung 
B*— 44C  =  0  im  Allgemeinen  nicht  eine  Enveloppe  der  durch 
die  Differentialgleichung  gegebenen  Curven,  sondern  den  Ort  der 
RQckkehrpunkte  oder  der  singulären  Punkte  dieser  Curven  dar- 
stelle. Auf  diesen  Gegenstand  beziehen  sich  hauptsächlich  die 
Bemerkungen  des  Herrn  Catalan^  sowie  die  Erwiderung  des 
Herrn  Darboux.  Herr  Catalan  tilgt  zum  Schluss  noch  einige 
Sätze  Aber  den  Ort  der  KrUmmungscentra  eines  Ellipsoids  bei. 
Davon  mag  hervorgehoben  werden,  dass  die  Fläche  der  KrUm- 
mungscentra eines  Eilipsoides  die  Enveloppe  von  Ellipsoiden  ist, 
welche  repräsentirt  werden  durch  die  Gleichung 


Sehn. 

G.  Halphen.     Memoire  sur  las  courbes  gauches  algd- 
briques.  (Extrait).  c.  R.  LXX.  380.  1870. 

Da  der  kurze  Auszug  dieser  Arbeit  in  den  C.  ß.,  welcher 
dem  Referenten  zugänglich  war,  einen  vollständigen  Einblick  in 
die  Begründung  der  interessanten  Resultate  nicht  gestattet,  so 
können  diese  letzteren  nur  mitgetheilt  werden,  ohne  dass  Referent 
eine  Verantwortlichkeit  über  die  Richtigkeit  derselben  übernimmt. 

Es  handelt  sich  um  die  Lösung  der  Aufgabe:  „Alle  Raum- 
curven  eines  gegebenen  Grades  zu  finden",  oder  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  „alle  algebraischen  Curven  zu  finden,  die  auf 
Flächen  eines  gegebenen  Grades  liegen'*.  Die  Lösung  der  Auf- 
gabe in  der  zweiten  Form  liegt  in  folgendem  Resultat: 

Wenn  man  auf  einer  Fläche  n*''"  Grades  jede  Linie  A  von 
piem  Grade  bestimmt,  welche  wenigstens 

(p~n+i)(p-n4-2)      (n-i)(fi^2)(n.-3) 
2  "^  6 

scheinbare  Doppelpunkte  hat,  und  durch  dieselbe  noch  eine 
zweite  Fläche  legt,  so  schneidet  diese  die  erste  Fläche  ausser- 
dem noch  in  einer  Curve  A.  Durch  Veränderung  des  Grades 
von  p  und  desjenigen  der  durch  A  gelegten  Fläche  kann  man 
für  B  jede  algebraische  Curve,  welche  auf  f  liegt,  erhalten,  und 
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der  Grad  der  zweiten  Fläche  ist  der  niedrigste  degenigen  Flächen, 
welche  sich  durch  B  legen  lassen. 

Der  Verfasser  hat  nun  ein  Mittel  gefunden,  alle  Curven  A 
darzustellen,  und  dadurch  auch  alle  Curven  B. 

Ein  specieller  Fall  ist  der  folgende: 

Die  Flächen  vom  niedrigsten  Grade,  welcSe  durch  eine  al- 
gebraische Curve  gehen,  die  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades 
liegt,  schneiden  diese  Fläche  ausserdem  nur  noch  in  Geraden 
ein  und  desselben  Systems. 

Man  kann  hiemach  die  Curven  auf  einer  Fläche  zweiten 
Grades  in  zwei  Systeme  eintheilen,  wie  die  Geraden. 

Für  alle  Rauracurven >p**"*  Grades,  welche  auf  einer  Fläche 
zweiten  Grades  liegen,  ist  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte ein  Werth  von  der  Form :   ^^^ — -  ~~  9  (P  ~-  ?)»  wo  j  eine 

positive  ganze  Zahl  kleiner  als  ^^  ist;  diese  Curven  liegen 
alle  auch  auf  Flächen  p**"  Grades. 

Die  kleinste  Zahl,  welche  der  Ausdruck  ^  o""  — xg(p— ^) 
annimmt,   ist   die  grösste  ganze  Zahl,   welche  kleiner   ist,   als 

[J^ — )  •    Sio   ist   zugleich   die   niedrigste  Anzahl   scheinbarer 

Doppelpunkte,  welche  bei  diesen  Curven  vorkommt 

Wenn  s  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  einer  Raum- 

curve   vom   Grade   p   ist,   und  s  kleiner  als  q  —  ^ 

o 

ist,  so  liegt  die  Raumcurve  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades.— 
Liegt  s  zwischen  ^^~  ^g^~  ^  und  ^^^7"  ^  ,  so  ist   die  Curre 

zusammengesetzt;  und  unter  allen  derartigen  Curven  giebt  es 
für  jeden  Werth  von  s  eine,  die  auf  einer  Fläche  dritten 
Grades  liegt. 

Sobald  s  kleiner  ist  als  M^I^^    3(p-lKp-3)     ^^ 

-^^g ,  je  nachdem  p  =  0,  ±1,  oder  2  (mod.4),  so  lässtsich 

durch  die  Raumcurve  eine  Fläche  zweiten  oder  dritten  Grades 
legen. 
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Sobald  8  kleiner  ist  als  »-0(p-r)(p~it+r)    ^^  ^  ^.^^ 

2n 

^anze  Zahl  bedeutet  kleiner  als  Vp  und  r  den  Rest  der  Division 

'on   p   durch   n,    so   lässt   sich  durch  die  Curve  keine  Fläche 

egen,  deren  Grad  gleich  oder  kleiner  wäre,  als  (n— 1). 

Unter   den  Baumcurven   p^^"  Grades    sind   diejenigen,   f&r 

velche  s  zwischen  fc?^£ll?)  4.1  und  Z^^zl2  liegt,  beson- 

ler8  ausgezeichnet  durch  die  Eigenschaft,  dass  die  Projection 
lerselben  %  Doppelpunkte  hat,  was  bei  den  andern  Raumcurven 
licht  der  Fall  ist. 

Solche  Gurven  sind  durch  2p  Punkte  bestimmt,  wie  z.  B. 
He  Raumcurve  dritten  Grades  durch  6,  die  beiden  Arten  der 
Kaumcurven  vierten  Grades  durch  8  Punkte.  A. 

Laguerre.     Sur   les    courbes    que   Ton   peut  tracer  sur 
les  surfaces  algdbriques.   inst.  1  sect.  xxxviii.  100.  1870. 

Anknüpfend  an  die  Arbeit  ,, Laguerre,  Propriätäs  des  courbes 
xacäes  sur  une  surface  quelconque'^  siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3A. 
3.  537,  wird  für  den  Fall  algebraischer  Flächen  ein  anderer  Aus- 

Iruck  für  -^  gefunden.    Ist  nämlich  FQc^yyZ)  ein  ganzes  Po- 

ynom,  das  gleich  Kuli  gesetzt,  die  Gleichung  der  Fläche  in 
-echtwinkligen  Coordinaten  giebt,  und  bezeichnet  w  die  Grösse 

ferner  W(jn)  dieselbe  Grösse,  wenn  man  für  x,  y,  a  die  Co- 
3rdinaten  des  Punktes  m  der  Fläche  substituirt,  so  ist: 

VF(m)cosF      ma.fwo'.fwa"  . . .   

W'(m')  cos  F'"^m'a.m'o'.fw'a" . . .  ""     ' 
wo  m'  ein  zweiter  Punkt  der  Fläche,  V  und  V  die  Winkel  der 
Sehne   mm'  mit   den   Normalen   in  m  und  m',  —  und  ferner  a, 
a',  o^,  . . .  die  Schnittpunkte  der  Sehne  mm'  mit  der  Fläche  be- 
deuten.   Ist  nun  m'  dem  Punkte  m  unendlich  nahe,  so  hat  man 

■  N  ~    W  ^      \ma^  mal    ^  mci'  ^     J 
Hieran  werden  dann  weitere  Folgerungen  geknüpft.       Mz. 
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0.  -ToGNOLi.  Sopra  uiia  estensione  di  proprietä  spettanti 
a  curve  algebriche  piane  di  un  ordine  qualunque  alle 
siiperficie  algebriche  di  qualunque  grado.  Battagiini 

G.  Vni.  166.  1870. 

Die  Arbeit  knüpft  an  eine  Arbeit  von  Steiner  (Grelle  J. 
XLVII)  „über  solche  algebraische  Curven,  welche  einen  Mittel- 
punkt haben"  und  an  die  Arbeit  von  Güssfeldt,  Clebscb  Ann.  II. 
(siehe  p.  4G9)  an  und  erweitert  die  daselbst  gegebenen  SÄtze 
auf  krumme  Flächen.  K. 

Laguerre.     Quelques   propri^tds   des  cones  alg^briques. 

lust.  1  sect.  XXXV III.  196-197.  1870. 

Im  Eingange  wird  an  einige  Eigenschaften  algebraischer 
ebener  Curven  erinnert,  und  zwar: 

Legt  man  von  einem  Punkte  M  in  der  Ebene  einer  Curve 
n**"'  Classe  an  diese  die  n  Tangenten,  und  verbindet  K  mit 
den  n  reellen  Brennpunkten  der  Curve,  so  haben  die  beiden  auf 
diese  Weise  erhaltenen  BUschel  von  Geraden  dieselbe  OrientatioD. 
Das  harmonische  Centrum  der  Berührungspunkte  der  Tangenten 
in  Bezug  auf  M  ist  dasselbe,  wie  dasjenige  der  reellen  Brenn- 
punkte in  Bezug  auf  M. 

Dies  wird  nun  verallgemeinert,  indem  statt  M  eine  Cunre 
m*"*^  Classe  auftritt,  und  die  mn  gemeinschaftlichen  Tangenten 
dieser  und  der  ersten  Curve  betrachtet  werden.  Es  haben  nim- 
lich  diese  Tangenten  dieselbe  Orientation,  wie  die  mn  Verbin- 
dungslinien der  reellen  Brennpunkte  beider  Curven.  Sind  ab, 
a^b\  ...  die  gemeinschaftlichen  Tangenten,  wie  sie  durch  die 
Curven  begrenzt  werden ,  und  sind  a,  a\  ...  die  Brennpunkte 
der  einen,  /?,  /?',  ...  die  der  anderen  Curve,  so  ist  die  mittlere 
harmonische  unter  den  Längen :  a&,  a'b^  . . .  dieselbe ,  wie  die 
unter  den  Längen :  a/?,  a'/?,  .... 

Der  Verfasser  betrachtet  nun  einen  Kegel  n**^'  Classe  and 
überträgt  die  eben  angegebenen  Sätze  auf  diesen,  wie  folgt: 
Legt  man  durch  eine  Gerade,  die  den  Scheitel  des  Kegels  ent- 
hält, an  ihn  die  n  Tangentenebenen,  und  femer  Ebenen  durch 
die  Gerade  und  jede  der  n  Focalgeraden  des  Kegels,  so  haben 
beide  Ebenenbüschel  dieselbe  Orientation  u.  s.  w. 
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Hierauf  geht  der  Verfasser  zu  einem  Kegel  m***"  Grades 
über;  der  isotrope  Kegel,  welcher  durch  den  Scheitel  des  ersten 
gebt,  trifft  diesen  in  2m  Generatricen,  die  paarweise  in  m  reellen 
Ebenen  liegen;  letztere  heissen  cyklische  Ebenen  des  Kegels. 
Es  kommen  nun  analoge  Sätze  wie  vorher. 

Schneiden  sich  die  cyklischen  Ebenen  in  derselben  Geraden 
Df  so  heisst  diese  Axe  mittlerer  Orientation  des  Kegels«  Bei 
Kegeln  zweiten  Grades  sind  ihrer  stets  drei.  Kegel  höherer 
Gerade  haben  eine  solche  Axe  im  Allgemeinen  nicht.  Doch  gilt 
von  ihnen  Folgendes: 

Durch  eine  ebene  Curve  dritten  Grades  kann  man  unendlich 
viele  Kegel  legen,  die  eine  Axe  mittlerer  Orientation  besitzen; 
die  Spitzen  dieser  Kegel  erfttllen  eine  Fläche. 

Durch  eine  ebene  Curve  vierten  Grades  kann  man  unendlich 
viele  Kegel  legen ^  die  eine  solche  Axe  besitzen,  ihre  Spitzen 
liegen  auf  einer  Curve. 

•  Nimmt  man  eine  Curve  fünften  Grades  an,  so  existirt  nur 
eine  endliche  Anzahl  solchier  Kegel.  Mz. 

W.  K.  Clifford.     On  tlie  tlieory  of  distances.    Rep.  Brlt. 

Ass.  1869.  MoDdcs  XXI.  412. 

Die  Mittheilung  betrifft  folgende  beiden  Sätze  tiber  Brenn- 
punkte und  Asymptoten  von  Curven:  l)L,  M,  N  ...  sind  die 
m  Tangenten  von  einem  Punkt  a  an  eine  Curve  c«  der  wi'*" 
Classe.  B  ist  eine  Linie,  welche  die  Curve  in  m(m—i)  Punkten 
trifft;  /,  m,  n,  .. .,  P,  Q,  R,  , . .  sind  die  m(m— 1)  Asymptoten 
der  Curve,  und  p,  q,  r,  . . .  sind  eine  Reihe  von  m  Brennpunkten. 
Dann  ist: 
mn^LM.stn^LN.sm^ 31 N. , . (^ap^. äq^. ar^., .)"*-*    __  — ,  — ,  — 

al.am.an smBP.smBQ.smBR...  ~~  ^"'^   '^ 

2)  l,  tn,  n,  . . .  sind  die  n  Schnitte  einer  Linie  A  mit  einer  Curve 
Cm  der  n'*"  Ordnung;  6  ist  ein  Punkt  auf  i4,  von  dem  die  w(n— 1) 
Tangenten  gezogen  sind;  L,  M,  N,  . . .  p,  q,  r,  . . .  sind  eine 
Beihe  von  n(fi— 1)  Brennpunkten  und  P,  Q,  R,  . . .  sind  die  n 
Asymptoten.    Dann  ist 

Jm^  .ln\  mn\ . .  (gwMP .  sm'^AQ .  sm^A  R . .  .)"-^ 

smAL.sm  AM  .smAN  ...bp.bq.br ... 

:=  sm'PQ.sm'QR.sm'PR... 


... 
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Der  Verfasser  bespricht  auch  die  Modificationeiif  die  diese 
Theoreme  im  Falle  sphärischer  Curven  erleiden.  Die  angewandte 
Methode  der  Untersuchung  ist  eine  Ausdehnung  der  geometrischen 
Analysis  von  Grassmann,  und  diese  die  Entwicklung  einer  Bemer- 
kung von  Leibniz.  Csy.  (0.) 


C.     Raumgebilde   ersten,    zweiten  und  dritten  Grades. 

J.  Veuslüys.  Application  iiouvclle  des  ddterniiiiaiits  k 
Talgfebre  et  h  la  gdomdtrie.      Gruuert  Arch.  L.  157-176,  218- 

233.  18G9.  LI.  49-72.  1870. 

Siehe  Abschn.  II.  Cap.  3.  p.  82. 

A.  Grunert.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte, 
insbesondere  auch  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises, 
in  Drcilinien-Coordinaten   oder  in  sogenannten  trime- 

trischen    Coordinaten.     Grunert  Arch.  LI.  257-275.  1870. 

Siehe  Absch.  IX.  Cap.  2  C.  p.  479. 

F.  Unfkrdinger.  Eelation  zwischen  den  Halbmessern 
der    Berührungskugeln    einer    dreiseitigen    Pyramide, 

Grunert  Arch.  L.  110-111.  18G9. 

Beweis  der  Formel 

auf  analytischem  Wege.    (>,  Q^,  ...   bezeichnen   die  Halbmesser 
der  5  Bcrührungskugeln  einer  dreiseitigen  Pyramide. 

O. 

NiKWENGLOwsKi.     ifitudc  sur  la  sphfere.    Nouv.  Ann.  (2)  IX. 

26-30.  1870. 

Die^  in  der  Note  behandelten  Sätze  betreffen  sphärische 
Curven,  dann  deren  reciproke*Curven  und  ebene  Curven,  welche 
man  als  besondere  Projectionen  der  sphärischen  ansehen  kann. 
Anwendungen  auf  das  sphärische  Dreieck  werden  gemacht 
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J.  Neuberg.     Theorie  des  indices  des  poirits,  des  droites 
et    des    plans    par    rapport  k  une  surface  du  second 

ordre.     Nouv.  Ann.  (2)  IX.  317.  1870. 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  A  eine  Gerade,  welche  eine 

Oberfläche  zweiter   Ordnung  in   den  Punkten  M  und  M*  triflFt; 

desgleichen  durch   einen  anderen  Punkt  B  eine  Gerade,   deren 

AM  AM* 
Schnittpunkte  mit  der  Oberfläche  JVund  iV'  sind;  so  ist        ' 

eine  constante  Grösse,  wenn  beide  Geraden  parallel  bleiben, 
welche  Sichtung  sie  sonst  auch  haben  mögen.  Auf  diesen  von 
Newton  gegebenen  Satz  stützt  sich  die  Definition  der  Indices. 
Ist  nämlich  B  ein  für  alle  Mal  fest  angenommen,  so  hängt 

AM, AM' 
BN.  BW 

nar  von  der  Lage  des  Punktes  A  ab.  Zu  dem  festen  Punkte  B 
bestimmt  man  nun  den  Mittelpunkt  0  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  und  nennt  die  Grösse 

_     AM. AM' 

den  Index  des  Punktes  A.  Der  Iudex  ist  negativ  oder  positiv, 
je  nachdem  A  und  0  demselben  Gebiete  der  Oberfläche  ange- 
hören oder  nicht;  für  einen  Punkt  der  Oberfläche  ist  der  Index 
gleich  Null ,  für  den  Mittelpunkt  gleich  der  negativen  Einheit. 
Der  Verfasser  entwickelt  nun  den  Ausdi-uck  fllr  den  Index  eines 
Punktes,  wenn  die  Gleichung  der  Oberfläche  in  allgemeinen 
Gartesischen  oder  tctraedrischen  Coordinaten  gegeben  ist,  trans- 
formirt  diesen  Ausdruck,  indem  er  die  Gerade  durch  0  gehen 

AA' 
lässt,  wodurch  Ja  =  —  jrjf  wird,  wenn  A*  der  Durchschnitt  von 

OA  mit  der  Polarebene  des  Punktes  A,  und  knüpft  hieran 
verschiedene  Sätze.  Hierauf  wird  der  Index  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  definirt  als  der  Quotient 
aas  dem  Quadrate  der  Halbsehne,  die  durch  diese  Gerade  be- 
stimmt ist,  und  der  vierten  Potenz  des  der  Geraden  parallelen 
Halbmessers.  Ferner  ist  der  Index  einer  Ebene  das  Product 
ihrer  Abstände  von  ihrem  Pol  und  dem  Mittelpunkt  der  Fläche, 
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Es  werden  nun  viele  Belationen  unter  diesen  Indices  entwickelt, 
welche  dadurch  von  Wichtigkeit  sind,  dass  gewisse  Functionen 
(Covarianten  und  Coutravarianten),  denen  man  oft  in  der  Rech- 
nung begegnet,  hierbei  eine  geometrische  Bedeutung  erlangen. 

Mz. 

F.  W.  Newman.      Oll    the  curvature  of  surfaces  of  the 

second   degree.     Rep.  Brlt.  Ass.  1869.  Mondes  1870.  XXL  41S.  (2) 

Csy. 

W.  Walton.     On  a  property  of  surfaces  of  the  second 

degree.     Quart.  J.  X.  167-170.  1869. 

Die  Arbeit  ist  eine  Berichtigung  einer  Abhandlung 
von  M.  Terquem  (Liouville  J.  IV.  p.  241).  Terquem  giebt  den 
Satz,  dass  der  Ort  der  Punkte,  für  den  die  Summe  der  Normalen, 
die  von  ihm  aus  an  eine  Fläche  zweiten  Grades  gezogen  werden 
können,  constant  ist,  eine  concentriscbe  Fläche  zweiter  Ordnung 
ist,  deren  Axen  der  Richtung  nach  mit  denen  der  gegebenen 
Fläche  zusammenfallen.  Der  Satz  selbst  ist  wahr,  die  von 
Terquem  gegebene  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  aber  ist  un- 
richtig. He. 

HousEL.     Axes  des  surfaces  du  2°»®  degrd  obtenues  par 
uue  spliöre  concentrique.    Nouv.  Add.  (2)  VIIL  260-265.  1869. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  mit  Hilfe  einer  der  Fläche  zweiten 
Grades  conceutrischen  Kugel  eine  kubische  Gleichung  aufstellen 
kann,  deren  Wurzeln  den  reciproken  Werthen  der  Quadrate  der 
Ualbaxen  der  Fläche  zweiten  Grades  proportional  sind.  Am 
Schluss  werden  noch  Beziehungen  zwischen  den  Axen  und  den 
conjugirten  Durchmessern  hergeleitet.  T. 

P.  C.  V.  Hansen.     Nogle    Sätninger    cm   Flademe  af 

ander  Orden.  Tychsen  Tideskr.  (2)  VI.  97.  1870. 

Volumen  und  Schwerpunkt  eines  von  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  und  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzten  Körpers 
wird  auf  elementarem  Wege  bestimmt;  die  Dimensioneii  des 
Körpers  müssen  natürlich  endlich  sein.  Hn.  (Wn.) 
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F.  Unferdinger.     Kubatur  der  Segmente  und  Scliicliten- 
räume  in  Flächen  zweiter  Ordnung.  Wien.  Ber.  Lx.  631-667. 

1869. 

Der  bekannte  Satz,  dass  Segmente  und  Schicbtenräume 
zwischen  parallelen  Ebenen  in  zwei  beliebigen  Flächen  zweiten 
Grades  ftlr  jede  Richtung  der  Ebenen  und  jedes  Axenverhältniss 
proportionirt  sind,  wofern  nur  die  Grenzebenen  ihre  conjugirten 
Darchmesser  proportional  theilen,  und  die  zwei  Flächen  der- 
selben Art  angehören,  d.  h.  beide  Ellipsoide  oder  beide  ein- 
schalige, beide  zweischalige  Hyperboloide  sind  —  ein  Satz  der 
durch  leichte  Betrachtung  aus  den  Eigenschaften  der  conjugirten 
Durchmesser  hervorgebt  —  wird  hier  in  viele  einzelne  Sätze 
zerspalten,  und  für  jeden  Specialfall  besonders  ausführlich  be- 
wiesen. H. 

G.  Bauer.     Von  den  Kreisschuitten  der  Flüchen  zweiter 

Ordnung.     Borchardt  J.  LXXI.  46-52   1870. 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  durch  eine  beliebige  Ebene 
geschnitten,  giebt  als  Schnittcurve  einen  Kegelschnitt;  damit 
dieser  Kegelschnitt  ein  Kreis  werde,  muss  die  Discriminante  der 
quadratischen  Gleichung,  von  welcher  die  Axen  der  Schnittcurve 
abhängen,  verschwinden.  Durch  Herrn  Hesse  ist  diese  Discri- 
minante als  Summe  von  10,  7,  6  oder  5  Quadraten  (Borchardt 
J.  LX.  305)  und  durch  Herrn  Henrici  als  Summe  von  2  Qua- 
draten (Borchardt  J.  LXIV.  187)  dargestellt  worden.  In  der 
oben  bezeichneten  Arbeit  giebt  der  Herr  Verfasser  eine  andere 
Zerlegung  der  .Discriminante  in  Quadrate,  und  diese  Zerlegung 
ist  so  beschaffen,  dass  sie  die  Bedingungen  des  Verschwindens 
der  Discriminante,  also  die  Bedingungen  der  Kreisschnitte,  in 
einfacher  Form  giebt. 

Stellt 

ax*-{'by*+ci'+2lyi+2mzx-\-2nxy-\-2px-\-2qy-\-2ri'\-d  =  0 

die  Gleichung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  und: 

ax '\-  ßy '\- yz  •{- S  =  0 
die    Gleichung  der   schneidenden  Ebene   dar,   bezeichnet  man 
ferner  durch  J  die  Determinante: 
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a  n  m  a 

n  b  l  ß 

m  l  c  y 

a  ß  y  0 

durch  Ja,  ^h,  Jr,  ^h  "*  ^^^  partiellen  Ableitungen  von  J  naeh 
a,  b,  c,  I,  .. .,  so  wird  die  Discriminante 

und  als  Bedingung  für  ihr  Verschwinden  erhält  man  schliesslich: 

a.Ji  ^  ß.J^  =  r-^n- 
Für  den  Fall,  dass  o,  ß  oder  y  =:0  ist,  dass  also  eine  der  Co- 
ordinatenaxen   in   einem  Kreisschnitt  der  Fläche   liegt,  mttssen 
noch  beziehungsweise 

mß—ny  =  0  oder  la—ny  =  0  oder  la—mß  =  0 
sein,  und    es    müssen   die    Coefficienten    der   Flächengleichong 
respect.  den  Gleichungen : 

•  (a-6)m'+(a-c)n*+2/mn  =  0, 
oder 

(6-a)/»  +  (6-c)n'+2/mn  =  0, 
oder 

(c— a)  r  +  (c— 6)»i'-|-2/mii  =  0 
genügen.  T. 

L.  Saltel.     Note  sur  la  deterinination  des  foyers  d'une 
section  plane  dans  iine  surface  de  second  ordre.  Nonv. 

Ann.  (2)  IX.  4G3-469.  1870. 

Aus  der  allgemeinen  Definition  der  Brennpunkte  folgt,  dass 
ein  Punkt  einer  Ebene  Brennpunkt  für  die  Schuittcurve  derselben 
mit  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist,  wenn  der  durch  diesen 
Punkt  gelegte  Tangentenkegel  von  der  Ebene  in  einem  Kreise 
vom  Radius  Null  geschnitten  wird,  wenn  also  die  Ebene  f&r 
den  Tangcntenkegel  die  Richtung  der  Kreisschnitte  bat  Die 
hierauf  gegründete  Rechnung  führt  zu  Formeln,  welehe  zur 
Lösung  zweier  Aufgaben  angewendet  werden,  n&mlich  sur  Be- 
stimmung des  Ortes  der  Brennpunkte  der  Gentralschnitte  and 
derjenigen  Schnitte,  welche  einer  Axe  parallel  sind. 

Sobz. 
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Laguerre.    Sur  une  formale  relative  aux  courbes  trac^es 
sur  les  surfaces  du  second  ordre.    Nouv.  Add.  (2)  IX.  5-12. 

1870. 

Der  Verfasser  erinnert  zunächst  an  folgenden  Satz:  Sind 
zwei  Punkte  Ä  und  B  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  gegeben, 
und  zieht  man  in  diesen  beiden  Punkten  die  Normalen  an  die 
Fläche,  welche  irgend  eine  Symmetrieebene  derselben  resp.  in 
a  und  b  treffen,  so  geht  diejenige  Ebene,  welche  senkrecht  zur 
Geraden  AB  durch  deren  Mitte  gelegt  ist,  auch  durch  die  Mitte 
der  Geraden  cA.  Man  kann  daher  auch  sagen:  Die  Projectionen 
der  Normalen  Aa  und  Bb  auf  die  Sehne  AB  sind  gleich  und 
Yon  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Bezeichnet  man  also  mit 
N  und  N'  die  Längen  der  beiden  Normalen,  mit  V  und  V  die 
Winkel,  welche  sie  mit  der  Sehne  bilden,  so  ist: 

JV;  __  _  cosF 
JV  ""  cosF'' 
Der  Verfasser  betrachtet  nun  eine  Curve  C  auf  der  Fläche  2***" 
Grades;  M  und  Jtf'  seien  zwei  unendlich  nahe  Punkte  von  C; 
ist  nun  N  die  Normale  in  M,  so  wird  N-\-dN  diejenige  in  M'- 
Bein;  es  sei  nun  g  der  Krümmungsradius  von  C,  dtj  der  Tor- 
sionswinkel, ferner  w  das  Complement  desjenigen  Winkels,  wel- 
chen die  Normale  zur  Fläche  mit  der  Hauptnormale  von  C  bildet 
(alles  dies  in  dem  betrachteten  Punkte  M),  so  findet  der  Ver- 
fasser folgende  Relation: 

drj 


^^,.««s  _   r^^/- 


-sino»  =  C-^    ^°g^    X  const. 
und  knüpft  hieran  noch  einige  Folgerungen.  Mz. 

L.  Painvin.     Discussion    de  rintersection  de   deux  sur- 
faces du  second   ordre.    Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  49.  1869. 

Es  ist  dies  die  Fortsetzung  einer  bereits  früher  besprochenen 
Arbeit  (siehe  Fortsehr.  d.  M.  I.  242).  Dort  wurde  eine  Gleichung 
vierten  Grades  entwickelt,  deren  Wurzeln  l  den  vier  Kegeln" 
entsprachen,  welche  durch  den  Durchschnitt  zweier  Oberflächen 
zweiten  Grades  gelegt  werden  können.  .  Es  werden  nun  noch 
lolgende  Fälle  behandelt: 
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1)  die  Gleichung  in  l  habe  drei  gleiche  Wurzeln, 

2)  sie  habe  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln, 

3)  sie  habe  vier  gleiche  Wurzeln, 

4)  ihre  Wurzeln  seien  zum  Theil  Null  oder  unendlich. 

Die  Resultate  sind  so  ausgedehnt,  dass  sie  in  der  Abhand- 
lung selbst  nachgesehen  werden  müssen.  Zum  Schlüsse  werden 
noch  die  unendlich  entfernten  Zweige  der  Durchschnittscurve 
betrachtet.  Mz. 

H.  M.  Jeffery.     On  conicoids  referred  to  quadriplanar 

coordinates.     Quart.  J.  X.  1-22.  1869. 

Der  Verfasser  behandelt  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in 
homogenen  Punktcoordinaten,  bezogen  entweder  auf  ein  allge- 
meines Coordinaten-Tetraeder  oder  auf  ein  solches,  in  welchem 
die  gegenüberliegenden  Kanten  zu  einander  senkrecht  stehen. 

Es  werden  metrische  Relationen  der  durch  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  bestimmten  Fläche  untersucht.  Die 
Grösse  der  Axen  wird  bestimmt  und  die  Kriterien  ftlr  die  Classi- 
fication der  Flächen  werden  gegeben.  Ferner  werden  die  Be- 
dingungen gesucht,  unter  denen  die  Gleichung  ein  Hyperboloid 
repräsentirt  mit  drei  auf  einander  senkrechten  Asymptoten  uod 
Aehnliches  mehr.  He. 

C.  HiERHOLZER,     Uebcr  Kegelschnitte  im  Eaume.  Clebßcli. 

Ann.  IL  564-587.  1870. 

Nach  dem  Princip  der  Dualität  entsprechen  den  Kegel^ 
schnitten  im  Räume,  —  insofern  sie  Grenzflächen  einer  Schaar 
Oberflächen  zweiten  Grades  sind,  die  8  Tangentialebenen  und 
mit  ihnen  eine  abwickelbare  Fläche  vierten  Grades  berühren,  — 
Kegel  zweiten  Grades  als  Grenzflächen  einer  Schaar  von  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  die  durch  dieselben  8  Punkte  und 
hiermit  auch  durch  eine  Raumcurve  vierten  Grades  gehen.  Sätxe 
über  Kegel  zweiten  Grades  lassen  sich  daher  in  entsprechende 
über  Kegelschnitte  übersetzen.  Der  Verfasser  behandelt  nun  ia 
vorliegender  Arbeit  Kegel  (2'«'  Ordnung)  und  ttberUlast  dem 
Leser  die  Uebertragung  der  gefundenen  Resultate  auf  KtgA- 
schnitte.    Der  Inhalt  dieser  an  Resultaten  reichen  Abbandlmif 
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die  Bestimmung  des  Ortes  des  Eegelmittelpunkts,  wenn  6 
er  7  Stticke  (meistens  Tangenten)  gegeben  sind;  femer  die 
(Stimmung  der  Anzahl  von  Kegeln,  die  gewissen  8  Bedingungen 
nügen.    Die  Methode  ist  analytisch.  Mz. 

.  Ennepkr.     Ueber  ein  Problenoi  der  sphärischen  Geo- 
metrie.   Schlömilch  Z.  XIV.  147-152.  1869. 

Der  Verf.  leitet  die  Relation  her  zwischen  den  Elementen 
reier  sphärischen  Ellipsen,  von  denen  die  eine  einem  unregel- 
Issigen  sphärischen  Polygon  umschrieben,  die  andere  demselben 
igeschrieben  ist.  In  den  gewonnenen  Resultaten  ist  der  von 
ehelot  (Grelle  V,  250)  für  2  Kreise  behandelte  Fall  enthalten. 

M. 

Geisenheimer.       Ueber     sphärische    Kegelschnitte. 

Jeoa  1869. 

Es  werden  die  Raumcurven  untersucht,  welche  entstehen, 
^im  man  einen  normalen  elliptischen  Kegel  von  einer  Kugel 
rchschneiden  lässt,  deren  Mittelpunkt  im  Scheitel  des  Kegels 
gt.  Der  Verf.  entwickelt  zunächst  gewisse  Eigenschaften  der 
härischen  Ellipse,  welche  denen  der  ebenen  in  Bezug  auf  ihre 
'ennpunkte  entsprechen,  betrachtet  dann  die  Tangente,  die 
^eulationsebene,  beweist  Sätze  über  die  den  Polaren  entsprechen- 
»n  grössten  Kreise,  untersucht  die  Normalen,  den  Krttmmungs- 
dius  und  giebt  endlich  den  Flächeninhalt  und  die  Länge  eines 
Dgens  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen.  M. 

-.  Darboux.     Memoire    sur    une    classe   de   courbes  et 
de  surfaces.   C.  R.  Lxviii.  1311-1313.  1869. 

Der  Verfasser  giebt  von  seiner  Arbeit  einen  Auszug,  wo- 
m  das  Hauptsächlichste  Folgendes  ist:  * 

Er  behandelt  diejenigen  Curven,  welche  der  Durchschnitt 
ler  Kugel  mit  einer  Fläche  zweiten  Grades  sind.  Ihre  Theorie 
hliesst.  sich  an  die  der  elliptischen  Functionen  eng  an.  Sie 
ben  4  Focalen,  welche  eben  solche  Gurven  (Gycliques,  wie  der 
Erfasser  sie  nennt)  sind.  Der  Verfasser  behandelt  ausserdem 
sjenigen  Flächen  vierten  Grades,   welche  den  unendlich  ent- 

Furtsclir.  d.  Mulü.  II.   2.  38 
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fernten  Kugelkreis  zur  Doppelliuie  haben.  Flächen  dieBcr  Art 
können  ein  dreifach  orthogonales  System  bilden,  analog  dem- 
jenigen homofocaler  Flächen  zweiten  Grades.  Die  Coordinaten 
eines  Punktes  einer  Oberfläche  dritten  Grades  lassen  sich  ein- 
fach durch  Abersche  Functionen  mit  vier  Perioden  darstellen. 
Zu  diesem  Satz  wird  der  Verfasser  durch  das  Studium  jenes 
orthogonalen  Systems  geführt.  Mz. 

M.  Roberts.     Sur  les  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoide, 

Brioschi  Ann.  (5)  III.  294-308.  1869. 

Die  Gleichung  des  EUipsoides  sei : 

es  existiren  dann  auf  dem  EUipsoide  zwei  KrUmmungsIinien,  Ton 
denen  die  eine  auf  einem  ein-,  die  andere  auf  einem  zweischaligen 
confocalen  Hyperboloide  liegt.  Der  Bogen  der  letzteren  ist  stets 
mit  Hilfe  der  elliptischen  Functionen  auszudrücken,  der  der 
ersteren  dagegen  zunächst  nur  dann,  wenn  zwischen  den  Axen 
des  EUipsoides  ein  solches  Grössenverhältniss  besteht,  dass: 

c^—ab  >  0 
ist. 

Im  zweiten  Theile  der  Arbeit  wird  dann  gezeigt,  dass  der 
Bogen  der  auf  dem  einschaligen  Hyperboloide  gelegenen  Krttm- 
roungslinie  auch  dann  noch  durch  elliptische  Functionen  ao8- 
drUckbar  ist,  wenn  die  Axen  des  EUipsoides  keiner  Bedingung 
unterworfen  sind. 

(Brioschi  Ann.  (2)  H.  15-18.  siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  139.) 

T. 

G.  ZuRRio.     SuHa    superficie    doli'  elHssoide    a  tre  assi 

inuguali.    Atti  di  Catania.  (3)  V    1870. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Formel,  welche  die  totale  Ober- 
fläche eines  EUipsoids  mit  drei  ungleichen  Axen  mittelst  el- 
liptischer Transcendenten  ausdrückt.  Dies  Problem  ist,  wie  er 
in  der  Einleitung  bemerkt,  bereits  von  Legendre,  Catalan,  Plaiia 
und  Serret  behandelt,  aber  die  Reduction  der  Doppelintegral^ 
die  die  Oberfläche  des  EUipsoids  ausdrücken,  auf  elliptisobe  b- 
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tegrale  war  bisher  immer  durch  Betraclitungen  geometrischer 
Natur  erreicht,  gleichsam  als  wenn  die  Hülfsmittel  der  Aualysis 
fbr  diese  Reduction  nicht  ausreichten.  Der  Verfasser  bedient  sich 
nur  analytischer  Mittel.  Er  erhält»  eine  Formel,  welche  ihm  zu- 
erst die  Formel  Catalan's  und  Serret's,  dann  auch  die  von  Le- 
gendre  giebt.  Sie  zeichnet  sich  vor  diesen  dadurch  aus,  das» 
sie  nicht  für  specielle  Voraussetzungen  über  die  Grösse  der  drei 
Axen  illusorisch  wird  (d.  h.  wenn  sie  gleich  sind,  wenn  es  sich 
also  um  die  Kugel  handelt).  Jg.  (0.) 

A.  Cayley.     On    the    geodesics  on  an   oblate   spheroid. 

Phil.  Mag.  XL.  320-329.  1870. 

Die  geodätischen  Linien,  welche  in  dieser  Arbeit  betrachtet 
werden,  sind  die  geodätischen  Normalen  zu  einem  gegebenen 
Meridian.  Gsy.  (0.) 

F.  JoACfliMSTHAL.    Sur  les  nombres  des  normales  reelles 
que  Ton  peut  mener  d\m  point  donn^  k  un  ellipsoide. 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  481-489.  1870. 

Es  ist  die  Uebersetzung  der  im  59****"  Bande  des  Borchardt*- 
schen  Journales  von  Joachimsthal  veröffentlichten  Abhandlung. 

Schz. 

G.  Darboüx.     Sur  les  polygones  inscrits  et  circonsciits 

k  rellipsoide.     inst.  l.  sect.  XXXVIII.  142.  1870. 

Die  angegebenen  Sätze  sind  für  das  EUipsoid  und  für  andere 
Flächen  das  Analogen  und  die  Erweiterung  der  von  Poncelet 
und  Chasles  hergeleiteten  Sätze,  welche  für  die  den  Kegelschnitten 
ein-  und  umgeschriebenen  Polygone  gelten.  T. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper  1869.    Quest.  10. 

MeBsenger  V.  55-57.  1869.. 

Die  KrUmmungscurven  eines  Paraboloids  werden  aus  der 
Gleichung  der  KrUmmungscurven  eines  Ellipsoids  bestimmt.  FQr 
das  Paraboloid  xy  =  es  sind  es  die  Schnitte  desselben  mit  dem 
System  von  Oberflächen 
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A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  11. 

Messenger  V.  57-58.  1869. 

Die  Form  der  Curve  von  constanter  Neigung  für  eine  Ober- 
fläche, wie  das  Ellipsoid,  wird  untersucht.    Für  das  Ellipsoid 

9  3  S 

—  4-l!4-—  -  1 
a'  "^  6'  "^  c'    ~ 

Hegt  die  Curve  constanter  Neigung  zur  XF-Ebene  zwischen  zwei 
abj;esonderten  Ovalen,  welche  die  Hauptschnitte  rr  =  0,  y  =  0 
in  den  Punkten  treffen,  die  gegeben  sind  durch 

—  =  -fvrCOtA,  —  =  +-ä-cotA. 

y        —  b  '  X        -~a 

GIr,   (O.) 

F.  Grelle.     Ueber    das    an   Volumen    grosseste    einem 
dreiaxigen  Ellipsoid  einbeschriebene  Tetraeder.     Schlö- 

milch  Z.  XIV.  372-375.  1869. 

Der  Herr  Verf.  geht  von  der  Gleichung 

9  9  9 

?,  +  l-  +  l,_l  =  0 
ab         c 

aus  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  des  Tetraeders 
durch  (aJoyo'^o)  ^-  s-  f-  Ist  nun  J  der  durch  diese  Coordinaten 
ausgedrückte  sechsfache  Inhalt  des  Tetraeders,  so  müssen  die 
12  partiellen  Ableitungen  von 

nach  iTg,  y^,  ...  z^  verschwinden.  Dies  giebt  12  Gleichnngeo; 
durch  Elimination  von  k^,  k^,  /r^,  k^  bleiben  dann  8,  von  draen 
aber  nur  ß  sich  als  unabhängig  erweisen.  Diese  6  Gleichnngefl 
verbunden  mit  den  4,  welche  ausdrücken,  dass  die  Punkte 
C^o  ifo  ^o)  u-  8*  ^'  ^u^  <1^^  Ellipsoid  liegen,  sind  zur  Beatimmang 
von  x^^  y^y  ...  ^3  vorhanden,  woraus  folgt,  dass  es  uncndlicli 
viele,  ihrer  Lage  nach  verschiedene,  grosseste  EUipsoidtetraeder 
giebt.  Weiterhin  wird  gezeigt,  dass  jede  der  Seitenflächen  eines 
solchen  Tetraeders  der  Berührungsebene  des  Ellipsoids  in  dem 
der  Fläche  gegenüberliegenden  Eckpunkt  parallel  ist;  und  ferner; 
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der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  ist  der  Schwerpunkt  eines  solchen 
Tetraeders.  Zum  Schluss  zeigt  der  Herr  Verf.,  dass  die  4 
elliptischen  Kegel,  deren  gemeinsame  Spitze  im  Schwerpunkt 
eines  solchen  Tetraeders  liegt  und  deren  Basen  die  Ellipsen 
sind,  worin  die  Flächen  des  Tetraeders  das  Ellipsoid  schneiden, 
gleiches  Volumen  haben.  Mz. 

P.  DE  Campoux.     Des   invariants   au  point   de  vue  des 
math^matiques  speciales.       Nouv.  Ann.  (2)  viil.  395-399.  IX. 

113-123.  1870. 

Es  wii-d  durch  lineare  Substitutionen  die  auf  die  Haupt- 
axen  bezogene  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
auf  ein  beliebiges  anderes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  mit 
demselben  Anfangspunkte  transformirt  und  durch  Elimination 
der  Coef&cienten  der  Transformationsformeln  aus  den  Gleichungen 
fUr  die  neuen  Coeflficienten  der  transformirten  Obei-flächengleichung 
die  bekannte  kubische  Gleichung  J  =  0  abgeleitet,  von  welcher 
die  Hauptaxen  abhängen.  Die  Goefficienten  dieser  Gleichung 
sind  drei  von  einander  unabhängige  Invariauten  für  diese  Trans- 
formation. Durch  geometrische  Interpretation  derselben  werden 
bekannte  Sätze  auf's  Neue  abgeleitet.  Schz. 

H.  Lemonnier.      Solution    d'une    qiiestion    g^om^trique. 

Nouv.  Ann.  (2).  IX.  532-537.  1870. 

Behandelt  ist  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Axen  eines 
Kegels  zweiten  Grades  mit  Hilfe  der  Kegelschnitte  zu  construiren, 
wenn  von  demselben  der  Scheitel  und  ein  ebener  Schnitt  gege- 
ben ist.  Auf  die  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  auch  die  zu- 
rückftlhren,  die  Axen  einer  Fläche  zweiten  Grades  zu  construiren, 
wenn  gegeben  ist  ihr  Mittelpunkt,  ein  ebener  Schnitt,  dessen 
Ebene  nicht  durch  den  Mittelpunkt  geht,  und  ein  Punkt  des 
centralen  und  dem  ersten  parallelen  Schnittes.  T. 

E.  Hill.     On  the    asymptotes  to   a  hyperbolic    section 

of  an  oblique  COne.    Messenger  V.  82-83.  1869. 

Enthält  einen  einfachen  geometrischen  Beweis  dafttr,  dass 
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die  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegels  und  parallel  zur 
Schnittebene  den  Kegel  in  Geraden  schneidet,  die  den  Asymptoten 
des  hyperbolischen  Schnittes  parallel  sind.  He. 

A.   CayleY.      A   memoir  on  Cubic  SUrfaces.  Trans,  of  London. 
CLIX.  231-326.  1869. 

Die  Arbeit  beruht  auf  der  von  Schläfli :  „On  the  distribution 
of  surfaces  of  the  third  order  into  species  in  reference  to  the 
presence  or  absence  of  singular  points  and  the  reality  of  the 
lines'^  (Trans.  CLIII.  18G3),  und  ist  gleichsam   eine  Ergänzung 
derselben.    Die  schliessliche  Eiutheilung  in  Klassen,  die  von  der 
Realität  der  Linien  abhängt,  ist  vernachlässigt  und  nur  die  Eio- 
theilung  in  22  oder  (nach  des  Verf.'s  Zählung)  in  23  Fälle,  be- 
obachtet, je  nach  der  Natur  der  Singularitäten.    Bei  der  ganzen 
Untersuchung    sind    diejenigen    Gesichtspunkte    berücksichtigt, 
welche  die  Theorie  der  Reciprocalflächen  liefert,    Seite  235  findet 
sich  eine  Tabelle  der  Singularitäten  in  den  23  Fällen. 

Cly.  (M.) 

• 

A.  Sartiaüx.    Note  sur  les  surfaces  du  troisifeme  ordre. 

Nouv.  ADD.  (2)  VIII.  323.  1869. 

Wenn  unter  den  achtzehn  Durchschnittspunkten  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  mit  den  sechs  Kanten  eines  Tetraeders,  sechs, 
deren  jeder  auf  einer  der  Kanten  liegt,  in  derselben  Ebene 
liegen,  so  liegen  die  zwölf  übrigen  in  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung. 

Diese  und  ähnliche  Eigenschaften  der  Flächen  dritter  Ord- 
nung beweist  der  Verfasser  mit  Hülfe  tetraedrischer  Coordinaten 
und  gelangt  zu  folgenden  Resultaten: 

Wenn  die  sechs  Kanten  eines  Tetraeders  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  osculiren  (dreipunktig  berühren),  so  liegen  die  sechs 
Berührungspunkte  in  einer  Ebene.  Ist  die  Gleichung  dies^ 
Ebene  «?  =  0  und  die  der  Tetraederflächen  a?  =  0,  y  =  0,  »  =  0, 
( ==  0,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche  dritter  Ordnung  darstell- 
bar in  der  Form: 

deren  geometrische  Deutung  sich  leicht  ergiebt.    Da  diese  Glei- 
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hang  neuDKehn  willkttrliche  Constante  enthält,  schliesst  der 
Verfasser,  dass  die  Eigenschaft,  von  den  sechs  Kanten  eines 
Tetraeders  osculirt  zu  werden,  allen  Flächen  dritter  Ordnung 
;akommt,  und  beweist  schliesslich  von  der  Gleichung  1.  aus- 
l^ehend  den  Satz,  dass  die  sechs  Osculationspunkte  in  der  Wen- 
longseurye  der  Fläche  liegen,  dass  also  in  ihnen  das  Ertlm- 
dongsmass  =  0  ist.  A. 

5.  Weyr.  Ueber  den  perspectivischen  Zusauimeiihang 
der  ßaumcurven  dritter  Ordnung  mit  den  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  vierter  Classe,  und  jener 
dritter  Classe  vierter  Ordnung.    Prag.  Der.  1869.  22-28. 

Der  Verfasser  erinnert  zuerst  an  die  Bedeutung  der  Pro- 
iectionsmethode  als  Hilfsmittel  zur  Auffindung  neuer  Sätze,  giebt 
alsdann  die  Fundamentaleigenschaften  der  Rauracurven  dritter 
Ordnung  an,  —  und  geht  dann  zur  Betrachtung  des  Kegels  über, 
ler  von  allen  Geraden,  welche  einen  beliebigen  Punkt  des 
Raumes  mit  sämmtlichen  Punkten  der  Kaumcurve  verbinden, 
:ebildet  wird.  Dieser  Kegel  ist  von  dritter  Ordnung,  aber  nur 
OH  vierter  Klasse,  da  er  eine  Doppelkante  hat,  nämlich  die  eine 
urch  den  angenommenen  Punkt  des  Raumes  gehende  Secante 
er  Kaumcurve.  Schneidet  man  diesen  Kegel  durch  eine  be- 
iebige  Ebene,  so  erhält  man  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung 
^ud  vierter  Classe.  Der  Kegel  und  die  ebene  Curve  werden 
'ann  näher  besprochen.  Zum  Schluss  deutet  der  Verfasser  noch 
'ie  reciproke  Betrachtungsweise  an.  Schneidet  man  die.  deve- 
^ppable  Fläche  der  Raumcurve  durch  eine  beliebige  Ebene,  so 
't^hält  man  eine  Raumcurve  dritter  Classe  mit  einer  Doppeltan- 
r^nte,  also  von  der  vierten  Ordnung.  Mz. 

r.  J.  Sylvester.  On  Prof.  Ch.  Wiener's  stereoscopic  repre- 
sentation  of  the  cubic  eikosi-heptagram  of  Dr.  Salmon. 

Rep.  Brit.  Ass.  1869/70. 

Csy. 
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Chr.  Wiener.  Stereoscopische  Photographien  des  Mo- 
delles  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  27  reellen 
Geraden.     Mit  erläuterndem  Texte.     Leipzig. Teubner  1869. 

Das  61  wähnte  Modell  ist  von  dem  Herrn  Verfasser  auf  An- 
regung des  Herrn  Clebsch  construirt  und  in  Gypsabgtissen  durch 
ihn  zu  beziehen.  Die  Photographien  zeigen  zwei  stereoscopische 
Ansichten  und  sind  wohl  geeignet,  eine  Vorstellung  von  der  Ge- 
staltung der  Fläche  zu  geben.  Die  in  wenigen  Seiten  zusammen- 
gefassten  Erläuterungen  beziehen  sich  auf  die  Construetion  des 
Modelles,  namentlich  der  27  Geraden,  nach  Salmon,  und  erzeu- 
gender Kegelschnitte,  welche  letztere  Aufgabe  darauf  zurückge- 
führt ist,  eine  Gerade  zu  construircn,  welche  vier  gegebene  sich 
nicht  schneidende  Gerade  trifft.  A. 

L.  Cremona.     Sülle    27    rette    di  uua  supei-ficie   del  3" 

Ordine.     Rend.  d.  ist.  Lomb.  (2)  III.  1870. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  55  doppelt  berührenden  Ebenen 
einer  allgemeinen  Oberfläche  dritter  Ordnung  40  bilden, 
welche  durch  ihre  Eigenschaften  den  Wurzeln  der  Gleichung 
vom  40**""  Grade  entsprechen,  welche  sich  bei  der  Oreitheiinng 
der  hyperelliptischen  Functionen  mit  4  Perioden  darbietet 

Jg-  (0.) 
A.  Cayley.     On   the   double-sixers  of  a  ciibic  surface. 

Quart.  J.  X.  58-71.  1869. 

• 

Der  Herr  Verfasser  untersucht  in  dieser  Arbeit  die  Relationen, 
welche  solche  12  unter  den  27  Geraden  einer  Oberfläche  dritter 
Ordnung  verbinden,  die  ein  Doppelsechsseit  bilden.  Sechs  der 
Geraden  werden  angenommen  und  dann  die  Gleichungen  der 
übrigen  bestimmt.  Zum  Schluss  wird  ein  Zahlenbeispiel  gegeben 
fär  die  Gleichungen  von  12  solchen  Geraden  nebst  einer  TiU)elle, 
enthaltend  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte.  Es  wird  jedoch 
bemerkt,  dass  flir  die  gewählten  Verhältnisse  mehrere  der  Geraden 
zu  nahe  zusammen  kommen,  um  eine  passende  Grundlage  für 
Zeichnung  oder  Modell  zu  bilden.  He. 
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C.  Jordan.     Sur   la  trisection   des  fonctions  abdlieniies 
et  sur  les  vingt-sept  droites  des  surfaces  du  ti-oisifeme 

ordre.    0.  R.  LXVIII.  865-869.  1869. 

C.  Jordan,     Sur  une  nouvelle  combinaison  des  27  droites 
d'une  surface  du  troisifeine  ordre.    C  R.  Lxx.  326-328. 1870. 

C.  Jordan.     Sur  T^quation   aux  vingt-sept  droites   des 
surfaces  du  troisifeme  degrd.      Liouviiie  J.  (2)  xiv.  147-166. 

1869. 
Siehe  Abschnitt  II.  Cap.  1.  (Nachtrag)  p.  274. 

G.  Wkihrich.     Einige  Sätze  über  die  Eaumcurve  dritter 
Ordnung  und  die  abwickelbare  Fläche  dritter  Klasse. 

Pr.  Alzei  1869. 

Die  genannten  Gebilde  werden  auf  analytischem  Wege  in 
zwei  parallel  laufenden  Eutwickelungen  untersucht,  und  es  wird 
insbesondere  die  Identität  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  mit 
der  Gratlinie  der  abwickelbaren  Fläche  dritter  Klasse  nachge- 
wiesen; alsdann  werden  die  Kegel,  welche  sich  durch  die  Raum- 
curve legen  lassen,  und  die  ebenen  Schnitte  der  abwickelbaren 
Fläche  untersucht.  Die  Rechnung  ist  sehr  ausflihrlich,  doch 
übersichtlich. 

Neue  Resultate  enthält  die  Arbeit  nicht.  A. 

R.  Townsend.     On  tlie  nodal  concs  of  quadrinodal  cu- 
bics    and    the    zomal    conics    of  tetrazomal  quartics. 

Quart.  J.  X.  264-283.  1869. 

Eine  Untersuchung,  betreflFend  die  Fläche  dritter  Ordnung 
mit  vier  Knotenpunkten  und  deren  reciproke  Polare,  die  Steiner*- 
scbe  Fläche.  Unter  A,  B,  C,  D  homogene  Puukt-Coordinaten 
verstanden,  kann  man  diesen  Flächen  bez.  folgende  Gleichungen 
ertbeilen: 

An  diese  Gleichungen  knüpft  der  Verfasser  seine  Discussion  an 
und  leitet  aus  ihnen  mit  grosser  Leichtigkeit  viele  der  bekannten 
Eigenschaften  der  beiden  Flächen  her.  (Die  Bezeichnung  der 
Steiner'schen  Fläche  als  tetrazomal  quartie  bezieht  sich  auf  die 
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vorstehende  Gleichungsform  derselben  und  auf  eine  von  Herrn 
Cayley  angewandte  Terminologie.  Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  165). 

Kln. 

M.  Gardiner.  Properties  of  quadrics  having  common 
iiiterscctions ,  and  of  quadrics  inscribed  in  the  same 
developpable  (being  an  extension  of   cliapter  XVI.  of 

Chasles'   COnics).     Quart.  J.  X.  132-147.  1869. 

Die  Arbeit  enthält  eine  Reihe  Theoreme,  die  Abschnitte  be- 
treffend, welche  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  gemeinschaft- 
licher SchuittcuiTC  auf  einer  Geraden  bestimmen,  und  die  reci- 
proken  Theoreme  fiir  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  derselben 
abwickelbaren  Fläche  eingeschrieben  sind.  He. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.   1870.  QuestionS. 

Messeuger  V.  190-191.  1870. 

Eine    Oberfläche    3*^"   Grades   hat    höchstens    4   conische 
Punkte  und  eine  4**""  Grades  höchstens  16  conische  Punkte. 

Glr.  (0.) 


D.    Andere  speciclle  ßaumgebilde. 
H.  Durrande.     Note  sur  les  surfaces  du  quatrifeme  ordre. 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  410-417.  1870. 

Der  Verfasser  definirt  nach  einigen  einleitenden  Worten  die 
Flächen  vierter  Ordnung  folgendeimassen :  Es  seien  5  =  0, 
S^  =0  die  Gleichungen  zweier  Flächen  2**"  Grades,  dann  ist 
S— AS,  =  0  (wo  k  unbestimmt)  die  Gleichung  des  FlÄchen- 
büschels,  das  durch  die  Curve  S  =  0,  S,  =  0  hindurchgdit. 
Ebenso  sei  2—(x2^  ein  zweites  Flächenbüschel.  Sind  nun  die 
Parameter  A  und  (a  durch  die  homographische  Kelation  Ter- 
bunden 

AXii  +  BX  +  CiA  +  D  =  0, 

80  entspricht  jeder  Fläche  des  ersten  BttscheUi  einCi   und  oor 
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e  des  zweiten.    Eliminirt  man  aus  der  letzten  GleichuDg  und 
a  beiden 

S^IS,  =0,        -S-^-S^  =0 
\  Grössen  A  und  /tt,  so  kommt: 

ÄSU+BSS^  +  CS.H  +  DS,!;,  =  0, 
)  Gleichung  einer  Fläche  vierten  Grades,   welche  durch   die 
iden  Curven  (S,  S^)  und  (2, 1!^)  (die  Basen  der  Büschel)  hin- 
rehgeht. 

Hat  man  also  zwei  homographische  Büschel  von  Flächen 
"  Grades,  so  ist  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  entsprechen- 
ir  Flächen  eine  Fläche  4**^''  Ordnung,  die  durch  die  Basen  der 
Ischel  geht. 

Die  Gleichung  zwischen  A  und  ^  kann  nun  vereinfacht  wer- 
n.  Lässt  man  S  und  2  sich  entsprechen ;  und  ebenso  £>,,  2S^^ 
müssen  l  und  fi  gleichzeitig  Null  und  Unendlich  werden, 
e  Gleichung  wird  dann  X-^-kfi  =  0.  Entspricht  aber  S  der 
&che  £^  und  S^  derjenigen  Hj  so  ergiebt  eine  ähnliche  Be- 
chtung :  A/u  -f  ft  =  0.  Daher  hat  man  folgende  beide  Formen 
r  Gleichung  jener  Fläche  4'**"  Grades: 

SS^  +  kS^2  =  0    und    SS+kS^Ü,  =  0. 
ide  Formen  lassen    eine  doppelte  Erzeugungsart  der  Fläche 
*•  Grades  durch  Raumcurven  4*^'  Ordnung  erkennen.    Es  wer- 
a  nun  folgende  Fälle  behandelt: 

I.  «Tedes  Büschel  besteht  aus  Flächen,  von  denen  eine  alle 
rigen  doppelt  berührt. 

II.  Beide  Büschel  bestehen  aus  Flächen,  die  eine  ebene 
trtthrungscurve  gemein  haben. 

III.  Eins  der  Büschel  besteht  aus  homothetischcn  Flächen; 
L  ihre  ebene  Berührungscurve  liegt  im  Unendlichen.  Sind 
ide  Büschel  faomothetisch ,  so  wird  die  Fläche  vom  dritten 
ade. 

IV.  Die  Büschel  sind  Kugelbüschel. 

Bekanntere  Flächen,  wie  die  Wellenfläche  von  Fresnel,  die 
aUagmatischen  Flächen  von  Moutard,  der  Torus,  die  Cyclide 
ten  bei  dieser  Discussion  als  besondere  Fälle  auf. 

Mz. 
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A.  Cayley,     On  the  quai-tic  surface  (+)(t/,  K,  Wf==0. 

Quart.  J.  X.  24-34.  1869. 

Der  Verfasser  untersucht  diejenigen  Oberflächen  4*"  Ord- 
nung, die  in  der  Gleichung  (+)(l^,  V,  Wy  =  0  enthalten  sind,  wo 
U,  F,  ,)V  quadratische  Functionen  der  Coordinaten  bedeuten. 
Die  8  Durchschnittspunkte  der  Flächen 

[7=0,         F=0,        W  =0 

sind  Knotenpunkte  der  Fläche.  Da  jedoch  8  beliebig  gewählte 
Punkte  nicht  Schnittpunkte  dreier  Flächen  zweiter  Ordnung  «nd, 
so  folgt,  dass  diese  Flächen  nicht  die  allgemeinsten  Flächen 
4**^'  Ordnung  mit  8  Knotenpunkten  sind. 

Der  Herr  Verfasser  ist  jedoch  der  Meinung,  dass  in  obiger  Glei- 
chung alle  Flächen  dieser  Art  enthalten  sind,  deren  8  Knoten- 
punkte die  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
sind,  und  ferner,  dass  man  durch  Particularisiren  irgend  eine 
grössere  Anzahl  von  Knotenpunkten  (bis  zu  16,  die  grösstmög- 
lichste  Zahl  für  Flächen  zweiter  Ordnung)  erhalten  kann. 

Setzt  man  für  U,  V,  W  lineare  Functionen  derselben,  so  kann 
man  die  Form  der  Gleichung  wie  die  eines  Kegelschnitts  ver- 
einfachen und  z.  B.  auf  die  Form 

V'-UW  =  0 

bringen,  welche  vollständig  allgemein  ist.  In  dieser  Form  wer- 
den diejenigen  Fälle  untersucht,  wo  U  und  W  in  Ebenenpaare 
zerfallen. 

Sind  P  und  0  lineare  Functionen  der  Coordinaten,  so  giebt 

V'-P'Q  =  0 

die  allgemeinste  Fläche  mit  einer  Bückkehrcurve  2**'  Ordnung 
und  diese  kann  ferner  so  particularisirt  werden,  dass  noch  ein 
Knotenpunkt  hinzutritt.    Ebenso  ist 

die  allgemeinste  Fläche  mit  einem  KegeUichnitt  als  Doppelcorve, 
die  keinen  weiteren  Doppelpunkt  enthält.  Durch  Particularisiren 
kann  man  noch  1,  2,  3  oder  4  Knotenpunkte  erhalten,  und  mehr 
sind  nicht  möglich.  Die  Bestimmung  der  Constanten  wird  flir 
alle  diese  Fälle  durchgeführt.  He. 
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A.  Catlst.     On  the  quartic  surfaces  {+){U,  V,  Wy=0. 

Quart  J.  XL  35.  1870. 

Fortsetzung  der  obigen  Arbeit.  Hier  werden  solche  Flächen 
betrachtet,  welche  reciprok  sind  zu  1)  dem  parabolischen  Ringe 
vom  6*"  Grade,  2)  dem  elliptischen  Ringe  vom  8'*"^  Grade, 
3)  der  Fläche,  welche  der  Ort  der  Hauptkrüramungsmittelpunkte 
eines  Paraboloids  ist,  vom  9'**"  Grade,  4)  der  Parallelfläche  eines 
Paraboloids  vom  10''"  Grade,  5)  der  UmhUllungsfläche  von 
Ebenen,  die  zu  Radien  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Ellipsoids  in 
deren  Endpunkten  senkrecht  sind,  vom  10"""  Grade,  6)  der  Fläche, 
auf  welcher  die  Hauptkrümmungsmittelpunkte  eines  Ellipsoids 
liegen,  vom  12**""  Grade,  7)  der  Parallelfläche  eines  Ellipsoids 
vom  12**"  Grade.  Die  Reciprocität  wird  durch  die  imaginäre 
Kugel  a?*-f-y'-f-»'+tr'  =  0  hervorgebracht.  Am  Schlüsse  wird 
noch  der  allgemeine  Torus,  d.  i.  die  Fläche,  welche  ein  Kegel- 
schnitt erzeugt,  der  sich  um  irgend  eine  Gerade  des  Raumes 
dreht,  betrachtet.  Mz. 

L.  Cremona.      Sülle  superficie   gobbe   di   quarto  gi-ado. 

Mem.  di  Bologna.  (2)  VUI.  1869. 

Der  Zweck  dieser  interessanten  Abhandlung  ist  die  Be- 
stimmung der  verschiedenen  Arten  der  windschiefen  Flächen 
4ien  Grades.  Herr  Cayley  hat  schon  in  seinem  „Second  memoir 
on  skew  surfaces  otherwise  scroUs"  (Philos.  Trans.  1864)  eine 
ähnliche  Untersuchung  angestellt  und  8  Arten  solcher  Flächen 
bestimmt,  ohne  jedoch  den  Weg  anzugeben,  der  ihn  zu  diesem 
Resultate  geführt,  und  ohne  zu  beweisen,  dass  dies  die  einzig 
möglichen  seien,  wenn  er  auch  versichert,  keine  anderen  gefunden 
zu  haben.  Herr  Cremona  nimmt  zur  Charakteristik  der  Arten 
die  simultane  Betrachtung  der  Doppelcurvcn  und  der  Envcloppe 
der  doppelt  berührenden  Ebenen.  Er  theilt  die  Oberflächen  in 
zwei  Gattungen,  je  nachdem  sie  zur  Gattung  0  oder  1  gehören. 
Er  erhält  dabei  nicht  nur  die  8  von  Herrn  Cayley  gefundenen  Arten, 
sondern  auch  noch  4  andere,  die  zur  Gattung  0  gehören.  Von 
diesen  neuen  Arten,  die  der  Verf.  als  V%  3'%  4*%  8*^  bezeichnet, 
ist  die  erste  eine  windschiefe  Fläche  4'**"  Grades,  deren  Doppel- 
curve  eine  cubische  Raumcurve  und  deren  Envcloppe  der  doppelt 
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berllhvenden  Ebenen  eine  Enveloppe  der  dritten  Classe  ist;  die 
3*^  eine  windschiefe  Fläche  4'**"  Grades,  mit  einer  dreifaehen 
Geraden  einerseits  und  einer  Geraden  und  einem  Quadrikegel 
andrerseits;  die  4""  eine  Fläche  mit  einem  Doppelkegel  und  einer 
in  einem  Punkte  zweifach  schneidenden  Geraden  einerseits  und 
einer  Geraden,  betrachtet  als  Enveloppe  der  dreifach  berühren- 
den Ebenen  andererseits;  die  8*^  endlich  eine  Fläche  mit  einer 
dreifachen  Geraden  einerseits  und  einer  wirklichen  EoTeloppe 
der  dritten  Classe  andererseits.  Was  die  Erzeugung  dieser  und 
der  andern  8  Arten  der  Flächen  betriffl,  so  verweisen  wir  mf 
die  Abhandlung  selbst,  der  der  Verfasser  eine  Tabelle  beigefügt 
hat,  die  übersichtlich  die  vollständige  Classification  der  wind- 
schiefen Flächen  vierten  Grades  darlegt.  Wir  bemerken  nur 
noch,  dass  die  3***  und  4'^  Art  untereinander  reciprok  sind, 
während  die  7^^  und  8'^  jede  der  andern  und  sich  selbst 
reciprok  ist.  Jg.  (0.) 

A.  Cayley.     On   the  geometrical    Interpretation   of  the 
covariants  of  a  biuary  cubic.    Qnart.  J.  X.  148-149.  1869. 

Betrachtet  man  in  den  cubischen  Formen 

U  =  (abcd)(x,  yyuy 
die  Coefficienten  abcd  als  Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume, 
X,  y  als   Parameter,   so   erhalten   die  Coordinaten  von  V  eine 
einfache  Bedeutung. 

Die  Discriminante  V  =  ^  repräsentirt  eine  abwickelbare 
Fläche  4"*'*  Ordnung. 

[7=0  ist  Tangenten  ebene  längs  einer  Geraden. 

Die  Hessc'sche  Determinante  ff  =  0  ist  die  Gleichung  eines 
Kegels  zweiter  Ordnung,  welcher  durch  die  Cuspidallinie  der 
Fläche  geht  u.  s.  w.  He. 

H.  Lemonnier.     Etüde  analytique  sur  la  cyclide,     Nonv. 

Ann.  (2)  IX.  514-527.  1870. 

Die  betrachtete  Fläche  ist  die  Einhüllende  einer  Engel, 
deren  Mittelpunkt  sich  auf  einem  Kegelschnitt  fortbewegt,  wfthrend 
ihr  Radius  proportional  dem  Abstände  des  Mittelpunktes  vod 
einer  in   der  Ebene   des  Kegelschnittes   gegebenen  Geraden  D 
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ist  Die  Gleichung  dieser  Fläche  wird  unter  der  Bedingung 
hergeleitet,  dass  die  aufeinanderfolgenden  Schnittebenen  durch 
eine  und  dieselbe  Gerade  D*  gehen.  Von  den  Geraden  D  und 
D'  gilt,  dass  immer  nur  eine  die  Fläche  schneiden  kann.  Es 
werden  dann  die  ebenen  Schnitte  der  Fläche  betrachtet,  welche 
durch  eine  der  Geraden  D  oder  D'  gehen.  Dabei  ergiebt  sich, 
dass  die  untersuchte  Fläche  auch  eine  zweite,  der  ersten  ganz 
analoge,  Erzeugung  mit  Hilfe  der  Linie  />'  statt  der  Linie  D  ge- 
stattet. Die  beiden  Systeme  von  Krümmungslinien  der  unter- 
suchten Fläche  sind  Kreise,  daraus  wird  der  Schluss  gezogen, 
dass  sie  selbst  eine  Cyclide  ist.  Die  Untersuchung  paralleler 
Cycliden  bildet  den  Schluss.  T. 

A.  Enneper.     Die  cyklischen  Flächen.     Schiömiich  z.  xiv. 

393-421.  1869. 

Als  cyklische  Flächen  werden  diejenigen  definirt,  welche 
durch  einen  Kreis  erzeugt  werden;  der  Kreiss  heisst  in  Bezug 
auf  die  erzeugte  Fläche  Generatrix.  Ein  bekanntes  Beispiel 
dieser  Flächen  ist  diejenige,  welche  durch  die  KrUmmungskreise 
der  Normalschnitte  in  einem  Punkte  einer  beliebigen  Fläche  ge- 
bildet wird.  Eine  andere  Fläche  dieser  Art  wird  dadurch  er- 
halten, dass  man  den  Mittelpunkt  der  Generatrix  auf  einer  Ge- 
raden fortrücken  lässt.  Die  Gleichungen  dieser  beiden  Arten 
von  cyklischen  Flächen  werden  entwickelt.  Die  Coordinaten 
eines  Punktes  einer  cyklischen  Fläche  lassen  sich  als  Functionen 
zweier  Veränderlichen  darstellen  und  so  wird  dann  die  allge- 
meine Gleichung  einer  cyklischen  Fläche  hergeleitet.  Diese 
Gleichung  giebt  dann  unmittelbar  die  Lösung  des  Problems,  die 
cyklische  Fläche  zu  finden,  welche  die  Eigenschaft  hat^  dass  in 
jedem  ihrer  Punkte  die  Summe  der  Hauptkrttmmungshalbmesser 
Tersch  windet. 

Bewegt  sich  eine  Kugel  mit  veränderlichem  Radius  so  fort, 
dass  ihr  Mittelpunkt  auf  einer  Curve  doppelter  Krümmung  hin- 
gleitet, dann  wird  die  Kugelfiäche  von  einer  cyklischen  Fläche 
eingehüllt,  und  eine  solche  cyklische  Fläche  besitzt  die  Eigen- 
schaft, dass  in  einem  jeden  Punkt  einer  Generatrix  einer  der 
Hauptkrümmungshalbmesser  der  cyklischen  Fläche  constant  ist. 
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Sind  die  Ebenen  der  Generatricen  einer  cyklischen  Fl&ehe 
zugleich  Krümmungsebenen  einer  Curve,  welche  auf  der  Fläche 
liegt,  und  die  Tangenten  der  Generatrix  gleichzeitig  Tangenten 
der  Curve,  dann  drücken  bestimmte  Bedingungsgleicbungen  dieae 
Eigenschaft  aus,  und  umgekehrt,  wenn  diese  Gleichungen  erftült 
sind,  sind  auch  die  Ebenen  der  Generatricen  Krttmmungsebenen 
und  ihre  Tangenten  Tangenten  einer  Curve,  welche  auf  der  cy- 
klischen  Fläche  liegt. 

Die  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche  schneiden  sich  in 
ihren  aufeinander  folgenden  Lagen  im  Allgemeinen  nicht,  ato 
wenn  sie  sich  schneiden,  dann  ist  die  cyklische  Fläche  die  Un- 
hüllungsfläche  einer  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  auf  einer  be- 
liebigen Gurve  fortrückt.  Beide  Schnittpunkte  können  auch  m- 
sammenfallen,  dann  ist  die  Tangente  der  Generatrix  gleichzeitig 
Tangente  einer  Curve,  welche  auf  der  Fläche  liegt,  die  Ebene 
der  Generatrix  ist  dann  entweder  Krümmungsebene  dieser  Gurre 
oder  sie  geht  durch  die  Tangente  der  Curve,  welche*  der  Mittel- 
punkt beschreibt. 

Wenn  die  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche  in  ihren 
aufeinanderfolgenden  Lagen  sich  nicht  schneiden,  so  wird  der 
Abstand  zweier  Punkte  derselben  im  Allgemeinen  nicht  constant 
sein,  es  muss  Punkte  geben,  für  welche  ein  Maximum  und  andere, 
für  welche  ein  Minimum  der  Entfernung  stattfindet.  Die  Oe- 
sammtheit  dieser  Punkte  wird  auf  einer  Curve  für  das  Maximum 
und  auf  einer  für  das  Minimum  liegen.  Diese  Curven  werden 
Strictionslinien  genannt.  Der  Untersuchung  der  Strictionslinien 
ist  der  übrige  Theil  der  Arbeit  gewidmet.  T. 

De  LA  GouRNERiE.     Mt^molve    sur    las    lignes  spiriqnes. 

Llouville  J.  (2)  XIV.  9-64.  103-138.  1869. 

In  der  Einleitung  zu  dieser  Arbeit  über  spirische  Linien 
wird  zunächst  eine  specielle  Involution  vierter  Ordnung  b^ 
sproehen,  welche  zur  Discussion  der  spirischen  Linien  «ehr 
brauchbiir  ist.  Sie  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  alle  ihre 
Gruppen  von  Punkten  dieselben  Inversionsmittelpunkte  haben. 
Den  zweiten  Theil  der  Einleitung  bilden  allgemeine  Sätze  Aber 
anallagmatische  Curven.     Darunter  werden   naeh   Moutard  die- 
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dgen  ebenen  Curven  verstanden,  welche  in  Beziehung  auf 
.en  bestimmten  Inversionskreis  ihre  eigenen  Transformirten 
.d. .  Demnach  können  die  anallagmatischen  Curven  auch  als 
)  Einhüllenden  eines  zu  einem  festen  Kreise  rechtwinkligen 
eises  angesehen  werden,  dessen  Radius  veränderlich  ist,  und 
88en  Mittelpunkt  eine  gegebene  Curve,  d^f^rent  genannt, 
iFchläuft. 

Daran  schliesst  sich  nun  die  Discussion  der  spirischen  Linien. 
in  kann  dieselben  als  ebene  Schnittcurveu  einer  Torusfläche 
ifiniren;  da  aber  von  den  6  Torusflächen,  welche  durch  eine 
igebene  spirische  Linie  gelegt  werden  können,  bisweilen  sämmt- 
ihe  imaginär  werden,  so  ist  es  besser  die  spirische  Linie  durch 
de  ihrer  charakteristischen  Eigenschaften  zu  defilniren,  und  so 
rd  sie  denn  als  diejenige  ebene  Curve  vierter  Ordnung  de- 
lirt,  welche  eine  Symmetrieaxe  und  zwei  auf  einem  Kreise  im 
aendlichen  gelegene  Doppelpunkte  besitzt.  Die  Ebene,  welche 
r  Ebene  der  Curve  senkrecht  ist  und  die  Symmetrieaxe  ent- 
ilt,  wird  Hauptebene  genannt.  Es  werden  nun  die  Fundamen- 
leigenschaften  und  die  Fundamentalformeln  der  spirischen 
nien  abgehandelt.  Daran  schliesst  sich  dann  die  Betrachtung 
^r  Erzeugung  spirischer  Linien  als  anallagmatischer  Curven. 

Für  den  Fall,  dass  die  Coefficienten  der  ungeraden  Potenzen 
»n  X  in  der  Gleichung  der  Curve  gleichzeitig  verschwinden,  er- 
llt  die  spirische  Linie  einen  Mittelpunkt,  sie  besitzt  dann  zwei 
fTmmetrieaxen  und  auch  zwei  Hauptebenen.  Die  allgemeinen 
>rmeln  sind  auf  diesen  speciellen  Fall  nicht  anwendbar,  und 
'  wird  denn  die  spirische  Linie  mit  einem  Mittelpunkte  be- 
•nders  discutirt. 

Femer  beschäftigt  sich  die  Arbeit  mit  der  Untersuchung  der 
igenschaften  der  Brennpunkte  und  mit  den  confocalen  spirischen 
inieu;  ein  jedes  System  confokalcr  spirischer  Linien  enthält 
ne  kreisförmige  kubische  (cubique-circulaire)  Linie,  deren  Eigen- 
ihaften  besonders  untersucht  werden.  Es  folgt  nun  eine  Classi- 
sation  sämmtlicher  spirischer  Linien.  Den  Schluss  bildet  die 
ntersuchung  der  spirischen  Linien,  welche  einen  Doppelpunkt 
if  ihrer  Axe  haben,  und  derjenigen,  welche  einen  Mittelpunkt 
esitzen.    (Fortschr.  d.  M.  L  250-251.)  T. 

Fortscbr.  d.  Math.  II.  2.  39 


588  IX*  Abschnitt.   Analytische  Geometrie. 

Lagüerre.     Siir  quelques  propri^t^s  des  lignes  spiriques. 

Inst.  I.  sect.  XXXVII.  365-367.  1869. 

Die  spirischen  Linien  haben,  wie  alle  anallagmatische  Oarren 
vier  singulare  Brennpunkte,  von  denen  zwei  reell  und  zwei 
imaginär  sind.  Je  nachdem  die  beiden  reellen  oder  die  beiden 
imaginären  Brennpunkte  auf  der  Symmetrieaxe  liegen,  erhält  man 
besondere  Arten  der  spirischen  Linien.  Die  in  der  Note  ange- 
gebenen Sätze  betreffen  nur  diejenigen  spirischen  Linien,  weldic 
die  reellen  Brennpunkte  auf  der  Axe  haben.  Sie  ergeben  adi 
aus  folgendem  Satze:  Sind  auf  einer  spirischen  Linie  zwei  feste 
Punkte  A  und  B  und  ein  beweglicher  C  gegeben,  und  erriebtet 
man  in  den  Halbirungspunkten  der  Sehnen  AC  und  BC  Lothe, 
dann  bestimmen  diese  Lothe  auf  der  Axe  der  spirischen  Linie 
zwei  homographische  Theilungen,  deren  Doppelpunkte  die  bei- 
den reellen  Brennpunkte  sind.  T. 

Lagüerre.     Sur  un   problfeme  de  g^omdtrie  relatif  aia 
courbes  gauches  du  quatrifeme  ordre.  Liouville  J.  (2)  IT. 

193-216.  1870. 

Chasles  hat  bewiesen,  dass  eine  bewegliche  Gerade,  weldie 
gezwungen  ist,  zwei  feste  im  Räume  gegebene  Geraden  stets  n 
schneiden,  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  beschreibt,  wenn 
sie  sich  bei  ihrer  Bewegung  auf  eine  gegebene  Fläche  zwdter 
Ordnung  stützt.  Diese  Curve  ist  so  beschaffen,  dass  man  eme 
beliebige  Anzahl  von  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  me  hin- 
durch legen  kann.  Ist  nun  umgekehrt  eine  Raumcurve  gegeben, 
welche  der  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  ist, 
dann  kann  man  die  Frage  aufwerfen,  ob  sie  immer  durch  die 
vorher  angegebene  Erzeugung  entstanden  gedacht  werden  kann, 
und  wie  man  in  dem  Falle  der  Möglichkeit  dieser  Erzeugung 
die  dazu  nöthige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  und  die  bddai 
festen  Geraden  bestimmen  könne.  Diese  Fragen  werden  nun  in 
der  vorliegenden  Arbeit  dahin  beantwortet,  dass  man  durch  die 
gegebene  Curve  stets  sechs  Oberflächen  zweiter  Ordnung  I^gen 
kann,  welche  die  angegebene  Erzeugung  gestatten,  und  dass  man, 
wenn  eine  von  diesen  sechs  Oberflächen  ausgewählt  isty  nod 
auf  beliebig  viele  Weisen  die  beiden  festen  Geraden  wählen 
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Durch  die  gegebene  Curve  künnen  vier  Kegel  zweiten  Grades 
gelegt  werden;  deren  Spitzen  0,  P,  Q,  R  bestioimen  die  Ecken 
eines  Tetraeders.  Gruppirt  man  diese  Punkte  zu  je  zweien,  so 
bestimmen  sie  stets  zwei  einander  gegenüberliegende  Kanten 
des  Tetraeders,  z.  B.  OP  und  QR;  schneidet  man  diese  Kanten 
durch  irgend  eine  Gerade,  dann  wird  dieselbe  die  gegebene 
Cnrye  in  einem  Punkte  A  und  auch  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
B  schneiden.  Bestimmt  man  alle  diese  Punktepaare  A  und  B  in 
Beziehung  auf  die  Kanten  OP  und  QR,  dann  bilden  die  Geraden, 
welche  die  zusammengehörenden  Punkte  verbinden,  eine  Kegel- 
flftche  vierter  Ordnung,  welche  die  Kanten  OP  und  QR  zu  Doppel- 
linien  hat  Diese  Fläche  mag  durch  Tp  bezeichnet  werden. 
Ganz  analoge  Flächen  Tg  und  Tr  existiren  für  die  Kanten  OQ 
und  PR  und  für  OR  und  PQ. 

Durch  die  Gerade  AB  kann  man  4  Tangential-Ebenen  zur 
Curve  legen;  die  4  Berührungspunkte  X^  X",  X*",  X"''  derselben 
bilden  die  Ecken  eines  neuen  Tetraeders,  dessen  zwei  gegen- 
überstehende Kanten  X"X"  und  X*"X*^  die  gegenüberstehenden 
Kanten  OP  und  QR  des  ersten  schneiden.  Wählen  wir  aus  den 
Kanten  X"X"  ,  dann  ergiebt  sich,  dass  die  Geraden  AX\  AX^\ 
ÄX'  und  -ßX"  auf  einer  und  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung 
Sp  liegen,  welche  durch  die  gegebene  Curve  geht.  Eine  analoge 
Fläche  Sp^  ergiebt  sich  durch  Benutzung  der  Kante  X"*X'^; 
durch  Anwendung   der  Flächen  Tg  und  Tr  erhält  man  dann  noch 

4  Flächen  zweiter  Ordnung  Sg,  Sg»,  Sr  und  S^'.    Diese  Flächen 

5  haben  also  die  Eigenschaft,  dass  einer  jeden  von  ihnen  eine 
Regelfläche  4**'  Ordnung  entspricht,  deren  jede  Erzeugende  die 
gegebene  Curve  in  zwei  Punkten  trifft.  Weiter  ergiebt  sich, 
wenn  eine  Gerade  sich  so  bewegt,  dass  sie  stets  die  Geraden 
AB  und  X*X"  schneidet,  indem  sie  sich  auf  eine  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  S  stützt,  dann  erzeugt  sie  die  gegebene  Curve. 
Hat  man  eine  der  Flächen  S  ausgewählt,  dann  kann  man  die 
beiden  Geraden  AB  und  X'X"  noch  auf  unendlich  viele  Weisen 
auswählen. 

Die  Regelflächen  der  vierten  Ordnung,  welche  sich  durch 
die  Untersuchung  ergaben,  nämlich  die  Flächen:  Tp,  Tg  und  Tr 
sind   die   von   de  la   Gournerie  unter  dem  Namen  beschränkte 

39* 
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Quadricuspidalen  (qu.  limites)  untersuchten  Flächen.  (Becherches 
sur  les  surfaces  t^tra^drales  symm^triques  p.  85).  Sie  gehören 
zu  den  allgemeineren  Regelflächen  8**'  Ordnung,  welche  Quadri- 
cuspidalen genannt  sind.  Diese  können  mit  Hilfe  der  Durch- 
schnittscurve  K  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  erzeugt  werden. 

Aus  dieser  Definition  der  Quadricuspidalen  werden  dann 
noch  am  Schluss  einige  Eigenschaften  derselben  hergeleitet. 

Zur  Literatur  ist  zu  bemerken: 

Clebsch:  lieber  die  Anwendung  der  AbeVschen  Fanctionen 
in  der  Geometrie.    Borchardt  J.  LXIII. 

Hesse:  lieber  die  Curven  dritter  Ordnung.  Borchaidt 
J.  XLVHI. 

Van  Beiss:  lieber  die  Focalen.    Journal  de  Quetelet  V. 

De  la  Gournerie:  Becherches  sur  les  surfaces  tötra^ales 
symmötriques.  T. 

De  LA  Gournerie.    Note  sur  les  quadricuspidales.   Lion- 

ville  J.  (2)  XV.  264-266.  1869. 

Die  von  Laguerre  in  seiner  eben  besprochenen  Arbeit  ge- 
gebene Definition  der  Quadricuspidalen  veranlasst  den  Herrn 
Verf.  auf  diese  Flächen  zurückzukommen.  Er  erörtert  in  dieser 
Note  einige  Sätze,  welche  sich  leicht  an  die  von  Laguerre  ge- 
gebene Definition  anschliessen  lassen.  T. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1870.  Questionö. 

Messenger  V.  191-192.    1870. 

Die  Oberfläche,  parallel  zum  Ellipsoid 


s 


(in  der  Entfernung  k)  ist  die   Enveloppe   zu   den   Oberflächen 
4'""  Grades 

/«•  -.*                                           !»•                                  h^ 

^  I     _y L__? _—    0 


wo  Q  der  veränderliche  Parameter  ist.  Analytisch  kann  man 
die  Gleichung  erhalten,  indem  man  die  Discriminante  in  Beng 
auf  Q  der  Function 

gleich  Null  setzt.  Glr.  (0.) 
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E,  Lampe.   Sur  quelques  problfemes  relatifs  k  la  surface 

des   Ondes.    Pr.  Berlin  1870. 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  den  Beziehungen  der 
Fresnerschen  Wellenfläche  zu  der  Fläche  vierten  Grades  mit  16 
singülären  Punkten,  welche  Herr  Kummer  zuerst  behandelt  hat, 
(Monatsberichte  der  Berl.  Akad.  für  1864  p.  246  und  p.  495. 
Abhandlungen  der  Eönigl.  Akad.  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
1866  p.  62)  und  welche  die  Wellenfiäche  als  eine  besondere 
Form  in  sich  schliesst.  Nach  einigen  Bemerkungen  über  be- 
sondere Gleichungsformen  von  Flächen  vierten  Grades  mit  sin- 
gulären  Tangentialebenen,  stellt  der  Verf.  die  Gleichung  der 
Wellenfläche  in  den  drei  Formen  dar,  welche  Herr  Kummer 
der  Gleichung  der  allgemeinen  Fläche  gegeben  hat,  entwickelt 
die  Gleichung  der  Beciproken  der  Kummer' sehen  Fläche,  und 
wendet  sich  schliesslich  zu  folgendem  Problem:  „Den  Ort  des 
Mittelpunkts  eines  Kegels  zu  bestimmen,  welcher  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  einhüllt  und  dessen  Schnitte,  parallel  einer  der 
Hauptebenen,  gleichseitige  Hyperbeln  sind".  Der  gesuchte  Ort 
iflt  im  Allgemeinen  eine  FresneFsche  Wellenfläche. 

Sehn. 

Frosch.     Die  singulären  Punkte  und  Tangentialebenen 
der  Wellenoberfläche.    Pr.  Schneidemühi.  1870. 

Der  Titel  verspricht  mehr  als  die  Arbeit  enthält.  Bekannt- 
lich erhält  man,  wenn  man  die  ersten  Ableitungen  der  homogen 
gemachten  Gleichung  der  Fresnerschen  Wellenfläche  gleich  Null 
setzt,  16  singulare  Punkte;  es  werden  die  4  singulären  Punkte 
auf  der  einen  Coordinaten-Ebene  reell,  die  je  4  auf  den  beiden 
andern  Coordinaten-Ebenen  imaginär,  und  die  letzten  4  liegen  in 
der  unendlich  entfernten  Ebene.  Aus  den  Coordinaten  der  sin- 
gulären Punkte  ergeben  sich  sofort  durch  Substitution  der  re- 
ciproken  Werthe  der  Halbaxen  die  Tangentialebenen.  Der  Verf. 
stellt  nur  die  4  reellen  Doppelpunkte  und  die  entsprechenden 
Tangentialebenen  auf.  M. 
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E.  Catalan.     Memoire  sur   une  transformation  g&)inö- 
trique  et  sur  la  surface  des  ondes.  Rapport  de  Gilbert. 

Bull,  do  Belg.  (2)  XXVII.  129-142.  1869. 

Die  Transformation  ist  folgende:  Durch  einen  festen  Ponkt 
0  zieht  man  in  der  Ebene,  die  durch  die  Normale  mn  eines 
Punktes  m  einer  gegebenen  Oberfläche  s  geht,  die  Gerade  OM^ 
gleich  und  senkrecht  zu  Om.  Der  geometrische  Ort  des  Punktes 
M  giebt  dann  eine  neue  aus  der  ursprünglichen  s  abgeleitete 
Oberfläche  S.  Der  Herr  Verfasser  bestimmt  die  analytischeD 
Relationen  zwischen  beiden  Oberflächen  und  gelangt  zu  folgen- 
dem Satz:  Die  Normalen  in  zwei  entsprechenden  Punkten  der 
beiden  Oberflächen  s  und  S  liegen  in  der  Ebene  der  Sadim- 
yectoren  dieser  Punkte  und  sind  auf  einander  senkrecht  Herr 
Catalan  nennt  solche  Flächen,  die,  wie  der  Berichterstatter  er- 
wähnt, schon  bei  Mac-CuUagh  und  Salmon  (der  sie  apsidales 
nennt)  vorkommen.  Es  folgen  dann  in  dem  Berichte  Specialitäten 
und  Anwendungen  auf  die  Wcllenfläche,  begleitet  mit  einem 
Ueberblick  über  die  Theorie  derselben.  Da  die  Arbeit  jedocl 
in  den  Memoiren  d.  A.  noch  abgedruckt  wird,  begnügen  wir  mu 
hier  mit  dieser  Notiz.  0. 

E.  Catalan.     Sur  quelques  propridt^s  des  sürfaces  apsi- 
dales ou  conjugudes.  RappcH't  de  Steichen.    Bull,  de  Belg. 

(2)  XXVIII.  21-24.  1869. 

Nach  dem  kurzen  Bericht  besteht  der  Inhalt  der  Arbeit  in 
folgenden  Sätzen:  ])  „Die  Schnitte  zweier  conjugirter  Flächen 
s,  S,  mit  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  im  Pole  liegt,  sind 
correspondirende  Curven;  diese  Curven  sind  parallel,  d.  h.  sie 
haben  in  2  entsprechenden  Punkten  dieselbe  Normal -Ebene. 
(Ebene  der  Correspondenz)".  2)  „Die  Tangenten  an  Änziehung»- 
linien  (lignes  d'attraction)  in  zwei  correspondirenden  Punkten 
sind  nicht  correspondirende  Richtungen".  3)  „Das  Verhältniffl  . 
unendlich  kleiner  correspondirender  Flächen  auf  zwei  conjugirten 
Obei-flächen  ist  gleich  der  Tangente  des  Winkels,  den  der  Radios 
vector  Om  mit  der  Ebene  bildet,  die  in  M  die  Trajectorie 
osculirt^'. 
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Unter  Anziehungslinie  wird  eine  Curve  verstanden ,  deren 
rangente  in  m  enthalten  ist  in  der  Ebene;  die  durch  die  Normale 
Hfl  für  «  und  den  Pol  0  gebt.  0. 

Ph.    Gilbert.      Sur    quelques    propri^t^s    des    surfaces 

apsidales.     Ball  de  Belg.  (2)  XXVIII.  21-24.  31-53.  1869. 

1.  Enneper.     Zur    Charakteristik    der   Helicoidflächen. 

Gott  Nachr.  1870.  335-343. 

Die  Helicoidfläche  wird  folgendennassen  definirt :  Durchläuft 
sin  iester  Punkt  einer  ebenen  Gurve  eine  Helix  (Schraubenlinie) 
3ine8  Ereiscylinders ,  während  die  Ebene  der  Gurve  beständig 
iurch  die  Axe  des  Cylinders  geht,  8o  erzeugt  die  Gurve  eine 
Selicoidfiäche.  Wird  die  Axe  des  Gylinders  zur  z-Axe  genom- 
nen,  so  ist  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Flächen: 

»  =  warctang-^  +  F(a;'+y')} 

ivo  ifi  eine  Gonstante  und  F(f)  eine  beliebige  Function  von  r 
:8t    Fär  diese  eine  Gleichung  setzt  der  Verfasser  folgende  drei : 

X  =  pcosfT,    y  =  psintr,    »  =  mi(?+  q, 
NO  p  und  q  Functionen  einer  Variablen  v  sind, 

fr  =  gu  +  f(v), 
väbrend  g  eine  Gonstante  und  f(p)  eine  beliebige  Function  von 
)  ist    Es  sind  nun  folgende  Ausdrücke: 

-  =  (D"+(I)'+(D' 
« =  (t)"+©'+(g)-. 

_,  dx  dx     dydy     ds  dt 
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ntfr  von  der  Variablen  t  abhängig. 

Der  Verfasser  unternimmt  es  nun,  zu  beweisen,  dass  auch 
umgekehrt:  wenn  in  einer  Fläche  diese  Grossen  E,  F,  G,  A, 
B,  C  nur  von  einer  der  Variablen  u  oder  v  abhängen,  diese 
Fläche  eine  Helikoidfläche  ist. 

Mz. 

W.  K.  Clifford.     On  the  umbilics  of  anallagmatic  sur- 

faces.     Rep.  Brit.  Ass.  1869.    Mondes  XXI.  412. 

Csy. 

Staudigl.  Untersuchung  einiger  Gewölbformen,  durch 
welche  ein  Kaum  mit  trapezoidförmigem  Grundrisse 
tiberwölbt  werden  kann.    Schlömiich  z.  XIV.  97-120.  1869, 

Die  erste  der  untersuchten  Gewölbformen  ist  eine  wind- 
schiefe Gewölbform  mit  horizontaler  Richtebene  und  zwei  el- 
liptischen Leitlinien,  welche  zugleich  Stimbogen  sind.  Als 
elliptische  Leitlinien  werden  halbe  Ellipsen  mit  gleichen  vertikalen 
Axen  angenommen;  dann  theilen  die  horizontalen  Projectionai 
der  Erzeugenden  die  Grundrisssciten,  über  welchen  die  elliptiselieQ 
Leitlinien  angenommen  werden,  proportional  und  sind  unabhSngi; 
von  der  Grösse  der  vertikalen  Axe.  Diese  Gewölbform  wirf 
durch  eine  jede  vertikale  Ebene,  welche  die  beiden  Widerlags- 
linien  proportional  theilt,  so  dass  die  grösseren  oder  kleineren 
Theile  an  demselben  Stimbogen  liegen,  in  einer  Ellipse  g^ 
schnitten,  welche  dieselbe  vertikale  Axe  hat  wie  die  Stimbogen 
und  deren  horizontale  Axe  die  Verbindungslinie  der  TheUpunkte 
ist.  Als  zweite  Gewölbform  wird  eine  Form  untersucht^  flr 
welche  alle  vier  Stimbogen  halbe  Ellipsen  mit  gleichen  yertikalen 
Axen  sind.    Für  die   elliptischen   Schnitte  dieser  Form  ergieU 
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sich,  daas  jede  vertikale  Ebene,  welche  zwei  gegenOberliegende 
Seiten  des  Grundrisses  proportional  theilt,  so  dass  die  grösseren 
oder  kleineren  Segmente  derselben  Grundrissseite  anliegen,  als 
Schnitt  eine  Ellipse  giebt,  deren  vertikale  Halbaxe  der  vertikalen 
Halbaxe  der  Stirnbogen  gleich  ist. 

Die  beiden  noch  behandelten  Gewölbformen  sind  Kreuzge- 
wOlbformen.  Die  erste  von  diesen  besitzt  als  Stirnbogen  zwei 
halbe  Ellipsen  mit  gleichen  vertikalen  Axen.  Die  Ellipsen  wer- 
den zugleich  als  Leitlinien  für  zwei  gerade  Conoide  angenommen, 
deren  Riohtebene  als  horizontal  vorausgesetzt  wird,  und  deren 
Durchdringung  die  Kreuzgewölbform  giebt.  Besonders  untersucht 
werden  die  horizontalen  Projcctionen  der  Gratbogen  dieser  Ereuz- 
gewölbform.  Als  Resultat  ergiebt  sich,  dass  von  diesen  Pro- 
jectionen,  welche  von  der  vertikalen  Halbaxe  der  elliptischen 
Leitlinien  unabhängig  sind,  im  Allgemeinen  die  eine  elliptisch 
and  dann  die  andere  hyperbolisch  sein  muss.  Es  kann  aber 
die  eine  auch  geradlinig  und  dann  die  andere  kreisförmig  sein. 
Es  wird  dann  noch  der  Fall  erörtert,  in  dem  die  elliptischen 
Leitlinien  nicht  zugleich  Stirnbogen  sind,  auch  hier  werden  die 
horizontalen  Projectionen  der  Gratbogen  einer  besonderen  ana- 
lytischen Betrachtung  unterworfen.  Die  letzte  Gewölbform,  welche 
untersucht  wird,  ist  eine  Kreuzgewölbform,  welche  aus  wind- 
schiefen Flächen  mit  einer  horizontalen  Richtebene  und  zwei 
elliptischen  Leitlinien  besteht.  Hierbei  erhält  man  vier  Stirn- 
bogen,  welche  halbe  Ellipsen  mit  gleichen  Halbaxen  sind.  Die 
Construction  der  Erzeugenden  und  der  Gratbogen  wird  besprochen 
und  die  horizontalen  Projectionen  derselben  werden  analytisch 
untersucht.  Als  Resultat  ergiebt  sich,  dass  die  Umhüllende  der 
horizontalen  Projectionen  aller  Erzeugenden  eine  Parabel  ist, 
femer  dass  die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbogen  parabo- 
lische Segmente  sind,  deren  Axcn  parallel  sind  zur  Axe  der 
Parabel,  welche  die  horizontalen  Projectionen  der  Erzeugenden 
beider  Flächen  umhüllt.  Wenigstens  eine  der  Parabeln,  deren 
Segmente  Projectionen  der  Gratbogen  sind,  muss  die  umhüllende 
Parabel  berühren. 

T. 
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L.  BüRMESTER.  Ueber  Isophoten.  (Linien  gleicher 
Lichtintensität).    Zweiter  Theil.  Schiömilch  z.  xiv.  310-328. 

1869. 

Der  erste  Theil  dieser  Arbeit  (Schiömilch  Z.  XIIL  267)  ist 
bereits  im  ersten  Bande  dieser  Zeitschrift  (cf.  p.  255)  besprochen 
worden.  In  dem  gegenwärtigen  zweiten  Theile  werden  die 
Eigenschaften  der  Isophoten  der  Flächen  zweiter  Ordnung  er- 
örtci-t  und  geometrische  Constructionen  für  dieselben  angegeben. 

T. 

A.  R.  Clarke.     On  the  course  of  geodesic  lines  on  the 

Barth  ö  surface-   rhil.  Mag.  XXXIX.  252-263.  1870. 

Csy. 

L.  LiNDELöF.  Propri^t^s  g^ndrales  des  polyfedres  qui, 
sous  une  ^tendue  superficielle  donnde  renferment  le 
plus  grand  volume.       Bull,  de  8t.  P6t.  Xiv.  237-269.  1869. 

Clebsch  Ann.  II.  150-159.  1870. 

Der  Verfasser  beweist  auf  einem  grösstentheils  analytischen 
Wege  den  Steiner'schen  Satz: 

„Von  allen  convexen  Polyedern,  welche  dieselbe  FIfichen- 
zahl  und  gleiche  Oberfläche  haben,  hat  dasjenige  den  grOssten 
Inhalt,  welchem  eine  Kugel  eingeschrieben  werden  kann,  £e 
jede  Polyederfläche  in  ihrem  Schwerpunkte  berührt". 

Ni. 

L.  LiNDELöF.  Sur  les  limites  entre  lesquelles  la  ca- 
t^noide  est  une  surface  minima.    Clebsoh  Ann.  n.  leo-M 

1870. 

Die  Catenoide  (Eettenfläche ,  d.  h.  die  durch  Rotation  euer 
Eettenlinie  um  ihre  Axe  entstandene  Fläche)  ist  bekannüiek 
die  kleinste  Rotationsfläche  zwischen  zwei  gegebenen  KrefBeft 
Jedoch  kommt  ihr  diese  Eigenschaft  nur  in  gewissen  OrenM 
zu.  Diese  Grenzen  in  einem  allgemeineren  Falle,  als  bis  daUi 
geschehen    zu  bestimmen,  ist  dem  Verfasser  bereits  in  sdneP 


Capiiel  3.    Analytische  Geometrie  des  Baumes.  597 

Werke,  legons  de  calcul  de  variations  (Paris  1861)  gelangen. 
Er  ist  dabei  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass  wenn  man  den  einen 
Endpunkt  der  erzeugenden  Kettenlinie  beliebig  nimmt,  die  er- 
zeugte Oberfläche  dann  die  Minimaleigenschaft  verliert,  wenn 
der  andere  Endpunkt  sich  von  dem  ersten  entfernend  eine  solche 
Lage  annimmt,  dass  die  in  beiden  Endpunkten  gezogenen  Tan- 
genten sich  in  der  Rotationsaxe  schneiden.  Der  Verfasser  giebt 
hier  einen  mehr  elementaren  Beweis  als  am  angeführten  Orte, 
und  zugleich  einige  darauf  bezügliche  numerische  Rechnungen. 
Veranlassung  ist  ihm  der  Umstand,  dass  Plateau,  welcher  die 
fraglichen  Flächen  als  Gleichgewichtsfiguren  der  Flüssigkeiten 
experimentell  darstellt,  auf  die  Arbeit  des  Verfassers  bei  seinen 
Untersuchungen  bis  jetzt  keine  Rücksicht  genommen  hat,  wozu 
derselbe  schliesslich  aufgefordert  wird.  Ni. 

R  Baltzer.     Ueber  den  Ausdruck  des  Tetraeders  durch 
die  Coordinaten  der  Eckpunkte.   Leipzig  Ber.  1870.  97-98. 

Nachdem  der  Verfasser  eine  kurze  historische  Uebersicht 
über  die  Literatur  des  Gegenstandes  unter  Namhaftmachung  der 
einzelnen  Autoren  gegeben  hat,  theilt  er  eine  höchst  einfache 
Ableitung  der  Formel  flir  das  sechsfache  Tetraeder- Volumen  mit, 
die  wegen  der  der  ganzen  Entwicklung  innewohnenden  Kürze  hier 
Platz  finden  möge. 

Bedeutet  NC  den  Abstand  des  Punktes  C  von  der  Ebene 
OABy  so  ist  auch  dem  Zeichen  nach 

30ABC  =  OAB.NC. 

Legt  man  durch  0  drei  beliebige  Axen,  in  Bezug  auf  welche 
Ä  die  Coordinaten  x^J  y^^  «^  habe  u.  s  w.,  so  findet  man  durch 
Projection  der  aus  den  Coordinaten  von  C  bestehenden  ge- 
brochenen Linie  auf  die  Normale  n  der  Ebene  OAB : 

NC  =  ojjCOSaJii  +  yjCOsyii  +  ÄjCos«!!. 

Werden  ferner  die  Fläche  OAB  und  ihre  Projectionen  parallel 
mit  X,  ff,  »  auf  die  Ebenen  y»,  xa,  xy  durch  p,  pxj  Pyy  Pz  be- 
zeichnet, die  Normalen  der  Ebenen  yz,  xz,  xy  durch  ao^y  y',  i\ 
so  hat  der  Normalschnitt  des  Prismas,  welches  die  Fläche  OAB 


gOO  IX.  Abschnitt.   Analytische  Geometrie. 

und  enthält  auf  die  Anschauung  gegründete  Beweise  fbr  die 
Fundamentaleigenschaften  bezüglich  der  Momente,  der  Schwer- 
punkte und  der  harmonischen  Centren.  Der  letzte  Theil  be- 
trachtet die  Anwendungen  der  vorstehenden  Bezeichnungen  auf 
die  Methoden  der  homogenen  Coordinaten  in  der  Ebene  wie  im 
Räume  und  zeigt  ihre  Nützlichkeit  fUr  Fragen,  die  ausserhalb 
der  Mechanik  liegen.  Ein  sehr  einfaches  Beispiel  wird  hinreichen, 
die  Natur  des  vom  Verfasser  befolgten  Ganges  zu  kennzeichnen. 
Es  seien  A,  B,  C  die  Spitzen,  a,  6,  c  die  Seiten  eines  Dreiecks, 
J  sein  doppelter  Flächeninhalt,  x,  y,  z  die  Lothe  von  irgend 
einem  Punkte  P  auf  die  drei  Seiten  a,  b,  c;  w,  f,  17,  f  die  Lothe 
von  den  Punkten  P,  A,  B,  C  auf  eine  Gerade  R.  Da  die  drei 
Stücke  a,  b,  c  eine  geschlossene  Figur  bilden,  so  lassen  sie  sich 
auf  ein  Paar  des  Momentes  J  reduciren,  oder  wenn  man  die 
Momente  in  Beziehung  auf  den  Punkt  P  betrachtet,  so  hat  man 
die  bekannte  Gleichung: 

ax-\-by-{'Cs  =  J. 

Setzt  man  andererseits  voraus,  dass  die  Punkte  P,  A,  B,  C  mit 
den  Cocffieienten  m,  m\  m",  m'"  behaftet  sind,  und  betrachtet 
ihre  Momente  in  Beziehung  auf  die  Gerade  A,  so  hat  man: 

eine  Gleichung,  aus  der  man  durch  successives  ZusammenfaUeo- 
lassen  von  R  mit  a,  b,  c  folgern  kann 

m:m':m*':m"'  =  J:ax:by:cz, 

Ein  bekanntes  barycentrisches  Theorem  stützt  der  Verfasser  auf 
ein  anderes,  welches  man  als  dem  obigen  reciprok  betrachteo 
kann,  und  welches  nicht  weniger  elegant  ist.  Aus  der  Proportion 
geht  hervor,  dass  man  die  obige  Gleichung  auch  in  der  Form 

schreiben  kann.  Diese  Formel  zeigt,  dass  die  Segmente  a£,  H 
0^  betrachtet  als  auf  den  Seiten  a,  b,  c  existirend,  zur  Besoltaiit« 
das  Segment  J  haben,  wenn  man  es  als  auf  der  Geraden  R  der 
Coordinaten  |,  17,  ^  vorhanden  betrachtet  Diese  Eigensehafi 
geht  unmittelbar  daraus  hervor,  dass  man  immer  hat 

J'  =  aT+&V+cT-26cJ7^coSil-2ca^cos5-2a6{vooBC; 
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die  bekannte  Gleiehnng  für  die  tangentialen  Cobrdinaten  einer 
Geraden.    Setzt  man  n  =  0,  so  drückt  die  Gleichung 

die  Fundamentalrelation  zwischen  den  Coordinaten  eines  Punktes 
und  einer  Geraden  aus,  wenn  die  Gerade  durch  den  Punkt  geht. 
Der  Verfasser  entwickelt  mit  grosser  Genauigkeit  die  Consc- 
quenzen  dieser  Methode  in  der  Ebene  wie  im  Raum.  Zum 
Scbluss  der  Abhandlung  deutet  er  an,  wie  er  dazu  gekommen 
sei,  die  Coordinaten  einer  Geraden  in  einer  Weise  zu  definiren, 
die  schon  von  Herrn  Zeuthen  benutzt  worden  ist. 

Jg.  (0.) 

J.  Plücker.  Neue  Geometrie  des  Raumes,  gegründet  auf 
die  Betrachtung  der  geraden  Linie  als  Raumelement. 
Leipzig.  Teubner.  Erste  Abtheilung  mit  einem  Vor- 
wort von  A.  Clebsch,  1868.  Zweite  Abtheilung,  her- 
ausgegeben von  Felix  Klein,  1869.        Gott.   Anz.   1869. 

1569-1581. 

lieber  das  in  der  Ueberschrift  genannte  Werk  des  ver- 
storbenen grossen  Geometers  wird  von  Herrn  Clebsch  in  den 
Gott.  Anz.  eine  Kritik  erstattet.  Ein  Referat  über  das  Werk 
findet  sich  bereits  im  ersten  Bande  dieser  Zeitschrift  (cf.  Fortschr. 
d.  M.  I.  p.  198).  T. 

G.  Janni.    Esposizione  della  nuova  geometria  di  Plücker. 

Battaglini  G.  VIII.  302.  1870. 

Wie  schon  im  ersten  Bande  p.  198  referirt  ist,  wird  in  dieser 
neuen  Plücker'schen  Geometrie  die  gerade  Linie  als  das  Element 
sämmtlicher  räumlichen  Gebilde  betrachtet. 

Man  findet  auch  am  citirten  Orte  verdeutlicht,  was  unter 
linearen  Coraplexen  und  linearen  Congruenzen  zu  verstehen  ist. 

Das  System  dreier  linearen  Complexe  wird  in  dieser  Ab- 
handlung Configuration  genannt;  die  allen  dreien  gemeinschaft- 
lichen Strahlen  liegen  auf  einem  Hyperboloid. 

Mz. 
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A.  Clebsch.     Ueber  die  Plücker'scÄV'»-  G^mplexe.  ClebMh 

Aon.  IL  1-8.  1869. 

Mit  Anwendung  der  Plücker'schen  Strahlen-  und  Axencoor- 
dinaten  p  und  q  kann  man  die  Gleichung  eines  PiQcker'schvu 
Complexes  n^'''  Ordnung  auf  doppelte  Weise  schreiben:  f  (p)  =0 
oder  0  (^)  =  0,    Setzt  man : 

oder 

Q  =  9ii934+9,394«+9,47«8  =  0, 
dann  lässt  sich,  und  das  ist  der  Gegenstand  der  Arbeit, 

F(p)  =  0,      (0(^)  =  0) 

immer  und  nur  auf  eine  Weise  durch  Anwendung  von 

P  =  0    (0  =  0) 

so  modificiren,  dass  man  sie  als  symbolische  Potenz  eines  solchen 

linearen   Complexes   betrachten   darf,   dessen  Gerade  s&mmüicb 

eine  feste  Gerade  schneiden.    Die  so  gewonnene  Form  wird  die 

Normalform  der  Complexgleichung  genannt. 

Als  Anwendung  des  Vorigen  wird  die  Gleichung  der  Fläche 

vierter  Ordnung  und  vierter  Classe  aufgestellt,  welche  bei  einem 

Complexe  zweiter  Ordnung  von  der  Spitze  zerfallender  Complex- 

kegel   beschrieben   und   von  den  Ebenen  zerfallender  Complex- 

curven   berührt   wird    (Plücker:   Neue   Geometrie   des   Raumes 

p.  307  folgg.).    Andere  Anwendungen  behält  sich  der  Verf.  vor. 

T. 

V,  Drach.  Zur  Theorie  der  Raumgeraden  und  der  linearen 

Complexe.     Clebsch  Ano.  II  128-139.  1870. 

Die  Bedingung  dafUr^  dass  sich  zwei  Gerade  schneiden,  ist 
durch  die  homogenen  Coordinaten,  welche  von  Plücker  zur  Be- 
stimmung der  Geraden  als  Raumelement  eingeiUhrt  sind,  ansge- 
drückt  durch  die  Gleichung 

^o39.t+9i39,o+92a9oi  +  9'..9oi+«io9ia+9M9«3  =  0. 
Werden  in  dieser  Gleichung  die  Coordinaten  q  variabel  gedadit) 
so  stellt  sie   einen   Complex   ersten  Grades  dar  und  twar  des 
sogenannten   speciellen  linearen   Complex,   der   uisiP  aoa  aDeo 
Geraden  besteht,  welche  eine  gegebene  feste  Gerade,  die  Axe 
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ft  CooiAaes,  ^tt^^^eu.  Findet  zwiscben  deu  q'  die  Relation 
^tt  9'1'a jt-ÄV+ 9i'i  =  1>  Sö  heissen  die  q'  die  homogenen  reclit- 
nUigen  Goordinaten,  und  die  Gleichung  des  speciellen  Gom- 
5X68  ersten  Grades  ist  alsdann  in  der  Normalform  gegeben; 
»elbe  ist  stets  herzustellen  durch  Multiplication  obiger  Glei- 
ung  mit  dem  Factor 

1 

ir  Verf.  untersucht  nunmehr  die  Frage,  welche  Bedeutung  die 
ke  Seite  der  Gleichung  in  der  Normalform  habe,  wenn  die 
nicht  einer  Geraden  aus  "dem  Complexe,  sondern  einer  be- 
bigen Geraden  im  Raum  angehören.  Von  den  zwei  Interpre- 
ionen,  die  er  giebt,  möge  die  letzte  hervorgehoben  werden. 
jrVerf.  spricht  sie  durch  folgenden  Satz  aus:  „Werden  in  die 
ke  Seite  der  Gleichung  eines  speciellen  Complexes  erster 
dnung  in  der  Normalform  die  rechtwinkligen  homogenen  Co- 
linaten  einer  beliebigen  Geraden  eingesetzt,  so  stellt  sie  das 
3duct  aus  der  Entfernung  jener  Gei-aden  von  der  Axe  des 
mplexes  in  den  Sinus  ihres  Neigungswinkels  gegen  die  Axe 
r'^  Ist  daher  iV  jene  Entfernung  und  0  besagter  Winkel,  so 
an  der  Complex  auch  durch  iVsinO  =  0  dargestellt  werden. 
3  gefundene  Bedeutung  der  linken  Seite  der  speciellen  Com- 
csgleichung  fhhrt  den  Verf.  zur  Aufstellung  eines  tetraedrischen 
ordinatensystems  für  die  Raumgerade :  es  sind  die  tetraedrischen 
ordinaten  einer  Geraden  die  Producte  aus  den  Entfernungen 
'selben  von  den  Kanten  des  Fundamentaltetraeders  in  die 
lus  ihrer  betreffenden  Neigungswinkel  gegen  diese  Kanten, 
chdem  der  Verf.  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  und 
1  Plttcker'schen  Coordinaten  beleuchtet  hat,  wendet  er  sich 
eingehender  Untersuchung  des  allgemeinen  linearen  Complexes, 
r  repräsentirt  wird  durch  eine  allgemeine  lineare  homogene 
Eichung  zwischen  den  6  Grössen  q.  Es  zeigt  sich,  dass  ein 
gemeiner  linearer  Complex  aus  allen  Geraden  besteht,  fUr 
lebe  die  Producte  aus  ihren  Entfernungen  von  zwei  festen 
raden  in  die  Sinus  ihrer  betreffenden  Neigungswinkel  gegen 
selben  ein  constantes  Verhältniss  haben.  Bedeuten  also  Af, 
1  N^i  die  Entfernungen  einer  Geraden  von  den  zwei  festen 

ortfchr.  d.  Math.  U.  2.  40 
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lation  zweiten  Grades  besteht,  so  kann  inai 
Coordinaten   einer  Linie   sechs   beliebig   angenom] 
ansehen,  welche  nur  der  Bedingung  zu  genügen  haben,  OiL^or 
eine   bestimmte  Gleichung   zweiten   Grades   befriedigen.    Noek 
eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  diesen  Veränderlichen  1»- 
stimmt  einen  Liniencomplex  zweiten  Grades. 

Die  Bedingungsgleichung  und  die  Complexgleichung  zwdtei 
Grades  können,  unter  gewissen  Bedingungen,  stets  und  eindeutig 
auf  die  Normalform  gebracht  werden,  dass  nur  noch  die  Qnadnle 
der  Veränderlichen  in  ihnen  vorkommen.  Die  Aufgabe  der  ?Q^ 
liegenden  Arbeit  ist  es,  den  geometrischen  Sinn  dieser  Tnuu- 
formation  zu  erörtern.  Denn  diese  Normalform  hat  Bedentong 
nicht  bloss  fUr  die  Complexe  zweiten  Grades  überhaupt,  sonden 
auch  für  die  Flächen  vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse  mit 
16  Doppelebenen  und  IG  Doppelpuukten ,  welche  mit  diesen 
Gomplexen  in  Beziehung  stehen.  Die  algebraische  Darstellaog 
der  auftretenden  geometrischen  Gebilde  wird  am  Schluss  gegebei. 

T, 

F.  AscHiERi.     Sopra  uu  complesso    di    2"  grado.    Bittij- 

lini  G.  VIII.    35-37.    1870. 

Sind  die  Coordinaten  einer  Geraden  f,  g,  h,  l,  m,  n,  so  ge- 
nügt der  Bedingungsgleichung 

zwischen  ihnen  eine  dreifach  unendliche  Anzahl  von  Geraden, 
welche  einen  Strahleucomplex  bilden,  dessen  Zusammenhang  mit 
einem  System  von  Flächen  zweiten  Grades  obige  Abhandluf 
untersucht.  Zur  Erzeugung  eines  solchen  Complexes  betraohM 
der  Verfasser  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  resp.  zweiter  Klane 
mit  gemeinsamem  Fundamentaltetraeder,  und  stellt  die  Bedingong 
auf,  dass  die  vier  Punkte  resp.  die  vier  Tangentialebenen,  wdehe 
eine  beliebige  Gerade,  als  gerade  Punktreihe  resp.  als  Axe  eines 
Ebenenbüschels  gedacht,  mit  den  beiden  Flächen  gemein  hity 
harmonisch  liegen.  Der  geometrische  Ort  aller  Geraden  v<ni 
dieser  Eigenschaft  ist  der  Strahleucomplex,  der  durch  die  Glei- 
chung @  =  0  charakterisirt  ist.  Umgekehrt  gehört  aach  jedem 
Complex  zweiten  Grades,  dessen  Gleichung  auf  diese  Fonn  ge- 
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'x-uuipi^iTes,  Sj^g^^  gjjjg  einfach  unendliche  Anzahl  solcher 
TflCan  9ia^^iten  Grades  derartig  an,  dass  jeder  derselben  eine 
^%Te  zu  derselben  Anzahl  gehörige  Fläche  entspricht,  welche 
^mit  ihr  in  der  angegebenen  Weise  den  Complex  erzeugen  kann, 
und  zwar  können  solche  Flächen  sich  sowohl  so  entsprechen, 
dass  der  Complex  als  der  geometrische  Ort  der  beiden  harmonisch 
tiieilenden  geraden  Punktreihen  erscheint,  als  auch  so,  dass  der 
Complex  als  der  Ort  der  Axen  erscheint,  durch  welche  vier  har- 
monisch liegende  Tangentialebenen  an  die  beiden  Flächen  ge- 
1^  werden  können.  Beide  Fälle  ergeben  jedoch  verschiedene 
Anordnungen  der  Flächen  zu  Paaren.  Seht. 

T.    AscHiERi.     Sopra  un   complesso  del  2"  grado.      Ge- 
nerazione    geometrica    dei    complessi    del    1"    grado. 

BattagUni  G.  VIU.  229.  1870. 

Der  Verfasser  recapitulirt  die  von  ihm  auf  pag.  35  desselben 
Bandes  bewiesenen  Eigenschaften  eines  durch  zwei  Oberflächen 
iweiten  Grades  bestimmten  Complexes  zweites  Grades,  um  einige 
Spezialisirungen  und  Folgerungen  daran  zu  knüpfen,  und  giebt 
im  Zusammenhang  damit  eine  Erzeugungsart  eines  Complexes 
ersten  Grades.  Seht. 

S.  LiE.     üeber  die  Eeciprocitätsverliältnisse  des    ßeye'- 
schen  Complexes.  Gott.  Nachr.  1870.  58. 

Diese  Abhandlung  enthält  eine  Reihe  von  Eigenschaften 
desjenigen  Liniencomplexes  zweiten  Grades,  dessen  Singularitäten- 
fläche in  ein  Tetraeder  ausgeartet  ist.  Der  dadurch  charakterisirte 
Complex,  welcher  von  Herrn  Reye  in  seiner  „Geometrie  der 
Lage**  untersucht  und  deshalb  von  Herrn  Lie  Reye'scher  Complex 
genannt  worden  ist,  wird  hier  als  die  Gesammtheit  der  geraden 
Linien  definirt,  welche  ein  gegebenes  Tetraeder  nach  gegebenem 
Doppelverhältnisse  schneiden,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  dem 
letzteren  die  vier  Punkte  entsprechen,  in  welchen  jede  der  Ge- 
raden von  den  vier  Tetraederebenen  geschnitten  wird,  oder  ob 
es  von  den  vier  Ebenen  erfüllt  wird,  welche  sich  durch  diese 
Gerade  und  die  vier  Tetraederecken  legen  lassen.  Da  nun  durch 
die  dreifach  unendliche  Anzahl  homographischer  Transformationen, 
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A.  Transon.     De  la  traiisformation  isogonale^  de  la 
transformation  isologique  des  iigures  planes.  NcMv.Aob. 

(2)  VIII.  222-230.  1869.    Inst.  1.  sect.  XXXVII.  125-126.  1869.    ^''^^ 

Es  wird  die  Transformationsart  behandelt,  in  der  einem 
jeden  Punkte  der  einen  Figur  ein  Punkt  der  andern  Figur  ent- 
spricht. Diese  Transformationsart  theilt  sich  in  zwei  andere, 
welche  isogonal  und  isolog  genannt  werden.  Die  isogonale 
Transformation  ist  dadurch  charakterisirt ,  dass  den  Carven, 
welche  durch  irgend  einen  Punkt  der  ersten  Figur  gehen,  Curven 
entsprechen,  welche  durch  den  entsprechenden  Punkt  der  zweiten 
Figur  gehen,  und  ferner  dadurch,  dass  diese  Curven  sich  unter 
denselben  Winkeln  schneiden,  wie  die  entsprechenden.  Wenn 
aber  mehrere  Curven  der  ersten  Figur  durch  denselben  Pankt 
gehen,  und  wenn  die  ihnen  entsprechenden  der  zweiten  durek 
den  entsprechenden  Punkt  gehen,  und  das  Bündel  der  Tangenten 
der  ersten  Curven  dem  der  zweiten  Curven  homograpisch  int, 
dann  heisst  die  Transformation  isolog.  Die  Beziehungen  zwischen 
der  homographischen,  isogonalen  und  isologen  Transformation 
bildet  den  Gegenstand  der  Arbeit. 

Die  Note  im  Just,  ist  bereits  ein  Referat  der  in  den  Nonr. 
Ann.  erschienenen  Arbeit.  T. 

MouTARD.     Transformatious  gdomtStriques  des    surfaces. 

Inst  1.  sect.  XXXVU.  372-373.  1869. 

Es  wird  der  Zusammenhang  erörtert,  welcher  zwischen  den 
Problem  der  Umformung  der  Flächen  und  der  Aufgabe  besteht, 
itlr  eine  gegebene  Fläche  eine  andere  zu  finden,  welche  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  linearen  Elemente  zu  den  ent- 
sprechenden der  gegebenen  orthogonal  sind.  Dabei  wird  vor- 
ausgesetzt, dass  die  ursprüngliche  Fläche  entweder  eine  FUebe 
zweiter  Ordnung  oder  eine  Begelfläche  sei,  oder  allgemein  flbe^ 
haupt  nur  die  Eigenschail  habe,  durch  eine  ebene  Cur?e  von 
unveränderlicher  Gestalt  erzeugt  zu  werden.  T. 

A.  RiBAUcouR.  Sur  la  th^orie  de  Tapplication  des  surfaces 

Tune  sur  Tautre.    inst.  l.  sect  XXXVII.  371-372.  1869. 

Die    Note    enthält    die  Mittheilung  zweier   geometriscben 
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Sitze,  welche  sich  auf  die  Abbildung  zweier  Flächen  auf  ein* 
mder  beziehen.  Sie  zeigen,  wie  man,  wenn  zwei  auf  einander 
ibbildbare  Flächen  gegeben  sind,  eine  beliebige  Anzahl  yoü 
Gruppen  derselben  erhalten  könne.  T. 

ü.  NöTHEiu     Zur  Theorie  des  eindeutigen  Entsprecliens 
algebraischer  Gebilde  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

ClebBch.  ADD.  II.  293-317.  1869. 

In  den  C.  R.  1868  hat  Clebsch  das  Geschlecht  p  einer  al- 
gebraischen Fläche  fi*''''  Ordnung,  die  nur  mit  den  gewöhnlichen 
Singularitäten  behaftet  ist^  ohne  Beweis  mitgetheilt.  (vgl.  Fortschr. 
1.  M.  L  p.  234).  Dieser  Satz  wird  in  der  vorliegenden  Abhand- 
ung auf  Flächen  mit  höheren  konischen  Knotenpunkten  und 
löheren  vielfachen  Curven,  sodann  auf  algebraische  Gebilde 
7on  beliebig  vielen  Dimensionen  erweitert.  Der  Beweis  dieses 
iUgemeineren  Theorems,  das  der  Verfasser  bereits  in  den  Gott 
^achr,  1869  Nr.  15  mitgetheilt  hatte,  ist  nach  der  von  Clebsch 
ind  6orda%  in  ihrer  „Theorie  d.  Aberschen  Functionen*^  bei 
!]!urven  angewandten  Methode  geführt.  —  Der  Verfasser  bespricht 
suerst  die  singulären  Stellen,  die  in  zwei  eindeutig  einander 
mtsprechenden  algebraischen  Gebilden  von  zwei  und  drei  Dimen- 
lionen  auftreten  können.  Diese  Verhältnisse  lassen  sich  mit 
lilfe  successiver  Transformationen  leicht  übersehen.  Wie  a.  a. 
).  werden  sodann  die  fbr  die,  in  den  x  homogene  algebraische, 
rrednctible  Gleichung 

,nonnirten^^  Differentialausdrtlcke  aufgestellt ,  deren  Integrale 
kllenthalben  endlich  bleiben.  Dabei  bleiben  höhere  Singularitäten 
^on  f  =  0  ausgeschlossen.  Die  Anzahl  p  dieser  Differentiale 
st  dann  für  zwei  einander  eindeutig  entsprechende  algebraische 
TCbilde  von  r  Dimensionen  dieselbe,  womit  das  folgende  Theorem 
>ewiesen  ist: 

„Das  6e.schlecht  p  der  r  fachen  algebraischen  Mannigfaltig- 
keit f  =  0  ist  gleich  der  Anzahl  der  in  einer  r  fachen  Mannig- 
faltigkeit vom  Grade  n— r— 2,  0  =  0  noch  unbestimmt  bleiben- 
len  Constanten,  wenn  @  =  0  gezwungen  wird,  durch  jede 
i  fache  auf /*  =  0  liegende  Afache  Mannigfaltigkeit  (^•r-{-A)fach 
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hindurchzugehen.  Für  /tt  +  ä  ^  r  hat  &  keiner  Bedingung  »u  ge- 
ntigen. —  Die  Zahl  p  hat  die  Eigenschaft,  für  zwei  r fache 
Mannigfaltigkeiten  /"  =  0,  F  =  0,  welche  sich  im  Allgemeinen 
Punkt  für  Punkt  eindeutig  entsprechen,  die  gleiche  zu  sein,  so 
dass  p  die  Classenzahl  ist  für  die  Classe,  zu  der  f=0  und 
F  =  0  gehören.  Die  Gleichheit  der  Zahl  p  ist  das  nothwendige 
(natürlich  nicht  hinreichende)  Kriterium  für  die  Möglichkeit  einer 
eindeutigen  rationalen  Transformation  zweier  rfachen  algebraischen 
Mannigfaltigkeiten  in  einander". 

NB.    Die   r fache  Mannigfaltigkeit   bezieht  sich   hier  immer 
auf  r  von  einander  unabhängige  complexe  Veränderliche. 

St. 

HousEL.     Hoinographie  et  perspective,      Nouv.  Ann.  (2)  n. 

492-515.     1869. 

Der  Herr  Verfasser  hatte  sich  die  Aufgabe  gestellt,  dorch 
Rechnung  unter  Benutzung  Cartesischer  Coordinaten  für  die 
Ebene  wie  für  den  Raum  zu  beweisen,  dass  zwei  h  omographische^ 
d.  i.  allgemein  collinear  verwandte  Figuren  durch  blosse  Ver 
Schiebung  und  Drehung  in  central  collineare  oder  perspectivisehe 
Lage  gebracht  werden  können.  Fttr  die  Ebene  ist  diese  Frage 
bereits  mehrfach  geometrisch  und  analytisch  gelöst  und  kürzlieh 
von  Herrn  Smith  in  der  Abhandlung  „Focal  Properties  of  Homo- 
graphic  Figures^'  im  zweiten  Bande  der  Proc.  of  Lond.  Hathem. 
Society  pag.  202  genauer  präcisirt.  Für  den  Raum  ist  die  vom 
Herrn  Verf.  gegebene  Lösung  dieser  Frage  irrthümlich,  wie  auch 
schon  Herr  Smith  in  der  Schluss-Note  derselben  Abhandlmig 
pag.  248  gezeigt  hat.  (Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5  A.  p.  394. 

Schs. 

L.  Painvin.     Note  sur  la  transformation  homographique. 

Nouv.  ADD.  (2)  IX.  97.  1870, 

Der  Verf.  behandelt  folgende  Frage:  Können,  zwei  homo- 
graphische Figuren  durch  eine  passende  Verrückung  dahin  ge- 
bracht werden,  homolog  zu  sein?  Das  Resultat  ist  nach  einer 
längeren  Rechnung  mit  hinzugefügter  geometrischer  Interpretation 
folgendes:   Zwei  homographische  Figuren  des  Raumes  können 
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im  Allgemeinen  nicht  dahin  gebracht  werden,  homolog  zu  sein. 
Damit,  dies  möglich  sei,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  Curve  in  der  einen  Figur,  welche  dem  imaginären  Eugel- 
kreise  im  Unendlichen  in  der  anderen  entspricht,  auch  ein  Kreis 
ist.  Dann  giebt  es  zwei,  und  nur  zwei,  Arten,  dies  zu  bewerk- 
stelligen.   Dies  wird  dann  angegeben.  Mz. 

J.  Clerk  Maxwell.     On  reciprocal  diagrams  in  space, 
and  their  relation  to  Airy's  function  of  stress.  Proc.  of. 

L.  M.  S.  II.  58-60.  1869. 

Ist  jF,  eine  beliebige  Function  der  Coordinaten  a?y»,  gegeben, 
so  kann  zu  jedem  der  Punkte  xyz  ein  entsprechender  ^lyf  be- 
stimmt werden  durch  die  Gleichungen: 

^'^  dx'    "^  ~  dy'     ^"  ds* 
Die  Coordinaten  |iy^  werden  auf  Axen  bezogen,   welche   denen 
der  xyi  parallel,  aber  so  weit  entfernt  sind,    dass  die  beiden 
entsprechenden   Figuren   sich  nicht  schneiden.    Bildet  man  die 
Function 

*  =  xl  +  yv  +  ^^-F, 
so  genügt  dieselbe  den  Gleichungen: 

d0  d(b  d0 

""^W  ^^W    ^^"äT' 

Die  Functionen  F  und  0  stellen  reciproke  räumliche  Diagramme 

vor.    Dieselben  können  verwendet  werden  zur  Darstellung  innerer 

Kräfte;  es  werden  zwei  Methoden  dafür  angegeben.    Die  erste 

ist  folgende: 

Sind  a,  b  irgend  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  des  ersten 

Diagramms  und  a,  ß  die  entsprechenden  des  zweiten,  so  denke 

man  sich  um  ab  senkrecht  dazu  ein  Fiächenelement  beschrieben. 

Ist  nun   die   auf  die  Einheit   dieser  Oberfläche  wirkende  Kraft 

zusammengesetzt  aus   einem   Zuge  parallel   zu  aß  und  gleich 

aß 
P«-^  und  einem  Druck  parallel  zu  ab  und  gleich 

/d'F     d'F     d'F\ 

80  wird  ein  in  dieser  Weise  definirtes  System  von  inneren  Kräften 

41* 
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jeden  Punkt  dies  ersten  Diagramms  in  Gleichgewicht  halten. 
Die  zweite:  Ist  a  irgend  ein  Oberfläcbenelement  des  ersten  Dia- 
gramms und  a  das  entsprechende  des  zweiten  und  wirkt  auf  a 
ein  gleicbmässiger  normaler  Druck  gleich  P  für  die  Flächenein- 
heit, und  eiue  Kraft  gleich  und  parallel  der  Resultante  dieses 
Druckes  auf  die  Fläche  a,  dann  wird  ein  so  definirtes  System 
von  inneren  Kräften  in  dem  ersten  Diagramm  jeden  Punkt  im 
Gleichgewicht  halten.  Schz. 

P.  Bretschneider.      Punktverwandtschaft    und  Linear- 
verwandtschaft ebener  Figuren.  Pr.  Planen  i/v.  1870. 

Eine  von  einem  anderen  Ausgangspunkte  abgeleitete  Dar- 
stellung der  von  Magnus  (Grelle  J.  VIII.  u.  IX.)  analytisch  und 
von  Steiner  in  der  „Allgemeinen  Anmerkung"  seiner  Entw.  d. 
Abh.  geom.  Gest.  synthetisch  entwickelten  Verwandtschaft  mit 
einigen  Anwendungen.  Scbz. 

U.  DiNi.     Sopra  un  problema  che  si  presenta  nella  teoria 
generale  delle  rappresentazione    geografiche    di    una 

SUperficie   SU   di   un'altra.     Brioschi  Ann.  (2)  III.  269-294.  1870. 

Nach  Herrn  Beltrami  lassen  sich  nur  Oberflächen  constanter 
Krümmung  so  auf  einer  Ebene  eindeutig  abbilden,  dass  die 
Bilder  geodätischer  Linien  Gerade  werden.  HerrDini  untersucht, 
unter  welchen  Bedingungen  sich  irgend  zwei  Flächen  eindeutig 
so  aufeinander  abbilden  lassen,  dass  jeder  geodätischen  Linie 
der  einen  eine  geodätische  Linie  der  anderen  entspricht.  Aehn- 
lichkeit  der  kleinsten  Theile  wird  bei  dieser  „geodätischen  Ab- 
biidung^'  nicht  verlangt.  Die  Beantwortung  der  Frage  stützt  sich 
auf  folgenden  Satz:  Fixirt  man  auf  einer  Oberfläche  2  beliebige 
Curven  A  und  B^  so  kann  der  Ort  der  Punkte,  deren  geodätische 
Entfernungssumme  von  A  und  fconstant  ist  „geodätische  Ellipse^', 
der  Ort  der  Punkte  von  constanter  Entfernungs-Diflferenz  ,,geodäti- 
sche  Hyperbel**  genannt  werden.  Enthält  nun  eine  Oberfläche  eine 
Doppelschaar  isothermer,  geodätischer  Ellipsen  und  Hyperbeb, 
welche  dieselbe  Basis  A  und  B  haben,  und  wählt  man  dieselben 
zu  Goordinatenlinien ,  so  hat  das  Linien-Element  der  Oberfläche 
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e  Form: 

0  UU^  nur  von  «,  VV^  nur  von  c  abhängen;  —  umgekehrt, 
enn  diese  Gleichung  erilkllt  ist,  so  sind  die  Curven  u  =  const., 
==  const.  (isotherme)  Hyperbeln  und  Ellipsen  in  Bezug  auf  die 
iiven  A  und  B,  deren  Gleichungen  sind: 

ß^V-h)  U,  du  +ßfQ^Y)Y,  dt  =  c, 

/AU-fi)  U,  du -y?CÄ-  V)  V, dt  =  c,, 

C|  und  h  sind  Constante,  h  ist  so  zu  wählen,  dass  U—h  und 
—h  in  dem  betrachteten  Theil  der  Oberfläche  stets  positiv 
eiben.  —  Nachdem  Herr  D.  diesen  Satz  entwickelt  hat,  er- 
digt er  die  Frage,  wann  sich  zwei  Flächen  S  und  S*  geodätisch 
ifeinander  abbilden  lassen.  Da  Aehnlichkeit  der  kleinsten 
belle  nicht  verlangt  wird,  so  giebt  es  nach  Tissot  auf  S  eine 
Qzige  Doppelschaar  orthogonaler  Curven,  die  bei  eindeutiger 
bbildung  von  S  auf  S'  eine  eben  solche  zum  Bilde  hat.  Fasst 
an  diese  als  Coordinatenlinien  auf,  so  kann  die  Bedingung, 
ISS  den  geodätischen  Linien  auf  S  eben  solche  auf  S'  ent- 
irechen  sollen,  einfach  analytisch  ausgedrückt  werden,  und  es 
giebt  sich,  dass  die  Linien-Elemente  auf  S  und  S  von  folgen- 
)x  Form  sein  müssen: 

ds'  =  Cr7-.F)(l^,du'+F.dO; 

„  _  /      1 \      \(        U,  «  1  __J1_^  A 

~  \aV'\-h       al/+6Aa(at^+6)         '^  a{aV+b)      ) 

J,  U^  hängen  nur  von  u,  Fund  V^  nur  von  t  ab;  a  und  6  sind 
jliebige  Constanten).  Eine  Oberfläche  S  (resp.  ein  Theil  der- 
Iben)  lässt  sich  demnach  immer,  aber  auch  nur  dann  geo- 
Ltisch  abbilden,  wenn  auf  ihr  eine  Doppelschaar  orthogonaler, 
^thermer  geodätischer  Kegelschnitte  (mit  derselben  Basis)  vor- 
inden  ist;  die  Abbildung  kann  aber  dann  (wegen  der  will- 
Irlichen  Constanten  a  und  b)  auf  unzähligen  Flächen  S^  be- 
irkt  werden,  die  nicht  auf  einander  abwickelbar  sind.  Man 
imerkt  sofort,  dass  den  Flächen  2*^"  Grades  und  sämmtlichen 
^tationsflächen  diese  Eigenschaft  zukömmt;  die  Grund -Curven 
hrompfen  in  diesen  Fällen  zu  Punkten  zusammen,  den  Nabel- 
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punkten.  Im  letzten  Theile  seiner  Arbeit  geht  Herr  Dini  näher 
auf  den  besonderen  Fall  der  Flächen  von  constanter  Krtlmmung 
ein.  K. 

Max  Nöther,     Ueber  die  auf  Ebenen  eindeutig  abbild- 
baren algebraischen  Fläclien.  Gott.  Nachr.  1870.  1-6. 

Von  den  in  Betracht  kommenden  Flächen  wird  vorausge- 
setzt, dass  aus  ihnen  durch  ein  Flächenbüschel  eine  einfach  un- 
endliche Schaar  rationaler  Curven,  und  zwar  durch  eine  Fläche 
des  Büschels  je  eine  Curve,  ausgeschnitten  wird.  Solche  Flächen 
lassen  sich  durch  eine  Reihe  eindeutiger  Abbildungen  zunächst 
auf  zwei  Flächenfam'ilien  reduciren,  dann  aber  auch  durch  weitere 
eindeutige  Abbildungen  Punkt  für  Punkt  eindeutig  auf  einer 
Ebene  abbilden.  Die  Reduction  auf  zwei  Flächenfamilien  lässt 
sich  auch  noch  in  dem  Fall  ausführen,  dass  eine  jede  Fläche 
des  Büschels  mehrere  Curven  aus  der  gegebenen  Fläche  aus- 
schneidet. T. 

E.B.  Christoffel.  Sogra  unproblemapropostadaDirichlet 

Brioschi  Ann.  (2)  IV,  1-10.  1870. 

E,B.  Christoffel.  Ueber  die  Abbildung  einer  einblättrigen, 
»einfach  zusammenhängenden,  ebenen  Fläche  auf  einem 

Kreise.     Gott.  Nachr.  1870.  288. 

E.  B.  Christoffel.  Ueber  die  Abbildung  einer  w-blättrigen, 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  auf  einem  Kreise. 

Gott.  Nachr.  1870.  359. 

Biemann  hat  in  seiner  Doctor- Dissertation  (S.  21)  gezeigt, 
dass  jede  einfach  zusammenhängende  Fläche  eindeutig  und  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  das  Innere  eines  Kreises  ab- 
gebildet werden  kann;  die  Form  der  Function  zu  bestimmen, 
welche  für  eine  gegebene  Begrenzung  der  Fläche  diese  Abbil- 
dung vermittelt,  unternimmt  Herr  Chr.  in  einer  Reihe  von  Ab- 
handlungen. In  einer  früheren  Arbeit  (Brioschi  Ann.  (2)  I,  89) 
handelt  es  sich  um  das  Innere  eines  einblättrigen  nseitigen  Po- 
lygons, die  obengenannten  betreffen  die  Ergänzungsfläche,  welche 


Capitel  5.  Verwandtschaft,  eindeutige  Transformation,  Abbildungen.    625 

nach  Ausschnitt  eines  n  seifigen  Polygons  von  einer  unbegrenzten 
einblättrigen  Fläche  bleibt,  ferner  die  krummlinig  begrenzte  ein- 
blättrige und  schliesslich  die  n- blättrige,  einfach  zusammenhängende 
Fläche.  In  allen  Fällen  wird  das  Innere  einer  Halbebene  (die- 
selbe ist  leicht  auf  dem  Kreise  abbildbar)  auf  die  betreffende 
Fläche  abgebildet;  die  umgekehrte  Abbildung  verlangt  die  In- 
yersion  eines  Integrals  aus  einer  Funktion,  die  Im  Allgemeinen 
nicht  algebraisch  ist.  Als  Beispiel  für  die  Methode  der  Unter- 
suchung soll  hier  der  Gang  der  ersten  Abhandlung  (Br.  Ann.  (2)  I, 
89).  kurz  angedeutet  werden.  Die  unabhängige,  auf  das  Innere 
der  Halb-Ebene  beschränkte  Variable  sei  Z,  die  zu  bestimmende 
Punction,  welche  die  Halb-Ebene  auf  das  Innere  eines  n-seitigen 
Polygons  abbildet,  sei  a;  ^,,  A,,  ...  K  seien  die  Polygonwinkel, 
3^,  a„  ...  a„  die  auf  dem  Rande  (der  X-Axe)  der  Halb-Ebene 
gelegenen  Bilder  der  Polygon-Ecken.  Der  Herr  Verfasser  be- 
trachtet die  Grösse 

71 — 3|  TT— Aj  71 — iJ„       » 

und  zeigt,  dass  dieselbe  in  der  ganzen  Halb-Ebene  von  Null 
verschieden,  eindeutig,  stetig  und  endlich  ist.  Da  nun  logX  dem 
imaginären  Tbeil  nach  längs  der  X-Axe  constant  bleibt,  so  folgt, 
dass  logX,  also  auch  X  in  der  Halb-Ebene  überall  constant  ist. 
Daher  ergiebt  sich: 

(a^—Z)  ^    (a,— Z)  ^    ...(a«— Z)  n    -—•  =  constant. 

Selbstverständlich  ist  wegen  der  Verzweigungspunkte  a^,  a^,  ...  On 
Z  dureh  diese  Gleichung  allein  noch  nicht  eindeutig  definirt; 
sie  wird  es  erst,  wenn  man,  wie  Herr  Chr.  an  dem  Beispiel  der 
Recbtecksabbildung  zeigt,  den  Zweig  von  Z  bezeichnet,  welcher 
die  Abbildung  leisten  soll.  Die  Grössen  a,,  ...  a«  gelten  als 
bekannte  Constanten,  jedem  Wertbsystem  derselben  entspricht 
fbr  gegebene  A  ein  bestimmtes  Polygon;  ist  a))er  das  Polygon 
gegeben,  so  sind  ciese  Quantitäten  aus  einer  Anzahl  transcen* 
denter  Gleichungen  zu  bestimmen.  —  Dass  diese  Bestimmung 
immer  möglich  ist,  hat  der  Herr  Verf.  nicht  a  posteriori  bewiesen. 
I>iefler  Nachweis  ist  freilich  entbehrlich,  wenn  der  Riemann'sche 
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Satz,  dass  für  jede  beliebige  Begrenzung  der  einfSaeh  lOMUiuiien- 
b&ngenden  Fläche  wirklieh  eine,  die  verlangte  Abbildang  yer- 
mittelnde,  Function  existirt,  ohne  Einschränkung  wahr  ist;  — 
am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  Gott.  Nachr.  369  verweist  jedoch 
der  Herr  Verf.  selbst  auf  die  Zweifel,  die  gegen  den  genannten 
Satz  erhoben  worden  sind.  Fttr  das  Rechteck,  auch  fllr  die  Er- 
gänzungsfläche desselben,  ist  die  Abbildungsfrage  voUständig  g^ 
löst,  damit  auch  die  darauf  hinauslaufenden  Wärmeprobleme. 
Im  Falle  krummliniger  Begrenzung  der  einfach  zuaanunenhin- 
genden  Fläche  fasst  Herr  Chr.  die  Curve  als  Grenze  eines  ein- 
geschriebenen  Polygons  auf  und  wendet  die  früher  entwickdteD 
Formeln  an.  Diese  setzten  die  Bilder  der  Polygon-Ecken  ib 
gegeben  voraus,  deshalb  scheint  die  allgemeine  Abbildnngnirf' 
gäbe  nur  lösbar,  wenn^bekannt  ist,  wie  sich  die  Grenz- CSvre 
auf  der  reellen  Axe  der  Halb-Ebene  abbildet;  der  Herr  Verf. 
zeigt  aber,  wie  die  Abbildung  auch  ohne  diese  Kenntniss  in 
manchen  Fällen  gelingen  kann ;  im  Allgemeinen  (z.  B.  wenn  die 
Grenzkurve  aus  Stücken  verschiedener  Curven  zusanunengesetzt 
ist)  scheint  die  Schwierigkeit  unüberwindlich ;  zur  völligen  Lösmig 
der  Frage  ist  daher  noch  ein  bedeutender  Schritt  erforderlich. 

K. 

H.  Schwarz.    Ueber  einige  Abbildungsaufgaben.    Bordunit 

J.  LXX.  105-121.  1869. 

H.  Schwarz.     Conforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines 
Tetraeders  auf  die  Oberfläche  einer  Kugel.      Boidiirdt 

J.  LXX.  121137.  1869. 

Die  Resultate  der  erstgenannten  Arbeit  sind  zam  Theil 
specielle  Fälle  der  oben  besprochenen,  die  auf  etwas  yeradbie- 
denem  Wege  gewonnen  sind ;  dei  der  Abbildung  des  Quadrats 
werden  die  Bilder  der  Ecken  auf  dem  Rande  der  Halb-Ebene 
nicht  durch  den  Kalkül,  sondern  durch  eine  glflckliche  Yer- 
muthung  bestimmt.  Die  Ergänzungsflächen,  sowie  den  Fall  der 
beliebig  krummlinigen  Begrenzung  hat  Herr  S.  nicht  in  den  Be- 
reich seiner  Untersuchungen  gezogen.  In  Betreff  der  im  yorher- 
gehenden  Referat  heryorgehobenen  Constantenb^timmong  bemerkt 
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der  Herr  Verf.,  der  betreffende  Nachweis  sei  ihm  selbst  für  den 
Fall  des  Vierseits  gelungen,  für  den  allgemeinen  verdanke  er 
einen  solchen  Herrn  Weierstrass;  es  wäre  gewiss  sehr  dankens- 
werth,  wenn  diese  Beweise  auch  veröffentlicht  würden.  Neu  ist 
die  Abbildungsmethode  fUr  Polygone,  welche  von  Kreisbogen 
begrenzt  werden;  in  diesem  Falle  betrachtet  Herr  S.  die  Form 
der  Function 

d'        du      .  /  d  ,      du\* 

(u  die  Variabele  des  Polygons,  t  die  der  Halb-Ebene);  enthält 
das  Polygon  im  Innern  keine  Windungspunkte,  so  ist  dieser 
Ausdruck  eine  rationale  Function  von  (.  Am  Ende  der  ersten 
Abhandlung  wendet  sich  Herr  S.  zu  der  Aufgabe:  Die  ge- 
schlossene einfach  zusammenhängende  Oberfläche  eines  ebenen 
Polyeders  auf  die  Oberfläche  einer  Kugel  eindeutig  so  abzubil- 
den, dass  mit  Ausnahme  der  den  Ecken  entsprechenden  Punkte 
die  Abbildung  überall  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich,  in  diesen 
Punkten  aber  die  Stetigkeit  nicht  unterbrochen  sei.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  eine  solche  Abbildung  möglich  ist,  wird  die 
Form  der  abbildenden  Function  gegeben;  —  man  denkt  die 
Oberfläche  des  Polyeders  auf  einer  Ebene  u  abgewickelt,  die 
Kugel  durch  reciproke  Radiivectoren  eindeutig  auf  eine  Ebene  x 
abgebildet  und  bezieht  diese  beiden  Ebenen  auf  einander.  Für 
den  Fall  der  regulären  Polyeder  lässt  sich  die  Lösung  nach- 
träglich leicht  verificiren.  Die  zweite  Abhandlung  beschäftigt 
sich  eingehend  mit  dem  Tetraeder  und  kommt  zu  dem  Resultat: 
„Die  Aufgabe  der  conformen  Abbildung  eines  Tetraeders  auf 
die  Oberfläche  einer  Kugel  mit  der  Bedingung,  dass  die  Punkte 
beider  Flächen  einander  eindeutig  entsprechen  sollen,  ist  stets 
lösbar,  und  zwar  lässt  diese  Aufgabe  nur  eine  Lösung  zu,  wenn 
festgesetzt  wird,  dass  drei  gegebenen  Punkten  der  einen  Fläche 
beziehlich  drei  gegebene  Punkte  der  anderen  entsprechen  sollen.^' 

K. 

H.  ScHVSTARZ.  Notizia  suUa  rappresentazione  di  un'  ellisse 

SOpra  Un   circolo.     Brloschl  Aod.  (2)  lU.  166.  1870. 

Ein  elliptisch   begrenztes  Flächenstttck  (u)  wird  durch  die 
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Function 

/2A'        .     \ 
s  =  8inam(  —  arcsmu) 

eindeutig   und   eonform   auf  das   Innere   eines   Kreises  (s)  ab- 
gebildet. K. 

E.  Jochiiiann.     Zur  Abbildung   der   Rechtecke   auf  der 

Kreisfläche.    Schlomilch  z.  XIV.  532.  1869. 

Den  Parallelen  zu  den  Rechtecksseiten  entsprechen  in  dem 
conformen  Kreisbilde  orthogonale  Curvensysteme  4**°  Grades, 
welche  Herr  Jochmann  einer  eingehenden  Untersuchung  unterwirft. 

K. 

H.  Weber,     üeber  ein  Problem  der  Abbildung.     Ciebsch 

Ann.  II.  140.  1869. 

Die  Fläche  einer  Lemniskate  lässt  sich  durch  eine  alge- 
braische (event.  rationale)  Function  conform  auf  den  Kreis  ab- 
bilden. K. 

E.  Hoppe.     Abbildung    der   Flächen   2ten  Grades   nach 
Aehnlichkeit  der  Flächenelemente.      ciebsch  Ano.  IL  50i 

1870. 

Von  den  centrischen  Oberflächen  zweiten*  Grades  werden 
zunächst  die  Octanten  auf  je  ein  Rechteck  (dessen  eine  Seite 
bei  den  Hyperboloiden  ins  Unendliche  rttckt)  zusammenhängend 
und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet;  die  8  Recht- 
ecke werden  in  zwei  Reihen  zu  je  vier  zu  einem  einzigen  zu- 
sammengestellt; dasselbe  bildet  das  erste  Bild  der  Gesammt- 
Oberfläcbe,  in  welchem  aber  mehrere  Theile  getrennt  liegen, 
die  auf  der  Oberfläche  zusammenhängen.  Dieser  Zusammenhang 
wird  durch  eine  Abbildung  des  Rechtecks  auf  eine  zweite  Ebene, 
so  weit  wie  möglich,  wieder  hergestellt.  Das  Ellipsoid  erscheint 
schliesslich  auf  das  Innere  einer  Ellipse  abgebildet;  die  Ellipse 
ist  Bild  des  Normalbogens,  der  zwei  Nabelpunkte  verbindet  nnd 
längs  dessen  man  die  Oberfläche  aufgeschlitzt  denkt.  Das  ein- 
schalige Hyperboloid  wird  auf  der  unbegrenzten  Ebene  abge- 
bildet; der  elliptische  Hauptschnitt  ist  in  einen  Kreis  verwandelt^ 
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das  Innere  stellt  die  eine  Hälfte  des  Hyperboloids  (der  Mittel- 
punkt die  unendlich  entfernten  Punkte),  das  Aeussere  die  andere 
dar.  —  Analog  gestaltet  sich  die  Lösung  bei  den  nicht  centralen 

Flächen  2*^"  Grades.    Litterat.  Borchardt  J.  LIX,  74. 

K. 

F.  A.  Grunert.  lieber  conforme  Kartenprojectionen.  Grnnert 

Arch.  L.  176-216.  1869. 

Herr  G.  macht  zunächst  auf  zwei  die  Theorie  der  Karten- 
projectionen betreffende  Arbeiten,  die  eine  von  A.  Germain 
(Paris  A.  Bertrand),  die  andere  von  Wittstein  (Astronom.  Nachr. 
No.  1704)  in  empfehlender  Weise  aufmerksam  und  behandelt 
sodann  die  conforme  Abbildung  des  Sphäroids  auf  eine  Ebene^ 
bei  welcher  die  Meridiane  in  Gerade  durch  einen  Punkt  0,  die 
Parallelkreise  in  Kreise  um  0  verwandelt  werden,  während  die 
(geogr.)  Längen  auf  dem  Sphäroid  zn  den  entsprechenden 
Winkeln  des  Bildes  in  constantem  Verhältniss  bleiben.  Herr  6. 
befolgt,  wie  er  erklärt,  im  Wesentlichen  die  Methode  von  Lambert, 
dessen  Verdienst  um  diese  Theorie  er,  namentlich  Gauss  gegen- 
über, hervorhebt.  Die  Arbeit  ist  ihrem  pädagogischen  Zwecke 
entsprechend  recht  ausfuhrlich  gehalten.  K. 

F.EiSENLOHR.  Ueber  Flächenabbildung.  Borchardt  J.  LXXII. 

144-151.    1870. 

Bildet  man  ein  gekrümmtes  Flächensttlck  nach  Aehnliohkeit 
der  kleinsten  Theile  auf  eine  Ebene  ab,  so  erscheint  die  Con- 
tour  desselben  im  Bilde  verzerrt,  die  Bilder  der  geodätischen 
Linien  mehr  oder  weniger  gekrtlmmt.  Ftlr  die  Kartenzeichnung 
ist  es  deshalb  von  Interesse,  unter  allen  möglichen  conformen 
Abbildungen  (für  jede  besondere  Begrenzung)  diejenige  zu  be- 
stimmen, welche  die  geringste  Verzerrung  zeigt  Herr  Eisenlohr 
bemerkt  nun,  dass  sich  die  Grösse  der  Verzerrung  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  und  fltr  ein  gegebenes  Flächenstück  nach  fol- 
genden Weisen  messen  lässt.  An  irgend  einer  Stelle  des  Bildes 
erhalten  diejenigen  geodätischen  Linien  des  Originals,  welche 
senkrecht  zu  einer  Gurve  gleicher  Vergrösserong  stehen,  keine, 
die  von  jener  Gurve  berührten  geodätischen  Linien  aber  die 
grösste   Krümmung.    Der  Fehler  in   einem  Punkte  des  Bilde» 
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kann  daher  durch  die  KrUmmung  der  geodätischen  Linie  ge- 
messen  werden,   welche   in   diesem  Punkte   die  Linie  gleider 
Vergrösserungen  berührt.     Der  Gesammtfehler   ist  ein  Integral, 
dessen  Element  das  Flächenelement  des  Bildes  ist,  mnltiplidit 
mit  dem  Quadrat  der  grössten  KrUmmung  in  demselben.    Hm 
Einsenlohr  stellt  nun  die  Bedingung  fest,  unter  welcher  diesei 
über   das  Gesammtbild   erstreckte  Integral   ein  Minimam  wifl 
Die  Untersuchung  behandelt  zunächst  die  Abbildung  zweier  b^ 
liebigen  Flächen  aufeinander,  auf  denen  eine  Doppelschaar  or 
thogonaler,  isothermer  Linien  zu  Coordinatenlinien  gewählt  sind. 
Man  erhält  den  Satz :  Die  Abbildung  zeigt  im  Innern  die  kleinite 
Verzerrung,  wenn  die  Vergrösserung  auf  dem  ganzen  Umfang« 
der  Begrenzung  denselben  Werth  behält.    Nimmt  man  zu  dieser 
Bedingung  diejenigen,    welche  sich  auf  die  Stetigkeit  des  Ver- 
grösserungsfactors   beziehen,   (cf.  Weber,  Borchardt    J.  LXTE 
231  u.  f.)    so   ist   die   AH  der  conformen  Abbildung  yöllig  be- 
stimmt.  Herr  E.  betrachtet  schliesslich  die  Abbildung  der  Engel 
auf  eine  Ebene  und  geht  insbesondere  auf  den  Fall  ein,  dsu 
das  abzubildende  sphärische  Flächenstück  von  zwei  Meridianen 
und  zwei  Parallelkreisen  begrenzt  wird.  K. 

A.  EiBAUCouR.     Sur  la  d^formation  des  surfaces«    C.  R 

LXX.  330.  1870. 

Wenn  ein  der  Gestalt  nach  unveränderlicher  EOrper  vier 
Bedingungen  unterworfen  ist,  beschreiben,  wie  Mannheim  gezeigt 
hat,  seine  Punkte  Oberflächen,  deren  Normalen  sich  alle  in 
einem  gegebenen  Augenblicke  auf  zwei  Gerade  stützen.  Schnei- 
den sich  diese  Paare  von  Geraden  immer,  so  bildet  der  Ort  ihrer 
Schnittpunkte  im  Körper  und  im  Räume  2  aufeinander  ab- 
wickelbare Flächen.  Herr  Ribaucour  hat  diesen  Satz  zum  Aus- 
gangspunkt seiner  Untersuchungen  über  Deformation  gemacht, 
deren  Ergebnisse  ohne  weiteren  Beweis  mitgetheilt  sind.  Ton 
denselben  seien  folgende  angeiUhrt: 

In  jeder  Tangenten-Ebene  einer  Fläche  (^4)  sei  ein  Punkt 
M  gegeben,  den  man  durch  die  (krummlinigen)  Coordinaten  « 
und  V  des  Berührungspunktes  A  bestimmt  denke;  durch  Jf  sei 
eme  Parallele  zur  Normale  in  A  gezogen.    Diese  Parallelen  sind 
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FangeDten  zweier  Oberflächen  B  und  C,  welche  von  den  durch 
If  gehenden  Geraden  in  B  und  C  berührt  werden  mögen.  Denkt 
man  die  Oberfläche  (A)  deformirt,  während  die  Tangenten-Ebenen 
md  die  Punkte  M  mit  ihr  fest  verbunden  bleiben,  so  ist  JlfB.JIfC 
sonstant.  —  Denkt  man  in  jeder  Tangenten-Ebene  von  A  eine 
[üorve  verzeichnet  und  schneiden  alle  diese  Gurven  irgend  eine 
^Iftchenfamilie  rechtwinklig,  so  behalten  sie  diese  Eigenschaft, 
venn  (il)  deformirt  wird.  Sind  die  Gurven  Kreise,  so  gehört 
lie  rechtwinklig  durchschnittene  Flächenschaar  einem  dreifachen 
Systeme  orthogonaler  Flächen  an,  welche  Herr  Ribaucour  cyklische 
Systeme  nennt.  Jeder  Oberfläche  (A)  erscheinen  unzählig  viele 
zyklische  Systeme  zugeordnet,  deren  Bestimmung  von  der  Lösung 
jiner  nicht  linearen  partiellen  Diflerential-Gleichung  2**^"  Ordnung 
nit  2  unabhängigen  Variablen  abhängt.  Die  Integration  erscheint 
mr  in  wenigen  Fällen  möglich;  Herr  Ribaucour  theilt  aber  mit, 
lass  er  ohne  dieselbe  verschiedene  derartige  Systeme  entdeckt 
labe.  K. 

i..  EiBAUCouR.     Sur  la  d^formation  des  surfaces.   Inst.  i. 

eect  XXXVII.  389.  1869. 

Die  kurze  und  nicht  recht  verständliche  Notiz  berichtet  über 
ätze,  welche  Herr  Ribaucour  in  der  Sociit^  Philomathique  de 
Paris  mitgetheilt  hat.  Dieselben  betrefl^en  Methoden,  nach  denen 
IU8  einer  Gruppe  auf  einander  abwickelbarer  Flächen  neue 
F'lächen  dieser  Art  abgeleitet  werden  können.  K. 

C.  ExNER.     Ueber    die    Gestalt    kleiner   Flächenstücke. 

Grnnert  Arch.  LI.  7-9.  1870. 

K. 

Blazek.     Ueber  das  dreiaxige  Ellipsoid  als  Deformation 
der  Kugel  aufgefasst.    Prag.  Ber.  1869.  29  31. 

Der  Herr  Verf.  betrachtet  das  Ellipsoid  mit  den  Halbaxen 
i,  b,  c  als  Deformation  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r  in  der 
iV'eise,  dass  einem  jeden  Punkte  x,  y,  i  in,  auf  oder  ausserhalb 
les  letzteren  Gebildes  ein  entsprechend  gelegener 

ax      by       09 
r  ^      r        r 
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am  ersteren  Gebilde  beigeordnet  ist,  und  beweist  auf  elementare 
Weise  Lehrsätze  tlber  die  dem  Ellipsoid  ein-  oder  umgeschriebenen 
Polyeder  vom  grössten  oder  kleinsten  Volumen. 

Hz. 


F.  Klein    und    S.  Lie.     Siir   ime   certaiiie   famille  de 
courbes  et  de  surfaces.      C.  R.  LXX.  1222-1226.  l275-im 

1870. 

Die  Untersuchung  betrifft  diejenigen  Curven,  welche  durch 
unendlich  viele  sich  continuirlich  an  einander  anschliessende 
lineare  Transformationen  in  sich  selbst  übergeführt  werden,  so- 
wie Flächen,  die  in  bestimmter  Weise  durch  zweifach  unendlieh 
viele  Curven  der  genannten  Art  erzeugt  werden  und  in  Folge 
dessen  die  Eigenschaft  besitzen,  durch  zweifach  unendlich  viele 
vertauschbare  lineare  Transformationen  ungeändert  zu  bleiben. 
Die  Verf.  gehen  wesentlich  darauf  aus,  zu  zeigen,  wie  diese 
Flächen  und  Curven  eben  vermöge  ihrer  hierin  enthaltenen  D^ 
finition  eine  grosse  Menge  sonstiger  geometrischer  Eigenscbafia 
besitzen.  Insbesondere  entwickeln  sie,  wie  die  fraglichen  Gurren 
und  Flächen  in  sich  selbst  tibergehen  durch  eine  unbegrenzte 
Reihe  geometrischer  Verwandtschafken,  die  aus  den  erzeugenden 
linearen  Transformationen  auf  einfache  und  nothwendige  Wmie 
erwachsen.  Zu  diesen  Curven  und  Flächen  gehören  beispiels- 
weise, abgesehen  von  den  Kegelschnitten,  den  Flächen  zweiten 
Grades,  den  Raumcurven  dritter  Ordnung:  die  logarithmische 
Spirale,  die  Loxodrome  auf  der  Kugel,  die  Flächen,  deren 
Gleichung  die  folgende  ist: 

x^y^^c  __  const. 

u.  s.  w.  Auch  stehen  diese  Untersuchungen  im  engsten  Zn- 
sammenhange  mit  dem  in  neuerer  Zeit  wiederholt  betrachteten 
Linien-Complex,  dessen  Gerade  ein  Tetraeder  nach  constantem 
Doppelverhältnisse  schneiden.  Eine  ausführlichere  Darlegang 
dieser  Betrachtungen,  zunächst  nur  so  weit  sie  sich  auf  ebene 
Curven  beziehen,  haben  die  Verf.  inzwischen  in  den  mathenuir 
tischen  Annalen  gegeben  ((Band  IV.  p.  50-84),  auf  welche  denn 
hier  verwiesen  werden  mag.  Kln. 
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A.  Clebsch.    Ueber  die  Abbildung  algebraischer  Flächen. 

Gott.  Nachr.  1870  486-489. 

Der  Herr  Verf.  bespricht  in  dieser  Note  die  Abbildung  der 
algebraischen  Flächen  5**'  Ordnung  auf  einer  Ebene  für  den 
Fall,  dass  die  Flächen  eine  Doppelcurve  4**'  Ordnung  besitzen. 
Zur  Abbildung  wird  eine  zweiblättrige  Ebene  benutzt.  Eine 
ausführlichere  Darlegung  dieser  Art  der  Abbildung  und  der  in 
der  Note  angegebenen  Principien  behält  sich  der  Herr  Verf.  für 
eine  andere  Gelegenheit  vor.  T. 

A.  Clebsch.   Ueber  die  Abbildung  algebraischer  Flächen, 
insbesondere  der  vierten  und  flinften  Ordnung.  Clebsch 

Ann.  I.  253.  1869. 

Die  vorliegende  Abhandlung  enthält  eine  allgemeine  Ex- 
position der  eindeutigen  Abbildung  algebraischer  Flächen  auf 
eine  Ebene.  Bei  der  hervorragenden  Wichtigkeit ,  welche  diese 
Art  von  Betrachtuqgen  in  der  neueren  Geometrie  gewonnen  hat, 
mag  eine  kurze  Auseinandersetzung  des  früher  in  dieser  Richtung 
Geleisteten  hier  Platz  finden.  Eindeutige  Verwandtschaften, 
welche  über  die  CoIIineation  hinausgehen,  sind  zunächst  zwischen 
zwei  Ebenen  untersucht  worden :  die  Betrachtung  der  einfachsten^ 
der  sogenannten  quadratischen ,  geht  bis  auf  Poncelet,  PlUcker, 
Magnus  und  Steiner  zurück.  Die  allgemeinsten  derartigen  Ver- 
wandtschaften betrachtete  Cremona  in  zwei  wichtigen  Abhand- 
lungen, die  1863  und  1865  in  den  Abhandlungen  der  Academie 
zu  Bologna  erschienen,  und  darf  der  Gegenstand  seitdem  als 
eine  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  angeschlossene  selbst- 
ständige Disciplin  betrachtet  werden.  Von  mehreren  Flächen 
hat  man  seit  langer  Zeit,  ob  auch  ohne  Bewusstsein  des  allge- 
meinen Princips,  die  Flächen  zweiten  Grades  auf  die  Ebene  ein- 
deutig bezogen,  oder,  wie  man  sagt,  abgebildet.  Denn  das  Ver- 
fahren der  stereographischen  Projection  einer  Kugel  auf  eine 
Ebene  ist  nichts  Anderes  als  eine  solche  Abbildung.  *  Diese  Ab- 
bildung ist  bekanntlich  zugleich  eine  conforme,  was  im  Alige- 
meinen bei  diesen  Abbildungen  nicht  der  Fall  ist,  indem  viel- 
mehr der  ganze  Nachdruck  einzig  auf  den  eindeutigen  algebra- 
ischen Zusammenhang  zwischen  Fläche  und  Ebene  zu  legen  ist  -— 
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Andererseits  hatte,  was  wieder  auf  eine  eindeutige  Abbildung 
der  Fläche  auf  die  Ebene  zurückkommt,  Plücker  1847  im  Crdle'- 
schen  Journale  Bd.  34  den  Gedanken  entwickelt,  den  Punkt  auf 
dem  einschaligen  Hyperboloide  ähnlich  wie  den  Punkt  in  da 
Ebene  durch  2  Coordinaten  eindeutig  zu  bestimmen,  namentlidi 
durch  die  beiden  Strecken,  welche  von  ihm  aus  gerechnet  auf 
den  beiden  durch  ihn  gehenden  Erzeugenden  durch  zwei  feste 
Erzeugende  der  Fläche  abgeschnitten  werden.  Aber  die  eigent- 
liche Theorie  der  Fläch enabbildung  begann  erst,  als  Chasles 
1863  in  den  Comptes  Rendus  die  Geometrie  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  vermöge  einer  eindeutigen  Beziehung  derselboi 
auf  die  Ebene  ausführlich  behandelte.  Den  Gedanken,  die  Geo- 
metrie auch  auf  höheren  Flächen  mit  der  Geometrie  der  Ebene 
in  Zusammenhang  zu  bringen,  fassten  gleichzeitig  Clebseh  und 
Gremona^  indem  sie  unabhängig  von  einander  im  Anschluss  an 
die  Grassmann'sche  Erzeugungsweise  die  Flächen  dritter  Ord- 
nung in  diesem  Sinne  behandelten.  Die  bez.  Arbeit  von  Glebsdi 
ist  im  65*'"*  Bde.  von  Borchardt's  Journal  mitgetheilt;  Cremona's 
Abhandlung  fand  erst  später  Veröffentlichung  (Borchardt's  Journal 
Bd.  68)  als  Bestandtheil  der  bei  der  Berliner  Academie  einge- 
reichten Preisarbeit  über  die  Flächen  dritter  Ordnung.  Im 
g7ten  Q^Q^  desselben  JournaFs  findet  sich  bereits  eine  bez.  Arbeit 
von  Glebsch  tlber  die  Steiner'sche  Fläche  und  die  Linienfläche 
dritter  Ordnung,  der  sich  im  68^'^''  Bde  ein  Aufsatz  tlber  die 
Fläche  vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  anschliesst  (VergL 
Fortschr.  d.  M.  I.  p.  258). 

Der  vorliegende  Aufsatz^  der  im  Auszuge  bereits  in  den 
Rend.  d.  Ist.  Lomb.  erschienen  war  (vergl.  Bd.  L  dieser  Fort- 
schritte p.  235)  giebt  zunächst  eine  tibersichtliche  Auseinander- 
setzung der  Erscheinungen,  welche  sich  im  Allgemeinen  bei  dner 
solchen  Abbildung  einstellen.  Geht  man  von  der  Abbildungs- 
ebene aus,  so  zeigen  sich  in  ihr  eine  Anzahl  sogenannter  Fundamoi- 
talpunkte,  denen  auf  der  Fläche  Gerade,  Kegelschnitte, . .  ^  immer 
aber  rationale  Curven  entsprechen.  Indem  der  Verf.  diese  Fon- 
damentalpuukte  und  die  Ordnung  der  Abbildungscurven  ebener 
Schnitte  gegeben  sein  lässt,  bestimmt  er  die  Ordnung  der  abge- 
bildeten Fläche,  den  Grad  ihrer  Doppelcurve,  (die  eine  auf  die 
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Ebene  abbildbare  Fläche  im  Allgemeinen  besitzt),  so  wie  die 
Singaläritäten  der  auf  der  Fläche  liegenden  algebraischen  Raum- 
curven,  welche  gegebenen  Gurren  der  Bildebene  entsprechen. 
Die  Abbildung  der  Doppelcurve  geschieht  dabei  so ,  dass  jedem 
ihrer  Punkte  zwei  Punkte  der  Bildebene  entsprechen,  so  dass 
in  den  einfachsten  Fällen,  wo  die  Doppelcurve  eine  rationale 
Curve  ist,  das  Bild  eine  hyperelliptische  Curve  wird.  —  Statt 
von  der  Abbildungsebene  kann  man  auch  von  der  abzubildenden 
Fläche  selbst  ausgehen.  Dann  ist  im  Allgemeinen  ein  höheres 
algebraisches  Problem  zu  lösen,  wenn  die  Abbildung  geleistet 
werden  soll,  und  es  entstehen  also  mehrere  gleichberechtigte 
Abbildungsarten.  Beispielsweise  verlangt  die  Abbildung  der 
Fläche  dritter  Ordnung  die  Kenntniss  ihrer  27  Geraden  und  ist 
dann  auf  72  Weisen  möglich. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  sind  die  allgemeinen  Prin- 
cipien  noch  insbesondere  angewandt  zur  Untersuchung  der 
Flächen  vierter  Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden ,  der  Fläche 
fhnfter  Ordnung  mit  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  als  Doppel- 
curve und  der  Fläche  fünfter  Ordnung  mit  zwei  sich  nicht 
schneidenden  Doppelgeraden.  (Eine  zusammenhängende  Dar- 
stellung der  Verhältnisse  bei  der  eindeutigen  Abbildung  ist  in 
neuester  Zeit  von  Darboux  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen  des 
Bulletin  des  Sciences  Math^mathiques  t.  II  gegeben  worden/ 
worauf  hier  verwiesen  sein  mag.)  Kln. 

A.  Clesch.     Bemerkung  über   die   Geometrie    auf  den 
windschiefen  Flächen  dritter  Ordnung.      Oiebsch  Ann.  I. 

634-636.  1869. 

Im  Anschluss  an  die  vorhin  erwähnte  Abbildung  der  gerad- 
linigen Flächen  dritter  Ordnung  (vergl.  Borchardfs  Journal  LXVU.) 
zeigt  der  Verf.,  dass  auf  einer  solchen  Fläche  Curven  vom  Ge- 
schlechte p  =  0  in  unbegrenzt  vielen  Arten  existiren,  nicht  aber 
Curven  von  einem  anderen  (Geschlecht  Vielmehr  giebt  es  ftir 
jeden  gegebenen  Werth  von  p  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Cnrvenarten  auf  der  Fläche. 

Kln. 

Fomchr.  d.  Math.  II.  2.  42         ' 
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A,  Clebsch.  lieber  die  ebene  Abbildung  der  gerad- 
linigen Flächen  vierter  Ordnung,  welche  eine  Doppel- 
curve  dritten  Grades  haben.    Clebsch  Ann.  IL  445^467.  ifiö. 

Die  bez.  Fläche  wird  mit  Hülfe  der  oben  besprocheoen 
Prineipien  der  Abbildungstheorie  behandelt. 

Kln. 

E.  Armenante.  Intorno  alla  rappreseutazione  delle 
supei-ficie    gobbe    di    genere  /?  =  0    sopra    un   piano. 

Brioechi  Ann.  (2)  IV.  50-73.  1870. 

Diese  Arbeit  schliesst  ^ich  einmal  an  eine  Abhandlong  tod 
Cremona  (cf.  Fortschritte  I.  p.  259)  tlber  Linienflächen  vom  fle- 
schlechte  p  =  0,  die  zwei  Leitlinien  besitzen^  an,  andererMitB 
bedient  sie  sich  derjenigen  Methoden,  die  Clebsch  in  dem  vor- 
besprochenen  Aufsatze  entwickelt  hat.  Dass  Linienflftcben  von 
Geschlechte  p  =  0,  und  nur  diese  auf  der  Ebene  abbildbar  rind, 
hat  Cremona  bereits  gezeigt.  Der  Verf.  bewerkstelligt  diese 
Abbildung  ganz  allgemein  für  Linienflächen  beliebiger  Ordnung. 
Die  Abbildung  zeigt  immer  einen  höheren  Fundamentalponkt  be- 
ziehungsweise mit  einigen  festen  Tangenten  und  ausserdem  eine 
Reihe  einfacher.  Er  re'ducirt  dieselbe  vermöge  einer  geeignet 
bestimmten  Cremona'schen  Transformation  auf  eine  normale  Ab- 
bildung, die   unter  allen  möglichen  die  niedrigsten  Abbildnngs- 

functionen   benutzt,   nämlich   bez.   von   den   Graden      3^     und 

—5— ,  je  nachdem  der  Grad  n  der  Fläche  gleich  ist  2iii-|-i  oder 

gleich  2m.  Hierbei  sind  übrigens,  wie  sich  ans  einer  neueren 
Arbeit  von  Clebsch  (Clebsch  Ann.  Bd.  V.  p.  1)  ergiebt  (ttber  die 
seiner  Zeit  referirt  werden  soll),  nur  gewisse,  so  zu  sagen  ang^ 
meinste  Fälle  eingeschlossen,  indem  in  besonderen  Fällen  die 
niedrigst  zulässige  Abbildung  von  einer  höheren  als  der  eben 
angegebenen  Ordnung  werden  kann.  Der  Verf.  erläutert  seine 
Methode  an  der  Linienfläche  n""'  Grades  mit  (n— i)facher  Leit- 
linie, insbesondere  an  der  Linienfläche  vierter  Ordnung  mit  diüi- 
facher  Leitgeraden.  Khu 
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}.  Korndörfer.  Die  Abbildung  einer  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  einer  Doppelcurve  zweiten  Grades  und 
einem  oder  mehreren  Knotenpunkten.       ciebsch  Ann.  I. 

592,  IL  41.  1869.    III.  496.  1870.    IV.  117.  1871. 

lieber  die  Abbildung  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einem 
)oppelkegel8chnitt,  die  sonst  keine  singulären  Punkte  besitzt, 
«reiche  Ciebsch  Borchardt's  J.  Bd.  07  gab,  wurde  bereits  im 
»raten  Bande  dieser  Fortschritte  p.  258  referirt.  Korndörfer 
lat  nun  in  ähnlicher  Weise  die  besonderen  Fälle  behandelt, 
welche  bei  dieser  Fläche  auftreten  können.  Diese  Fälle  be- 
tehen  entweder  in  dem  Hinzutreten  von  Knotenpunkten  oder 
[arin,  dass  der  Doppelkegelschnitt  in'  zwei  sich  schneidende  Ge- 
ade  aufbricht,  welche  gelegentlich  auch  zusammenfallen  können. 
im  Schlüsse  der  Arbeit  ist  eine  Uebersicht  über  die  überhaupt 
vorkommenden  Fälle  zugefügt.  Der  Fall,  auf  welchen  Cayley 
leaerdings  aufmerksam  machte  (in  den  Proc.  of  the  London 
llatb.  Society  III ),  dass  der  Doppelkegelschnitt  in  einen  Cuspidal- 
Kegelschnitt  übergeht,  ist  bei  Komdörfer  nicht  behandelt. 

Kln. 

\.  Clebsch.     Ueber  gewisse  Probleme  aus  der  Theorie 

der   Obei-flächen.    Gott.  Nachr.  1870.  253. 

Auszug  aus  dem  Folgenden.  Kln. 

\.  Clebsch.  Ueber  den  Zusammenhang  einer  Classe 
von  Flächenabbildungen  mit  der  Zweitheilung  der 
AbeFschen  Functionen.    Clebsch  Ann.  in.  45-75.  1870. 

Während  die  eindeutige  Abbildung  einer  Fläche  auf  eine 
Sbene,  falls  sie  möglich  ist,  im  Allgemeinen  auf  ein  höheres  al- 
^braisches  Fundamentalproblem  führt,  ist  die  Lösung  eineB 
lolchen  bei  der  Beziehung  der  Fläche  auf  eine  mehrfache  Ebene 
licht  nöthig;  die  Fläche  kann  z.  B.  zu  einer  mehrfachen  Ebene 
ladurch  in  Beziehung  gesetzt  werden,  dass  man  sie  von  einem 
)eliebigen  Punkte  aus  projicirt.  Die  Blätter  der  mehrfachen 
Sbene  hängen  längs  einer  Curve,  der  „Uebergangscurve'',  zu- 
sammen.    [Es  mag  hier  ausdrücklich  auf  den  Unterschied  solcher 
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mehrfachen   Flächen   von    den    Kiemann'schen    FIftchen   hiIlg^ 
wiesen  werden.    Die  Punkte  einer  Rieraann'schen  Fläche  hiben 
reelle  Coordinaten,  umfassen  daher  nur  ein  doppelt  unendlieha 
Werthgebiet,  und  die  Blätter  hängen  nur  in  einzelnen  Paukten 
zusammen.    Hier  dagegen  können  die  Punktcoordinaten  complexe 
Werthe  annehmen,   sie  erfüllen  ein  vierfach  unendliohes  Werth- 
gebiet,  und  die  verschiedenen  Blätter  des  Gebietes  h&ngen  liogi 
einer  zweifach   unendlichen   Manoigfaltigkeit,  d.  h.  einer  Cnire 
zusammen.]    Das  Problem   der   eindeutigen    Abbildung  ist  dt- 
durch  auf  das  Problem  der  Abbildung  einer  mehrfachen  Ebene 
mit  gegebener  Uebergangscurve  auf  eine  einfache  zorttckgd&hrt 
Für   die  Untersuchung    der  bisher  gekannten   eindeutigeo 
Flächenabbildungen  genügt  es,  eine  Doppelebene  zu  betrachteO; 
da   die  Abbildung   auf  eine   solche   in  allen  bekannten   FiUeo 
ohne  Weiteres  geleistet  werden  kann.    Es  zeigt  sieh  nun,  da« 
der  Uebergang  von  einer  Doppelebene  zu  einer  einfachen  Ebttie, 
sofern  er  möglich  ist,  immer  nur  auf  die  Zweitheilung  derjenigeii 
Aberschen  Functionen   führt,   welche   von  der  Uebeigangsmim 
abhängen,   wodurch   dann    der  Charakter  der   erwähnten  Fui- 
damentalprobleme  eine  eigenthümliche  Beleuchtung  erfährL    Eb 
muss  übrigens  hinzugefügt  werden,   dass    dieses  Zweifheilnngf- 
problem  in  solchen  Fällen,  wo  man  von  einer  Fläche  aasgeheiid 
erst  zur  Doppelebene  gelangt  ist,  im  Allgemeinen  eine  BednotioD 
dadurch   erfährt,   dass   eine  seiner  Lösungen  oder  eine  Lösmig 
seiner  Resolvente  als  bekannt  zu  adjungiren  ist    Beispielsweiie 
verlangt  die  Abbildung  der  Doppelebene  mit  einer  Uebergangi- 
curve  vierter  Ordnung  die  Bestimmung  der  28  Doppeltangeaften- 
Die  Abbildung  einer   Fläche  dritter  Ordnung  durch  ProjectioD 
von   einem   ihrer  Punkte   aus   führt  aber  auf  eine  Ueberganp- 
curve   vierter  Ordnung,   von   der  eine  Doppeltangente   bekannt 
ist,  insofern  sie  dem  Projectionspunkte  entspricht;  die  27  ttbrigen 
sind   die  Bilder   der   27   Geraden  der  Fläche   (eine  Benehingt 
auf  die  Geiser  zuerst  aufmerksam  gemacht  hat  (Clebsch  Ann.  L 
129  s.  p.  417))    und  bleiben  noch   zu   bestimmen.  —   Als  An- 
wendung der  hiermit  angedeuteten  Principien  behandelt  der  Verf. 
die  Abbildung   der  Fläche   dritter  Ordnung,   der  Fläche  yierler 
Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt,  der  Fläche  vierter  Ordnnng  mit 
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Doppelgerade  und  der  Fläche  ftlnfker  Ordnung  mit  einer  Doppel- 
corve  vierter  Ordnung.  Die  Uebergangaeurve  wird  in  den  beiden 
ersten  Fällen  eine  Curve  vierter  Ordnung,  im  dritten  Falle  eine 
.Carve  Bechster  Ordnung  mit  einem  vierfachen  Punkt  und  im 
letzten  Falle  eine  Curve  sechster  Ordnung  mit  einem  vierfachen 
und  einem  Doppelpunkt.  Die  letztgenannte  Fläche  ist  Übrigens 
ausführlicher  von  Glebsch  in  den  Abhandlungen  der  Göttinger 
Sodetät  Bd.  XV.  1870  behandelt.  Ein. 

C.  F.  Geiser.     Ueber  die  Flächen  vierten  Grades,  welche 
eine  Doppelcurve  zweiten  Grades  haben.      Borchardt  J. 

LXX.  249-257.  1869. 

Die  von  Herrn  Camille  Jordan  in  den  Gomptes  rendüs  vom 
15.  März  1869  (s.  p.  273)  veröffentlichten  algebraischen  Unter- 
suchungen lassen  einen  Zusammenhang  erkennen  zwischen  den 
Geraden  einer  allgemeinen  Fläche  dritten  Grades  und  den  Ge- 
raden einer  Fläche  vierten  Grades,  welche  eine  Doppelcurve 
zweiten  Grades  hat  Dies  geometrisch  zu  bestätigen,  ist  der 
Zweck  dieses  Aufsatzes.  Es  werden  zwei  Methoden  angewandt, 
die  Punkte  einer  solchen  Fläche  vierten  Grades  mit  denen  einer 
Fläche  dritten  Grades  im  Allgemeinen  eindeutig  in  Beziehung 
zu  setzen,  eine  indirekte  und  eine  direkte.  Mittelst  beider  wird 
abgeleitet,  dass  wenn  man  aus  den  27  Geraden  einer  Fläche 
dritten  Grades  irgend  eine  und  diejenigen  zehn,  welche  diese 
schneiden,  ausscheidet,  die  übrigen  16  Geraden  in  Bezug  auf 
gegenseitiges  Schneiden  oder  Nichtschneiden  dieselbe  Anordnung 
zeigen  als  die  16  Geraden  einer  Fläche  vierten  Grades  von  der 
angegebenen  Art.  In  beiden  Abbildungsmethoden  entsprechen 
nämlich  die  letzteren  solchen  16  Geraden  der  Fläche  dritten 
Orades,  welche  auf  die  angegebene  Weise  erhalten  Werden 
Die  erste  dieser  Methode  beruht  auf  einer  geeigneten  Vereinigung 
der  von  Herrn  Clebsch  angegebenen  Abbildungen  der  allgemeinen 
Fläche  vierten  und  dritten  Grades  auf  eine  Ebene  (Borchardt 
J.  B.  LXIX.  142,  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  258)  LXV.  359).  Die 
zweite  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Principes  der  reciproken 
Badien,  wobei  als  fester  Pol  irgend  ein  einfacher  Punkt  der  ge- 
gebenen Fläche  vierten  Grades  und  eine  Fläche  zweiten  Grades 
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gewählt  wird,  welche  in  der  Doppelcurve  den  durch  dieselbe 
als  Leitlinie  und  den  Pol  als  Mittelpunkt  bestimmten  Kegel  be- 
rührt. Die  entsprechende  Fläche  dritten  Grades  geht  dann  dureh 
die  Doppelcurve.  Mittelst  dieser  Beziehung  wird  zuletzt  aus  den 
Eigenschaften  einer  Fläche  dritten  Grades,  welche  den  onendlidi 
entfernten  imaginären  Kreis  des  Raumes  enthält,  der  Satz  abge- 
leitet, dass  auf  Flächen  vierten  Grades,  welche  diesen  imaginären 
unendlich  entfernten  Kreis  zur  Doppelcurve  haben,  entweder  zwei 
oder  sechs  reelle  Kreisschaaren  liegen.  Schz. 

F.  Klein.  Ueber  die  Abbildung  der  Complexflächen 
vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse.        Clebsch  Ann.  IL 

371-372.     1870. 

Die  Complexflächen  vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse  ge- 
hören zu  den  Flächen  vierter  Ordnung,  welche  eine  Doppellinie 
haben.  Die  Abbildung  dieser  Flächen  ist  von  Herrn  Clebsch 
(Clebsch  Ann.  I.  253,  s.  p.  633)  gegeben.  Die  Abbildung  jener 
ersten  specielleren  wird  hier  von  dem  Herrn  Verf.  erörtert. 

T. 

H.  Müller.  Ueber  eine  Construetion  der  allgemeinen 
Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  14  ihrer  Punkte 
bestimmt  ist.    Pr.  Lahr  1870. 

Bezeichnet  man  durch  x,  A,  fi  die  Coordinaten  eines  Punktes 
in  der  Ebene;  und  durch 

f,Cx,l,fi)  =  0,  /;(x,i,^)  =  0, 

die  Gleichungen  von  vier  Curven  dritter  Ordnung  in  der  Ebene, 
welche  sämmtlich  durch  6  gegebene  Punkte  p,,  p„  ...  p,  gebn; 
bestimmt  man  ferner  die  vier  Coordinaten  a?^  x^^  x^^  x^  eines 
Punktes  x  im  Räume  durch  die  Gleichungen 

QX,  =  /.,  gx^  =  /;,  Qx^  =  /;,  gx^  =  /",, 
so  ist  jeder  Punkt  x,  A,  ^  der  Ebene  die  Abbildung  eines 
Punktes  x  einer  Fläche  dritter  Ordnung  und  umgekehrt;  wie 
dies  von  Herrn  Clebsch  zuerst  gezeigt  ist.  Jeder  ebene  Schnitt 
dieser  Fläche  dritter  Ordnung  hat  zur  Abbildung  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  die  sechs  Funkte  p.,  •  •  •  p«  hin- 
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durchgeht.  Die  Abbildungen  der  Schnitte  eines  Ebenenbüschels 
bilden  einen  Büschel  von  Curven,  welche  ausser  durch  die  sechs 
Punkte  Pj,  ...  Pe  noch  durch  drei  Punkte  gehn,  nämlich  die 
Abbildungen  der  drei  Punkte,  in  welchen  die  Axe  des  Ebenen- 
bttschels  die  Fläche  dritter  Ordnung  schneidet. 

Sind  nun  in  der  Ebene  ausser  jenen  Funkten  p^^  •  •  •  Pe 
noch  acht  andere  Punkte  gegeben:  P71  •  •  •  p,4,  so  bestimme 
man  die  Abbildungen  der  sieben  Punkte  p,,  ...  p,,,  sie  seien 
m,,  ...  m,,;  ziehe  ferner  von  p^^  die  sieben  Strahlen  nach  den 
Punkten  p^j  .  .  .  p^^;  man  hat  nun  einen  Ebenenbttschel  zu 
suchen,  dessen  sieben  durch  die  Punkte  m^,  ...  m^^  gelegte 
Ebenen  bezflglich  den  sieben  Strahlen  (p,4),  P71  Pe»  •  •  •  Pu  PJ"®- 
jectivisch  sind. 

Die  Abbildungen  der  Schnitte  jener  Ebenen  sind  sieben 
Curven  dritter  Ordnung  eines  Büschels,  zu  dessen  neun  Grund- 
punkten die  Punkte  p^,  . .  Pe  gehören,  und  welches  zu  dem 
ebenen  Strahlenbüschel  (p,^)  durch  die  Punkte  p^,  ...  p,,  pro- 
jectivisch  geordnet  ist.  Der  Ort  des  Durchschnitts  irgend  zweier 
entsprechender  Elemente  aus  diesen  beiden  Büscheln  ist  die  ver- 
langte Curve  vierter  Ordnung. 

In  Bezug  auf  die  Gonstruction  der  Axe  des  Ebenenbüschels 
verweist  der  Herr  Verfasser  auf  seine  Abhandlung:  „Zur  Geo 
metrie  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung*';  Clebsch  Ann. 
Bd.  I.  p.  415.  siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5  p.  434.  Auf  dieUntcr- 
8uch\jng  der  drei  nothwendigen  Punkte  eines  Büschels  von  Curven 
vierter  Ordnung  ist  nicht  eingegangen.  A. 

E.  Weyr.    Analytische  Untersuchung  der ,  quadratischen 

Verwandtschaft.    Schlömilch  Z.  XIV.  445-477.  1869. 

Zwei  ebene  Systeme  S  und  S^  denen  als  Elemente  Punkte 
zn  Grunde  liegen  mögen,  werden  definirt  als  quadratisch 
oder  eindeutig  verwandt,  wenn  zwischen  den  Coordinaten  ent« 
sprechender  Punkte  lineare  Beziehungen  stattfinden,  so  zwar,  dass 
jedem  Punkte  des  einen  Systems  im  Allgemeinen  nur  ein  Punkt 
des  anderen  entspricht.  Sind  x,  y,  z  die  homogenen  Coordinaten 
eines  Punktes  im  System  S  und  |,  97,  C  die  des  entsprechenden 
Punktes  im  System  2*,  so  ist  diese  Verwandtschaft  ausgedrückt 
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durch  die  Relationen 

^fii+yfa+^fo  =  0;  •  =  1,  2, 

wo 

und  j  =  1,  2,  3  zu  setzen  ist  Diese  Gleichungen,  welche  die 
Natur  der  Verwandtschaft  festsetzen,  werden  Verwandtschaßs- 
gleichungen  genannt 

Bedeuten  x,  y,  z  und  £,  17,  ^  homogene  Linieneoordinaten, 
so  sind  die  Systeme  S  und  £  eindeutig  so  auf  einander  bezogt 
dass  jeder  Geraden  des  einen  Systems  im  Allgemeinen  nur  ehe 
Gerade  des  anderen  Systemp  entspricht:  zugleich  werden  durd 
die  Relationen  eindeutig  verwandte  Strahlenbündel  umfasaty  mOgen 
als  erzeugende  Elemente  Strahlen  oder  Ebenen  gelten.  Jkt 
Verf.  beschränkt  sich  nunmehr  darauf  die  Natur  der  eindeutigen 
Verwandtschaft  für  den  Fall  zu  untersuchen,  dass  den  ebenen 
Gebilden  Punkte  als  Elemente  zu  Grunde  liegen. 

Wenn  die  beiden  Verwandtschaftsgleichungen  Überhaupt  eine 
Verwandtschaft  festsetzen  sollen,  so  ist  eine  nothwendige  Be- 
dingung, dass  beide  unabhängig  sind.  Dieser  Bedingung  wide^ 
spricht  die  Annahme,  dass  8  Punkten  des  einen  Gebildes  8  Punkte 
des  anderen  entsprechen  sollen.  Giebt  man  aber  sieben  Paar 
entsprechender  Punkte  in  den  Systemen  S  und  JE*  an,  so  ist  da- 
durch, wie  die  weitere  Untersuchung  zeigt,  eine  eindeutige  Ter 
wandtschaft  derselben  bestimmt;  auf  diese  geht  der  Verf.  nun- 
mehr näher  ein. 

Im  Allgemeinen  entspricht  jedem  Punkte  £,  17,  £  ein  einnger 
Punkt  X,  y,  z;  wählt  man  aber  |,  1;,  ^  so,  dass  sich  die  Corf- 
ficienten  beider  Verwandtschaftsgleichungen  nur  um  einen  con- 
stanten  Factor  X  unterscheiden,  so  reduciren  sich  die  zwei  Glei- 
chungen auf  eine,  welche  linear  ist,  also  ausspricht,  dass  den  1 
so  gewählten  Punkt  |,  17,  ^  in  £  alle  Punkte  einer  Gerades 
in  S  entsprechen.  Die  Werthesysteme  |,  17,  ^  für  welche  das 
statt  hat,  werden  durch  die  3  Gleichungen  bestimmt : 

fti  ^^  May  fti  =^  Vit»  Mt  ^^  */ii> 

die  Elimination  Ton  |,  17,  £  aus  diesen  Gleichungen  fbhrt  auf  eise 
cubische  Gleichung  ftlr  A,  und  diese  zeigt,  dass  im  AUgemeineB 
drei  solcher  Werthsysteme  |,  ^,  ^  existiren.    Es  giebt  also  in  den 
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eindeutig  verwacdten  Systeme  drei  Punkte  in  2\  denen  drei 
Gerade  in  S  entsprechen,  und  eine  analoge  Schlussfolgerung 
zeigt,  dass  gleichfalls  in  S  drei  Punkte  auftreten,  denen  3  Gerade 
in  £  entsprechen.  Diese,  die  Hauptpunkte  des  Systems,  liegen 
zu  den  in  jedem  System  auftretenden  Hauptlinien  so,  dass  je 
z¥7ei  Hauptlinien  sich  in  einem  Hauptpunkte  schneiden.  Nachdem 
der  weitere  Verlauf  der  Untersuchung  ergeben  hat,  dass  die  An- 
gabe eines  Hauptpunktes  und  der  ihm  entsprechenden  Hauptlinie 
der  Angabe  von  zwei  Paaren  entsprechender  Punkte  gleich  kommt, 
wendet  sich  der  Verf.  zur  Entwiokelung  von  änderen  Eigenschaften 
eindeutig  verwandter  Systeme,  wobei  sich  zwei  Fälle  zur  Unter- 
scheidung bieten,  je  nachdem  die  cubische  Gleichung  f&r  A  3 
reelle  oder,  zwei  conjugirte  imaginäre  Wurzeln  hat.  Im  ersten 
Fall  sind  alle  Hauptelemente  reell,  und  die  ihm  entsprechende 
Verwandtschaft  ist  diejenige,  welche  Herr  Fr.  Seidewitz  in  der 
Abhandlung  „Darstellung  geometrischer  Verwandtschaft  etc.'^ 
(Grunert  Arch.  VII.  1-3)  unter  dem  Namen  geometrische  Ver- 
wandtschaft behandelt  hat ;  im  zweiten  Falle  enthält  jedes  System 
zwei  conjugirt  imaginäre  Hauptpunkte,  denen  zwei  conjugirt  ima- 
ginäre Hauptlinien  entsprechen  und  zwar  ist  die  Verbindungslinie 
ersterer,  sowie  der  Schnittpunkt  letzterer  reell  und  Hanptelement 
des  Systems.  In  beiden  Fällen  entspricht  einer  Curve  C«  n^""^ 
Grades  eine  Curve  /^»  2n*<"*  Grades,  welche  in  den  Hauptpunkten 
n fache  Punkte  hat;  hat  aber  C»  in  den  Hauptpunkten  resp.  einen 
p,  q,  rfhchen  Punkt,  so  ist  der  entsprechende  Ort  i?»  aus  den 
resp.  p,  q,  rfaehen  Hauptlinien  und  einer  Curve  von  der  Ordnung 
2n— (p+9+0  zusammengesetzt. 

Eine  weitere  Interpretation  der  Verwandtschaftsgleichungen 
zeigt,  dass,  wenn  zwei  ebene  Systeme  S  und  £  in  eindeutiger  Ver- 
wandtschaft  stehen,  sie  sich  auf  unendlich  viele  Arten  auf  ein- 
ander so  reciprok  beziehen  lassen,  dass  der  einem  Punkte  des 
einen  Systems  eindeutig  verwandte  Punkt  als  der  Durchschnitt 
jener  Geraden  erscheint,  die  dem  erstgenannten  Punkt  vermöge 
der  reciproken  Verwandtschaften  entsprechen.  Wenn  daher  zwei 
ebene  Systeme  S  und  £  beliebig  oft  auf  einander  reciprok  be- 
zogen sind,  und  zwar  so,  dass  die  Polaren  auf  Punkten  des  einen 
durch  sieben  Punkte  des  anderen  resp.  hindurchgehen,  so  werden 
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die  Polaren  jedes  Punktes  doreh  einen  fixen  Punkt  gehen.  Nach- 
dem von  diesem  Gesichtspunkt  aus  die  von  Herrn  Th.  Beye  be- 
handelte quadratische  Verwandtschaft,  (Schlömilch  Z.  XL)  be- 
leuchtet ist,  nimmt  der  Verf.  die  Systeme  S  und  H  auf  einem 
,  Träger  (Ebene)  an  und  behandelt  besonders  ihre  involutorische 
Lage;  diese  hat  statt,  wenn  jedem  Punkt  der  nämliche  Punkt 
entspricht,  mag  man  ersteren  zu  S  oder  H  rechnen.  Mit  Leichtig- 
keit folgert  er  aus  den  analytischen  Formen,  dass  4  Paar  ent- 
sprechender Punkte  die  involutorische  Verwandtschaft  fixiren, 
und  gewinnt  den  Satz:  „Fdr  zwei  eindeutig  verwandte  Systeme 
in  involutorischer  Lage  lässt  sich  stets  ein  Eegelschnittbtlschel 
angeben,  so  dass  der  einem  Punkte  zugeordnete  Punkt  der  Durch- 
schnitt der  Polaren  des  ersteren  bezüglich  des  Kegelschnitt- 
büschels  ist'^ 

Zum  Schlüsse  giebt  der  Verf.  eine  Anwendung  der  behan- 
delten Verwandtschaft  auf  die  Construction  von  gewissen  Curven. 
Als  Grundlage  dient  ihm  folgender  Satz:  ,,£ine  durch  drei  n fache 
und  weitere  einfache  Punkte  bestimmte  üurve  2n*"  Ordnung  lässt 
sich  construiren,  sobald  man  im  Stande  ist,  eine  Curve  n*®'  Ord- 
nung zu  verzeichnen.''  Im  Besonderen  ist  damit  die  Construction 
einpr  Curve  vierter  Ordnung  geleistet,  wenn  1)  drei  Doppelpunkte 
un^  fünf  weitere  Punkte,  2)  zwei  Doppelpunkte,  eine  Spitze  und 
veitere  Punkte  3)  ein  Doppelpunkt,  zwei  Btlckkehrpunkto 
^  ^  jirei  einfache  Punkte,  endlich  4)  drei  Spitzen  und  zwei  ein- 
fache Punkte  gegeben  sind.  Die  Arbeit,  welche  über  die  qua* 
dratische  Verwandtschaft  vielfach  neues  Licht  verbreitet,  schliesst 
endlich  mit  dem  bemerkenswerthen  Resultat:  „Von  einer  Curra 
in+iy'"'  Ordnung  ist  ein  itfacher  Punkt,  und  2ii-f2  weitere 
einfache  Punkte  gegeben;  dieselbe  ist  linear  zu  construiren.'^ 

Sehn. 
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Capitel  1. 
Allgemeines  (Lehrbücher  etc.) 

G.    Krebs.       Lehrbuch    der    Physik     und    Mechanik. 

WfesbadoD  1070. 

Das  Lehrbuch  enthält  das ,  was  man  gewöhnlich  in  Schul- 
lehrbüchem  der  Art  zu  finden  pflegt.  Die  Mechanik  ist  verhält- 
nissmässig  ausführlich  behandelt.  Die  mathematischen  Ent- 
wickdlungen  sind  elementar.  0. 

R.  ^ftLF,     Handbuch  der  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 

und  Astronomie.    Zürich  I.  Bd.  1869-1870. 

Dieses  Handbuch  behandelt  im  XXIII.  und  XXIY.  Kapitel 
des  ersten  Bandes  die  reine  Dynamik.  Jedem  Paragraphen,  der 
in  Kürze  die  Hauptformeln  und  ihre  Entwickelung  enthält,  folgen 
werthvoUe  literarisch-historische  Notizen,  welche  eine  Uebersicht 
über  den  Entwickelungsgang  der  Wissenschaft  und  die  betreffende 
Literatur  gewähren.  M. 

W.  Schell.     Theorie  der  Bewegung  und  Kräfte.  Leipzig 

1870. 

Das  vorliegende  umfangreiche  Werk  (beinahe  1000  Seiten 
gross  Octav)  in  seinen  Einzelheiten  genau  zu  besprechen,  würde  den 
hier  gestatteten  Umfang  eines  Referates  weit  überschreiten.  Es 
ist  ein  Lehrbuch  der  reinen  Mechanik,  das  dem  neueren  Stand- 
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punkte  der  Wissenschaft  entsprechend  im  ersten  Theiie  eine 
eingelieude  Erörterung  der  Geometrie  der  Bewegung  enthält,  und 
dann  erst  die  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  behandelt 
Neue  grundlegende  Gedanken  sind  in  dem  Werke  nicht  ent- 
halten; es  will  nur  das  Bekannte  in  systematischer,  zusammen- 
hängender Form  geben.  Dafür  bietet  es  eine  seltene  Fülle  von 
Material  und  zeichnet  sich  auch  dadurch  in  dankenswerther 
Weise  vor  anderen  Lehrbüchern  aus,  dass  es  einen  Beichthmn 
an  Quellen-  und  Literaturangaben  enthält^  wie  er  unseres  Wissens 
sich  in  keinem  ähnlichen  Werke  findet.  0. 

J.  Henrici.     Elementar-Meclianik  des  Punktes  und  des 
starren  Systems.    Leipzig  1869. 

Ein  Lehrbuch  der  ersten  Elemente  der  Mechanik.  Die  B^ 
handlung  ist  rein  theoretisch,  aber  so,  dass  die  Kenntniss  der 
Trigonometrie  nicht  noth wendig  ist;  die  trigonometrischAi  Ent- 
Wickelungen  sind  jedoch  den  einzelnen  Cnpiteln  anbängweise 
angereiht.  Der  erste  Abschnitt  behandelt  die  .Bewegung  des 
Punktes  und  führt  die  Begriffe  der  gleichförmigen,  der  gleick- 
förmig  beschleunigten  oder  verzögerten  Bewegung  und  dcrrelatir^s 
Bewegung  ein.  Den  Schluss  des  Abschnitts  bilden  die  ,W)QIfb^ 
wegung  und  die  Schwingungsbewegung.  Im  zweiteit  *fiblAiii(l 
wird  von  den  Kräften  an  einem  Punkte  gesprochen.  Kadf  Er- 
läuterung des  Begriffs  wird  die  Zusammensetzung  von  IMften 
und  ihrer  Projectionen  behandelt  und  endlich  Lehrsätze  über  die 
unfreie  Bewegung  eines  Punktes  und  veränderliche  Kräfte  ge 
geben.  Der  dritte  Abschnitt  ist  den  einfachen  starren  Systemen, 
Hebel  und  Kräftepaar,  gewidmet.  Der  vierte  Abschnitt  endlich 
handelt  von  der  Bewegung  starrer  Massen,  und  enthält  di8 
Nöthige  über  Translation  und  Rotation  derselben  sow^e  die  Be* 
Stimmung  von  Trägheitsniouienten.  Zahlreich  eingestreute  Auf- 
gaben machen  das  Buch  empfehlenswerth.  0. 

L.  Brothikr.     P]leiuenti  di  Meccanice.   Milano.  Treres  1870. 
A.  Privat- DEsciiaiiel.     Elemeiitary   treatise  on  natural 

philosophy.    London,  Blackie  1870. 
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A.  Transon,     Cindmatique  ou  phoronomie.       inet,  l  eect. 

XXXVIII.  117.  1870. 

Es  wird  constatirt,  dass  die  Aufstellung  der  Cinematik  (Lehre 
von  der  Bewegung,  abgesehen  von  den  hervorbringenden  Kräften) 
als  Wissenschaft  nicht  von  Ampöre,  sondern  von  Wronski  her- 
rühre. Der  Begriff  der  Cinematik  findet  sich  bereits  in  der 
ersten  Nummer  der  von  Wronski  herausgegebenen  Sphinx  im 
Jahre  1818,  während  Amp^re's  „Essai  sur  la  philosophie  des 
Sciences^'  erst  1834  erschienen  ist.  Wronski  theilt  dort  die 
Mathematik  in  Geometrie,  Algorithmie  und  Phoronomie,  bei  welch 
letzterer  er  den  Begriflf  der  Kraft  ausdrücklich  ausschliesst.  Die 
Mechanik  ordnet  er  als  besonderen  Thdl  der  Physik  unter. 

0. 

A,  Genocchi.     Intorno  ad  una  dimostrazione  di  Davict 

de   Foncenex.     Atti  di  Torino  IV.  1869. 

Siehe  Abschn,  VIII.  Cap.  1.  p.  336. 

A.  Genocchi.     Dei   primi    principii    della   meccanica  e 
della  geometria   in   relazione   al  postulato   d'Euclide. 

Soc.  It.  dei  IL.  (3)  IL  1869. 

rSiehe  Abschn.  VIIL  Cap.  1.  p.  336. 

PiAKRON  DE  MoNDESiR.     Nouvcllc  m^thodc  pour  la  So- 
lution des  problfemes  de  la  m^canique.       C.   R.    Lxix. 

1351-1355.  1869.  LXX.  92-96,  150-155,  246-249.  1870. 

Der  Verfasser  schlägt  vor,  im  d'Alemberfschen  Princip  das 
anklare  Wort  „Kraft'*  durch  „mechanische  Arbeit"  zu  ersetzen. 
Von  den  verschiedenen  Formen,  unter  welchen  dieselbe  sich  dar- 
stellt, hat  er  vier  betrachtet,  die  statische,  dynamische,  elastische^ 
calorische.  Unter  statischer  Arbeitsmenge  (magasin  de  travail 
statique)  versteht  der  Verfasser  die  Arbeitsmenge,  die  ein  der 
Schwere  unterworfener  Körper  in  Folge  seines  möglichen  Falles 
über  eine  horizontale  Ebene  hinaus  besitzt.  Die  dynamische 
Form  ist  eine  Folge  der  Bewegung  des  Körpers  und  zerfällt  in 
die  eigentlich  dynamische  Arbeitsmenge  in  Folge  der  Translation 
und  die  drehende  (tournant)  in  Folge  der  Rotation.    Die  elastische 
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Arbeitsmcnge  ist  die,  welche  ein  durch  irgend  eine  Kraft  defor- 
mirter  Körper  besitzt,  dessen  Schwerpunkt  momentan  nicht  mit 
der  Gleichgewichtslage  zusammeniäUt.  Die  calorische  Arbeits- 
menge  endlich  ist  die,  die  ein  Körper  daroh  ZaftLhnmg  einer 
gewissen  Quantität  Wärme  erhält.  Wird  nun  ein  in  Bewegmig 
befindliches  System  zu  irgend  einer  Zeit  betrachtet,  so  wird  eise 
gewisse  Arbeitsmenge  unter  irgend  welchen  Formen  yorhandea 
sein.  Dieselbe  Arbeitsmenge  niuss  aber  auch  zu  einer  and^oi 
Zeit,  wenn  auch  in  anderer  Form  da  sein.  Daraus  ergiebt  sick 
die  Gleichung  der  Arbeitsmengen.  Dies  ist  im  Princip  die  neue 
Methode,  die  der  Verfasser  in  einem  demnächst  zu  veröffent- 
lichei^den  Werke  angewandt  hat.  Ob  der  Begriff  der  Arbdli- 
menge  grössere  Klarheit  enthält,  als  der  der  Krafl,  das  zu  b^ 
urtheilen  ist  hier  nicht  der  Ort,  dürfte  auch  erst  nach  Erseheinen 
des  Werkes  zu  entscheiden  möglich  sein,  da  die  in  den  folgendei 
Noten  angegebenen  Resultate  und  Andeutungen  über  die  Be- 
nutzung der  Methode  dazu  nicht  ausreichen.  0. 

J,  M.  DE  TiLLY.     Etudes  de  mdcanique  abstraite.      Mob. 

cour.  de  Belg.  in  8*.  XXI.  1870. 

Rapport  par  Liagre  et  Quetelet.    Bull,  de  Belg.  XXVn.  6i5-€2a 

1869. 

Die  Fruchtlosigkeit  der  vielfach  wiederholten  Versuche,  «neu 
Beweis  des  Parallelen-Axioms  auf  Grund  der  vorangehenden 
Axiome  zu  liefern,  hat  bekanntlich  Lobatchefsky  und  etwas 
später  Bolyai  dazu  geflihrt,  eine  allgemeinere  Geometrie  zu  con- 
struiren,  in  welcher  die  gewöhnliche  Geometrie  als  speeieller 
Fall  enthalten  und  eben  durch  die  Geltung  des  Parallelenaxiomfi 
charakterisirt  ist,  vergl.  Baltzer's  Elemente  der  Mathematiki 
sowie  eine  Reihe  von  Veröffentlichungen  und  Uebersetzungen  von 
Uottel  in  den  M^m.  de  TAcad^mie  de  Bordeaux  und  in  den 
Journ.  der  Ecole  Normale.  Lange  Zeit  unbeachtet  zogen  diese 
Untersuchungen  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  auf  sich,  ab 
durch  Veröffentlichung  des  Briefwechsels  zwischen  Gauss  und 
Schumacher  bekannt  wurde,  dass  Gauss  sich  bereits  vor  Lobat- 
chefsky mit  ähnlichen  Untersuchungen  beschäftigt  hatte.  Wenn 
durch  die  bez.   Untersuchungen  mathematisch  allein  bewiesen 
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ist,  dass  das  Parallelen* Axiom  nicht  aus  den  vorangehenden 
folgt;  dass  es  ein  wesentlich  neues  Element  in  die  Fundamente 
der  Geometrie  einfuhrt:  so  wandte  sich  das  allgemeine  Interesse 
der  namentlich  auch  von  Gauss  angeregten  philosophischen  Frage 
zu,  woher  das  Parallelen-Axiom  stammt,  ob  es  Grtlnde  giebt, 
dasselbe  als  absolut  richtig  zu  betrachten,  oder  ob  es  möglicher- 
weise nur  approximative  Geltung  beansprucht.  Durch  diese 
Fragestellung  ist  das  rein  mathematische  Interesse^  welches  die 
genannten  Betrachtungen  bieten,  wohl  nur  zu  sehr  in  den  Hinter- 
grund gedrängt  worden,  während  dieses  gerade,  völlig  unabhängig 
▼OD  den  eben  berührten  philosophischen  Speculationen,  über  deren 
Werth  oder  Unwerth  verschiedene  Meinungen  aufgestellt 
worden  sind  von  ungemeiner  Bedeutung  zu  sein  scheint.  In 
der  That  ist  der  Raum,  wie  ihn  sich  Lobatchefsky  und  Bolyai 
denken,  das  erste  Beispiel  mit  mehr  als  zwei  Dimensionen  fUr 
die  seitdem  entwickelte  Vorstellung  einer  Mannigfaltigkeit  von 
constantem  Krlimmungsmasse,  deren  Theorie  Riemann  (Ueber  die 
Hypothesen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen.  Habilitations- 
schrift) in  allgemeinen  ZUgen  entworfen  und  Beltrami  (Theoria 
degli  spazii  di  curvatura  costante.  Annali  di  Matematica  1868) 
weiter  ausgeführt  hat.  Neuere  Untersuchungen  (Ueber  die  sog. 
Nicht-Euklidische  Geometrie-  Math.  Annalen  Bd.  IV.  p.  573) 
haben  dann  gelehrt,  dass  diese  Massbestimmungen  von  con- 
stantem Krümmugsmasse  gleichbedeutend  sind  mit  denjenigen, 
die  Cayley,  in  Anlehnung  an  Chasles,  von  Betrachtungen  der 
neueren  Geometrie  ausgehend,  in  der  Ebene  auf  einen  Kegel- 
schnitt, im  Räume  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  hat  gründen 
lehren.  (A  sixth  Memoir  upon  Quantics.  Phil.  Trans.  1859.)  Es 
ist  hierdurch  für  die  etwas  abstracto  Vorstellung  einer  Mannig- 
faltigkeit von  constantem  Krümmungsmasse,  wenigstens  für  zwei 
und  drei  Dimensionen  ein  sinnliches  Bild  gewonnen,  und  die 
Frage  nach  den  bez.  geometrischen  resp.  mechanischen  Verhält- 
nissen ist  nun  ein  mit  unserer  gewöhnlichen  räumlichen  An- 
schauung fassbares  Problem.  Der  Verfolg  dieser  Betrachtungen 
hat  —  wiederum  abgesehen  von  den  Anwendungen,  die  Jemand 
zum  Zwecke  der  Natiirorklärung  unter  Nicht-Annahme  des  Par- 
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allelen- Axioms  davon  machen  möchte  —  einen  grossen  Wcrth, 
insofern  es  sich  um  eine  mathematisch  höchst  interessante  Be- 
griffsbildung handelt,  die  überdies  die  gewöhnliche  Massbestim- 
mung im  Räume  und  die  auf  sie  bezüglichen  Aufgaben  als  Ans- 
artungsfall  umschlicsst  und  uns  dieselben  daher  von  einem 
höheren  Standpunkte  aus  auffassen  lehrt. 

Wenn  Ref.  hiermit  den  Gesichtspunkt  entwickelt  hat,  der 
ihm  der  mathematisch  richtige  scheint,  so  geht  die  Schrift,  welche 
augenblicklich  zum  Berichte  vorliegt  und  die  über  die  unter 
Nicht-Annahme  des  Parallelen-Axioms  aufzustellende  Mechanik 
handelt,  durchaus  von  der  anderen,  eben  gekennzeichneten,  von 
philosophischen  Ansichten  getragenen  Anschauung  aus,  wie  dies 
am  deutlichsten  aus  dem  Schluss-Satze  heiTorspringt : 

„Comme  il  r(isulte  que  Ton  peut,  en  toute  s^curitä,  employer 
la  science  usitöe  dans  les  applications  terrestres  et  que,  par  con- 
s^quent,  la  science  abstraite  n'y  sert  h  rien;  et  que  d'ailleors  il 
n'est  pas  encore  etabli  que  cette  derniöre  puisse  conduire  aox 
applications  indiquöes  dans  les  num^ros  präc^dents,  il  convient 
peut-etre,  aprds  en  avoir  posö  les  bases,  d'ajoumer  la  continuation 
de  son  ötude  jusqu'ä  ce  qu'il  soit  prouvä  qu'elle  puisse  Stre  autre 
chose  qu  un  objet  de  curiositö." 

Der  lubalt  der  Schrift  lässt  sich  als  ein  erster  Versncb  an- 
sehen, die  Kinematik  und  weiterhin  die  Dynamik  in  Anlehnung 
an  die  „g^omötrie  abstraite^'  zu  behandeln,  wobei  von  den  Vor- 
aussetzungen der  gewöhnlichen  Dynamik  möglichst  viel  beibe- 
halten wird  (vgl.  übrigens  die  Note  von  Schering,  Die  Schwe^ 
kraft  im  Gaussischen  Räume.  Gott.  Nachrichten  1870  siehe  Cap.  4 
sowie  die  Arbeit  von  Lipschitz:  Untersuchung  eines  Probleo» 
der  Variationsrechnung,  in  welchem  das  Problem  der  Mechanik 
enthalten  ist.  Borchardt  J.  LXXIV.  116.)  Ref.  kann  nicht  genug 
hervorheben,  wie  sehr  diese  Dinge  an  Uebersichtlichkeit  ge- 
winnen, wenn  man  die  Vorstellungen  der  neueren  (Teometrie 
aufnimmt  und  also  unter  Bewegungen  nunmehr  solche  continoir- 
liehe  lineare  Traosformationen  des  Raumes  versteht,  welche  eine 
gegebene  Fläche  zweiten  Grades  ungeändert  lassen.  Es  werden 
dadurch  nicht  nur  alle  Dinge,  welche  der  Verf.  berührt,  an  sieh 
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evident,  sondern  eine  Reihe  von  Schwierigkeiten/  die  er  gelegent- 
lich als  von  ihm  noch  nicht  überwunden  bezeichnet;  erledigen 
sich  von  selbst.  KIn. 

J.  Ch.  Walberer.     Allfan ofsffründe  der  Mechanik  fester 

Körper.     Münnerstadt  1866. 

Das  Buch  behandelt  in  elementarer  Weise  die  Hauptsätze 
aas  der  Statik  und  Dynamik  fester  Körper,  soweit  sie  auf  Schulen 
gegeben  werden  können.  Am  Schluss  findet  sich  eine  ziemlich 
grosse  Anzahl  von  Uebungsaufgaben.  Neues  bietet  das  Buch  nicht. 

0. 
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A.  H.  Bechaux.     Mechanical  geometry.     An  application 
to  geometry  of  some  propositions  in  statics.       Londoa 

Harderick  1869. 

G.  Battaglini.     Memoria   sullc  dinami  in  involuzionc. 

Atti  di  Napoli  IV.  1869. 

Man  betrachtet  als  Coordinaten  einer  Dyname  die  sechs 
Kräfte,  welche,  nach  den  Kanten  eines  Tetraeders  wirkend,  ein 
einem  gegebenen  System  von  Kräften  äquivalentes  System  bilden. 
Der  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist  die  Untersuchung  der 
Eigenschaften  der  Dynamcu,  welche  mit  ihren  Coordinaten  eine 
oder  mehrere  homogene  Gleichungen  des  ersten  Grades  verificiren. 
Der  Herr  V.  betrachtet  eine  bilineare  Form  z\vischen  den  Coor- 
dinaten zweier  Dynamcn,  welche  die  Summe  aller  der  Tetraeder 
repräsentirt,  welche  gebildet  werden  können,  indem  man  zu  zwei 
ihrer  entgegengesetzten  Kanten  die  Geraden  nimmt,  welche  zwei 
irgend  welche  Kräfte  rcpräsentiren,  die  resp.  zu  Systemen  ge- 
hören, äquivalent  der  eisten  und  der  zweiten  Dyname.  Wenn 
dann  ein  solcher  Ausdruck  0  ist,  werden  die  beiden  Dynamen 
untereinander  harmonisch  genannt.  Nun  verificiren  alle  Dynamen 
mit  ihren  Coordinaten  n  gegebene  homogene  Gleichungen  ersten 
Grades  (n  <  6)  und  sind  harmonisch  in  Beziehung  auf  ebenso- 
viele  der  angeführten  Dynamen.  Die  Coordinaten  der  diesen 
Bedingungen  unterworfenen   Dynamen  werden  linear  durch  die 
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Coordinaten  von  6— n  gegebcDen  Dynamen  auggedrfickt;  nach 
Variation  mit  einem  Multiplicator  in  dieser  linearen  Relation 
werden  alle  Dynamen,  die  erbalten  werden,  in  (6— «)f^^^^^  ^ 
Yolution  genannt.  Damit  solche  Involutionen  Dynamen  einer 
andern  von  n  facher  Vielfachhcit  entsprechen,  müssen  die  beiden 
associirten  Involutionen  so  beschaffen  sein,  dass,  wäbrend  die 
Dynamen  der  ersten  Involution  in  Beziehung  auf  alle  Dynamen 
der  zweiten  harmonisch  sind,  umgekehrt  die  Dynamen  der  zweiten 
harmonisch  in  Beziehung  auf  die  der  ersten  sind.  Bei  der  Unter- 
suchung der  einzelnen  verschiedenen  Fälle  von  Involutionen  wer- 
den in  der  Abhandlung  discutirt  die  Eigenschaften  in  Beziehung 
auf  die  Complexe  der  Axen  der  Null-Momente,  bezüglich  der 
verschiedenen  Dynamen  der  Involution,  wie  auch  die  speciellen 
Eigenschaften  der  Dynamen ,  welche  eine  Resultante  zulassen. 
Schliesslich  werden  die  Bedingungen  daiUr  untersucht,  dass  in  einer 
Involution  die  Dynamen  im  Gleichgewicht  sind.        Bi.  (O.) 

G.  Battaglini.  Nota  sul  movimento  geometrico  infini- 
tesiino  di  im  sistema  rigido.  Reöd.  di  Napoli  1870. 
Man  stelle  sich  ein  starres  System  vor,  bezogen  auf  ein 
Fnndamental-Tetraeder.  Es  wird  bewiesen,  dass  unendlich  kleine 
Rotationen,  die  dem  System  gleichzeitig  nach  den  Axcn  auferlegt 
sind,  sich  immer  auf  unendlich  kleine  gleichzeitige  Botationeo 
um  die  Kanten  des  Fundamental-Tetraeders  reduciren  lassen. 
Es  werden  ferner  bewiesen  die  Sätze  von  Chasles  über  die  6^ 
raden,  welche  bei  unendlich  kleiner  Bewegung  des  Systems 
normal  zu  den  Trajectorien  aller  Punkte  sind,  oder  welche  nur 
die  Trajectorien  eines  ihrer  Punkte  berühren,  ferner  die  Sätze 
über  conjugirte  Rotationsaxen,  und  über  die  Axen  der  streifenden 
Rotation.  Die  Arbeit  schliesst  mit  den  Ausdrücken  ftlr  die  un- 
endlich kleinen  Variationen  der  quadriplanaren  Coordinaten  eines « 
Punktes,  die  aus  irgend  einer  dem  System  auferlegten,  unendlich 
kleinen  Bewegung  entstehen.  Bi.  (O.) 

G,  Battaglini.     Nota   sul  movimento  geometrico  finito 

di   un   sistema  rigido.      Rend.  di  Napoli  1870. 

Ein   starres  System  wird  in  zwei  verschiedenen  I^iagen  auf 
ein  Fundamental-Tetraeder  bezogen   und   die  Coordinaten  der 
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Vxe  der  streifenden  Rotation,  die  Rotation  und  Translation  in 
Sezug  auf  diese  Axe  bestimmt,  nebst  der  Eigenschaft  der  der 
^tationsaxe  conjugirten  Axe.  —  Zum  Schluss  wird  die  Formel 
^geben,  welche  die  endliche  Variation  der  quadriplanaren  Go- 
)rdiuaten  eines  Punktes  bei  Verschiebung  des  Systems  aus  einer 
Lage  in  eine  andere  ausdrückt.  Bi.  (0.) 

[)•  Neumann.  Geometrische  Untersuchung  über  die  Be- 
wegung eines  starren  Körpers,     Clebsch  Ann.  I.  195-207.  1869. 

Ein  starrer  Körper  kann  bekanntlich  aus  einer  beliebig  ge- 
jegebenen  Position  in  eine  beliebig  gegebene  andere  Position 
jederzeit  übergeführt  werden  vermittelst  einer  Schraubenbewegung, 
[n  Bezug  hierauf  wird  vom  Verf.  folgender  Satz  aufgestellt: 

Sind  a^y  a^,  a^  die  Lagen,  welche  drei  mit  dem  Körper  fest 
verbundene  Punkte  bei  der  ersten,  femer  6^,  6,,  6,  diejenigen 
Lagen,  welche  dieselben  bei  der  zweiten  Position  inne  haben, 
md  zieht  man  von  einem  willkürlich  gewählten  Punkt  a  aus 
Irei  Linien  aß^,  aß^y  aß^  respective  parallel  und  gleich  lang 
nit  afi^y  a^b^y  a^b^,  so  wird  die  Axe  jener  Schraubenbewegung 
mmer  senkrecht  stehen  gegen  die  durch  die  Punkte  /?,,  ß^y  /?, 
gestimmte  Ebene.  Nn. 

2!.  Neumann.     Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines 
Systems  stan:ßr  Körper.       Leipz.  Der.  xxi.   132-138.    1869. 

Clebsch  Ann.  III.  350-354.  1870. 

Es  sei  gegeben  ein  Pendel,  welches  unter  dem  Einfiuss  der 
>chwerkraft  hin-  und  herschwingt  um  seine  in  festen  Lagern 
übende  horizontale  Axe.  Jedoch  sei  der  pendelnde  Körper  zu- 
sammengesetzt aus  zwei  Körpern  A  und  £,  die  relativ  gegen 
nnander  beweglich  sind. 

A  ist  von  schalenförmiger  Gestalt,  beweglich  um  die 
gegebene  Pendelaxe.  B  hingegen  repräsentirt  einen  homogenen 
Sevolutionskörper,  etwa  ein  Schwungrad,  welches  im  Innern  von 
i  irei  beweglich  ist  um  seine  mit  A  fest  verbundene  Axe.  Femer 
^ei  3)i  das  Trägheitsmoment  beider  Körper  A,  B  zusammenge- 
lommen  in  Bezug  auf  die  gegebene  Pendelaxe,  ferner  m  das 
rrägheitsmoment  des  Schwungrades  B  in  Bezug  auf  seine  geo* 
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metrische  Axe,  endlich  k  der  Winkel  dieser  beiden  Axen  gegen- 
einander. 

Denkt  man  sich  nun  zwei  Apparate  der  genannten  Art, 
beide  von  genau  derselben  Beschaffenheit,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  bei  dem  ersten  das  Schwungrad  B  arretirt,  bei 
dem  zweiten  hingegen  (durch  irgend  welchen  anfänglichen  Stoss) 
in  Rotation  versetzt  ist,  so  wird  zufolge  der  (allerdings  nicht 
näher  mitgetheilten)  Rechnung  des  Verf.  das  Gesetz  der  Pendel- 
schwingungen bei  beiden  Apparaten  genau  denselben  Charakter 
besitzen,  und  nur  einen  Unterschied  zeigen  hinsichtlich  der  in 
ihm  enthaltenen  Constanten.  Es  verwandelt  sich  nämlich  die 
dem  ersten  Apparat  entsprechende  Formel  in  diejenige ,  welche 
dem  zweiten  Apparat  entspricht,  solbald  man 

3R    mit    3Jl  — mcos'& 
vertauscht.     Die    Grösse    der    dem   Schwungrade    des    zweiten 
Apparates   mitgetheilten  Rotationsgeschwindigkeit  ist  also  ohne 
allen  Einfluss. 

Aehnliche  Ergebnisse  werden  mitgetheilt  für  einen  (nicht 
bifilar,  sondern)  multifilar  aufgehängten  Körper,  sobald  im  Innern 
desselben  sich  wiederum  irgend  ein  Schwungrad  befindet 

Nn. 

A,  Mannheim.     lÖtude   sur  le  d^placement  d'une  figure 
de  forme  invariable.  J.  de  TEc.  Pol.  Cah.  43.  57-122.  I87a 

lieber  die  Verrückung  eines  frei  beweglichen  Körpers  von 
unveränderlicher  Gestalt  hat  Chasles  in  zwei  Schriften  (compt 
rend.  1843  und  compt.  rend.  18C1)  sehr  eingehende  Untersuchai- 
gen  angestellt  und  wichtige  Theoreme  entwickelt.  In  der  vor- 
liegenden Arbeit  ist  die  Bewegung  des  festen  Körpers  nicht  mehr 
eine  freie,  sondern  sehr  verschiedenen  Bedingungen  nnterworfea; 
der  Verf.  bestimmt  die  geometrischen  Elemente,  welche  eine 
klare  Einsicht  in  den  Bewegungsvorgang  zu  geben  im  Stande 
sind. 

Nach  einer  durchsichtigen  Entwickelung  der  Gesetze,  weiche 
bei  unendlich  kleiner  Verrückung  eines  frei  sich  bewegenden 
Körpers  statt  haben,  und  nach  ausführlicher  Untersuchung  Aber 
die  conjugirten  Geraden,  welche,  wie  Chasles  gezeigt  hat,  eine 
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bedeutgame  Rolle  in  der  Bewegungstbeorie  fester  Körper  spielen, 
zeigt  der  Verf.,  dass  fünf  Bedingungen  nöthig  sind,  um  die  Ver- 
rQekung  eines  Körpers  zu  bestimmen  und  führt  jede  der  folgen- 
den Bedingungen: 

1.  Eine  Fläche  der  beweglichen  Figur  soll  stets  durch  einen 
festen  Punkt  gehen, 

2.  Eine  Curve  der  beweglichen  Figur  soll  eine  feste  Fläche 
berühren  oder  die  inverse  Bedingung,  eine  Fläche  der 
beweglichen  Figur  soll  eine  feste  Curve  bertlhren, 

3.  Eine  Curve  des  bewegten  Körpers  soll  durch  eine  feste 
Curve  gehen, 

4.  Eine  Fläche  der  beweglichen  Figur  soll  eine  feste  Fläche 
berühren, 

auf  die  eine  zurück:  Ein  Punkt  des  beweglichen  Körpers  ist  ge- 
zwungen auf  einer  festen  Fläche  zu  gleiten.  Indem  Herr  Mann- 
heim also  den  Bewegungsvorgang  eines  Körpers  studirt,'der  mit 
fünf  Punkten  auf  fünf  festen  Flächen  gleitet,  umfasst  seine  Unter- 
suchung Bewegungen ;  die  an  sehr  mannigfache  Bedingungen 
geknüpft  sein  können.  Die  Probleme,  die  sich  bieten^  sind  folgende: 

Wenn  ein  Körper  von  unveränderlicher  Gestalt  mit  fÜnfPunkten 
auf  fünf  festen  Flächen  gleitet,  so  ist-für  irgend  einen  Bewegungs- 
moment zu  construiren  die  Normalebene  für  die  Trajectorie 
irgend  eines  Punktes;  die  Normale  in  irgend  einem  Punkte  der 
Oberfläche,  welche  eine  Curve  des  bewegten  Körpers  beschreibt; 
die  Linie,  längs  welcher  eine  mit  dem  Körper  in  Verbindung 
gedachte  Fläche  ihre  Enveloppe  berührt,  schliesslich  sind  anzu- 
geben die  Elemente ;  welche  die  schraubenförmige  Bewegung 
des  beweglichen  Körpers  (jeder  Körper  ist  bekanntlich  in  die 
Naehbarlage  durch  schraubenförmige  Bewegung  überzuführen) 
in's  Licht  setzen. 

Wenn  ein  fester  Körper  mit  vier  Punkten  auf  vier  festen 
Flächen  gleitet,  so  sind  zu  bestimmen  die  Normale  der  Fläche, 
welche  irgend  ein  Punkt  des  Körpers  beschreibt,  die. Punkte,  in 
welchen  irgend  eine  mit  dem  beweglichen  Körper  fest  verbundene 
Fläche  den  Ort  ihrer  successiven  Durchschnitte  berührt. 

Von  den  zahlreichen  interessanten  Theoremen,   auf  welche 
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der  Verf.  bei  Lösung  der  gestellten  Fragen  geführt  wird,  mögen 
einige  hervorgehoben  werden: 

Wenn  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  \ier  von  den 
oben  angegebenen  Bedingungen  unterworfen  ist,  so  kann  man 
in  irgend  einem  Moment  die  Punkte  des  Körpers  auf  unendlich 
viele  Arten  verrücken;  die  Trajcctorien  dieser  Punkte  gehören 
Oberflächen  an,  mit  Ausnahme  der  Punkte  von  zwei  besonderen 
Geraden,  welche  bei  jeder  möglichen  Verrttckung  dieselben 
Linienelemente  beschreiben. 

Wenn  ein  fester  Körper  bei  seiner  Verrückung  drei  ver- 
schiedenen Bedingungen  unterworfen  ist^  so  kann  .man  in  irgend 
einem  Moment  irgend  einem  Punkte  desselben  eine  willktlrliche 
Beweguugsrichtung  geben,  ausgenommen  sind  aber  alle  Punkte 
auf  einem  gewissen  Hyperboloide,  deren  Trajcctorien  auf  Ober- 
flächen liegen. 

Mannigfache  Anwendungen  der  allgemeinen  Theoreme  aof 
besondere  Fälle,  welchp  im  zweiten  Theil  der  urofangreicbai 
Arbeit  gegeben  werden,  scbliessen  das  an  interessanten  üesultaten 
höchst  reichhaltige  Memoir.  Sehn. 

A,  Mannheim.  Quelques  r^siiltats  obtenus  par  la  con- 
sid^ratioii  du  d^placemeiit  infiniment  petit  d*une  sur- 
facc  algdbrique.     C.  R.  LXX.  1025.  1870. 

Wenn  eine  ebene  Curve  C  durch  eine  unendlich  kleine 
Drehung  um  einen  Punkt  ihrer  Ebene  in  eine  Naehbarlage  ver- 
setzt wird,  so  sind  die  i/i*  Schnittpunkte  beider  Curven  die  Fass- 
punkte der  Normalen,  welche  sieh  von  jenem  Punkte  an  die 
Curve  C  ziehen  lassen.  Dieses  Verfahren  giebt  zuerst  Steiner 
an  (Crelle's  J.  XLIX.),  um  die  Zahl  der  Normalen,  welche  sich 
von  einem  Punkt  aus  an  die  Curve  legen  lassen,  zu  bestimmeiit 
und  Herr  August  verallgemeinert  dasselbe,  (Borchardt  J.  LXVUI.), 
um  die  Zahl  der  Normalen  zu  finden,  welche  sich  von  einem 
Punkt  an  eine  Fläche  ziehen  lassen;  er  betrachtet  zu  diesem 
Zweck  zwei  unendlich  kleine  VerrUckungen  der  Fläche,  hervor- 
gebracht durch  Drehung  um  zwei  Axen,  welche  von  dem  frag- 
lichen Punkt  auslaufen.  Von  etwas  allgemeineren  Gesichtspunkten 
geht  Herr  Mannheim  in  vorliegender  Arbeit  aus,  um  zur  Losung 
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derselben  Frage  zu  gelangen,  und   einige  andere  Theoreme  zu 
beweisen. 

Wenn  eine  Fläche  F  vom  Grade  m  durch  zwei  unendlich 
kleine  Drehungen  um  zwei  beliebige  Axen  im  Räume  in  zwei 
Nachbarlagen  versetzt  wird,  so  schneiden  die  Normalen,  welche 
sich  auf  F  in  den  m^  Schnittpunkten  jener  drei  Flächen  errichten 
lassen,  die  beiden  Drehaxen,  oder  mit  anderen  Worten,  es  giebt 
m'  Normalen  der  Fläche,  welche  zwei  gegebene  Gerade  schnei- 
den, oder  endlich  die  Normalen,  welche  sich  durch  eine  Gerade 
an  die  Fläche  legen  lassen,  bilden  eine  Fläche  vom  Grade  m* 

Um  den  Grad  der  Fläche  zu  bestimmen,  welche  die  Nor- 
malen einer  Fläche  F  bilden,  die  längs  einer  auf  der  Fläche 
verzeichneten  algebraischen  Curve  errichtet  sind,  denke  man  F 
durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  eine  beliebige  Axe  in 
eine  Nachbarlage  versetzt.  Hat  eine  Fläche  vom  Grade  p  jene 
Curve  auf  F  ausgeschnitten,  so  schneidet  die  Fläche  in  der  Nacb- 
barlage  jene  Raumcurve  in  m*p  Punkten,  die  Normalen  an  F 
in  diesen  Punkten  gehen  durch  die  Drehaxe,  die  fragliche  Nor- 
malenfläche hat  also  den  Grad  m^p.  Wenn  p  =  1  ist,  so  ist  der 
Grad  der  Fläche  i»*,  und  da  die  Ebene  (p  =  1)  dieselbe  in  der 
Leitcurve  schneidet,  so  zerlegt  sich  der  Durchschnitt  mit  dieser 
Ebene  in  die  Leitcurve  und  in  m^^m  Gerade.  Wenn  man  da- 
her eine  Fläche  vom  Grade  m  durch  eine  Ebene  schneidet,  so 
enthält  diese  m(m— 1)  Normalen  in  sich.  Um  nunmehr  die  Zahl 
der  Normalen  von  F  zu  bestimmen,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen,  denke  man  durch  denselben  zwei  Gerade.  Normalen, 
welche  beide  Gerade  schneiden^  giebt  es  ih\  davon  liegen 
m(m—i)  in  der  durch  die  Geraden  bestimmten  Ebene,  die  übrigen 
gehen  also  durch  jenen  Punkt;  ihre  Anzahl  ist  demnach 

m' — m(m— 1). 

Da  die  Normalen  einer  Fläche  F,  welche  eine  Gerade  durch- 
schneiden, eine  Fläche  vom  Grade  m'  bilden,  so  wird  dieselbe  durch 
eine  Raumcurve  vom  Grade  q.r  —  es  bedeuten  q  und  r  den 
Grad  der  Flächen,  welche  die  Raumcurve  erzeugen  —  in  m^.q.r 
Punkten  geschnitten,  daher  bilden  die  Normalen,  welche  jene 
Curve  zur  Leitcurve  haben,  eine  Fläche  vom  Grade  tn^.q.r. 
Wird   diese  Fläche  durch   eine  Raumcurve  vom  Grade  «•!  ge- 
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schnitten ,  wo  s  und  t  wieder  den  Grad  der  die  Ranmcurve  er- 
zeugenden Flächen  bedeuten,  so  ist  die  Zahl  der  Durchschiutte 
m\q.r,s.t.    Daher  der  Satz: 

,,Die  Normalen  einer  Fläche  vom  Grade  m,  welche  zwei 
Curven  C  und  D  durchschneiden,  von  denen  die  erste  durch  xwd 
Flächen  vom  Grade  q  und  r,  die  zweite  durch  zwei  Flächen 
vom  Grade  s  und  /  erzeugt  wird,  sind  der  Anzahl  nach 

m*,p,q,8,V^  Sehn. 

A.  Mannheim.  Recherches  sur  les  pinceaux  de  droites 
et  les  normalies,  contenant  une  nouvelle  exposition 
de  la  thdorie  de  la  courbure  des  surfaces.     O.  R  LXX. 

1074.  1870. 

Von  dem  angekündigten  Memoire  befindet  steh  C.  B.  LXX. 
1074.  ein  Auszug,  in  welchem  der  Verf.  die  rein  geometrisehe 
Methode,  welche  er  bei  dem  Studium  der.Strahlenblindel  ve^ 
folgt,  in  ihren  wesentlichen  Punkten  kennzeichnet.  Auf  die  B^ 
trachtungen  näher  einzugehen,  wird  die  Veröffenflichong  des 
M^moire's  selbst  später  Gelegenheit  bieten.  Sehn. 

A.  Mannheim.     Determination  du '  plan  o&oulateur  et  du  I 
rayon   de  courbure  de  la  trajectoire  d*un  point  quel- 
conque   d'une  droite,  que  Ton  d^place  pn  Tassujettis- 
sant  k  certaines  conditions.  G.  R.  LXX.  1215-1218.  187a 

Wenn  eine  Gerade  mit  yier  Punkten  auf  vier  festen  Flädei 
gleitet,  so  beschreibt  jeder  Pimkt  derselben  eine  Tngectorie; 
die  Schwingungsebene  und  der  Krümmungsradius  irgend  eina 
Punktes  derselben  werden  bestimmt.  Sehn. 


A.  Mannheim.  Construction  de  Taxe  de  courbure  de 
la  surface  ddveloppable  enveloppe  d'un  plan  dont  le 
ddplacement  est  assujetti  k  certaines  conditions.    G.  & 

LXX.  1259-1263.  1870. 

Herr  Mannheim  beschäftigt  sich  mit  der  Frage:  Wenn  Tiff 
Ebenen,  welche  parallel  einer  Geraden  sind,  eine  geometrisehe 
Gestalt  von  unveränderlicher  Form  bilden,  welches  isl  der  Zn- 
sammeuhang  zwischen  den  Krttmmungsaxen  der  abwiokelbaito 
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Flächen,  welche  diese  Ebenen  während  ciuer  VcrrtlckuDg  des 
Systems  umhilllea?  Er  gelangt  dabei  zur  LJJaung  Totgenden 
Problems:  Wenn  vier  Ebenen,  welche,  parallel  einer  Geraden, 
ein  System  von  unveränderlicher  Form  bilden,  sich  so  verrücken, 
das8  sie  bezüglich  vier  gegebene  Flächen  berUliren,  so  ist  ftlr 
irgend  einen  Moment  die  Erümmungsaxe  der  abwickelbaren 
Fläche  zu  construiren,  welche  eine  mit  jenem  System  fest  ver- 
bundene der  Geraden  parallele  Ebene  umschreibt. 

■*'  Sehn. 

Ch.  Brisse.     Memoire   sur  le   ddplacement  des  figures. 

Lionville  J.  i2)  XV.  281-313.  1870. 

Die    Arbeit    enthält    eine    Entwickelung   der   interessanten 

Theoreme,  welche  Chasles  Über  unendlich  kleine  Verrttckungen 

von  Figuren  von  unveränderlicher  Gestalt  (Bultetib  de  FöruBsac 

tXIV,  1831  und  Cffippt.  rend.  t.  XVI,  1843)  zuerst  aufgestellt  hat. 

*.^  Sehn. 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  12. 

MesBen^Jf-  6849-  I869. 

^Wenn  ^j^am  Punkte  des  Baunies  eine  Ebene  entspricht, 
d.  b.  eine  Ebene,  die  durcli  den  Punkt  unter  rechten  Winkeln 
gegen  die  Üpwegungt^riclitiingen  gezogen  ist,  indem  man  die 
PuBktc  ;il3  einem  festen  K^irper  angehörig  betrachtet,  der  in 
ii^end  einer  Weise  unendlich  wenig  verrückt  ist,  so  wird  die  Ebene 
bestimmt,  welche  einem,  gegebeoen  Punkte  entspricht,  und  das 
Resultat  mit  der  Theorie  der  DualitiU  in  Verbindung  gebracht. 

GIr.  (0.) 

H.    MtloRD.      Lösiiilig   af  Opgave    149.     Tycbsen  Tidaaltr.  (2) 
VI.  39.  1870.  - '  f 

Mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  werden  folgende  Sätze 
bewicseu:  Wenn  eine  Sehne  auf  einer  Curve  so  gleitet,  dass 
das  entsprechende  Segment  einen  constanten  Inhalt  hat,  so  ist 
der  Krümmungsradius  derjenigen  Curve,  die  der  Schwerpunkt 
des  Segments  durchläuft,  dem  Kubus  der  Sehncnlänge  propor- 
tional. — 


ggO  ^-  AbBohnitt.    MeohaDik. 

Die  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  der  Cnire ,  die  der 
Schwerpankt  beschreibt,  ist  immer  parallel  der  entsprechenden 
Riehtong  der  Sehne.  —  Hn.  (Wa) 

H.  Resal.     Etüde  g^om^trique  sur  le  mouvement  d'one 
Sphäre  glissant   ou  roulant  sur  un    plan    horizontal 

C.  R.  LXVIII.  1158-1159.  1869. 

Es  werden  einige  Sätze  ohne  Beweis  mitgetheilt,  dja  der 
Verfaseer  auf  geometrischem  Wege  gefunden  hat,  während  ne 
bis  dahin  nur  analytisch  von  Goriolis  bewiesen  waren. 

0. 

Marx.     Beitrag  zur  Kenntiiiss  der  K'ettenHnie.    Pr.cuns- 

UiEil  1869. 
Die   Schrift  entwickelt   mit  äusserster  .4^^brlichkeit  die 
Gleicbgewichtsbedingungen  am  Seilpolygoi^nd  brannte  Eigen- 
schaften der  Eettenlinie  and  ihrer  Erolvente.  H. 

L.  Saalschutz.    Zur  Tiieorie  der  EJmlTCnteii^^l^almaiig. 

EÖnigBberg  1870.  "_  ,   ", 

Die  Arbeit,  mehr  fttr  den  Techniker,  wie  fllr  den  Uitlu- 
matiker  licätimmt,  giebt,  nach  einer  Aueeinandet-setzuiig  der  gw- 
metrischea  Principien  der  Evolventcnvcrzabuuiig',  eine  EDtwltk^ 
lang  der  allgemeinen  Foimeln  für  die  einzelnen  Tbeile  von  Zahl- 
rädern  mit  Kreisevolventen  und  entwickelt  dann  tbeoretiscli  die 
Grund8ät/.c,  nach  denen  bei  der  Construcliou  solcher  ZahniSda 
zu  verfahren  sei.  0. 

Pheusse.     Eine   Gerade,  auf  welcher  ein  schwerer  ma- 
terieller Punkt  gleiten  kann.    Pr.  AaclierBlabeD  1870. 
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Capitel  3. 
Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 

K.  VON  Ott.     Die  Grundzöge  des  graphischen  Rechnens 
und  der  graphischen  Statik.    Pr.  Prag.  1870. 

Nach  einer  eiDleitenden  Darlegung  der  Elemente  des  gra- 
phischen Rechnens  wendet  sieh  die  vorliegeude  Schrift  zur  Dar- 
stellung der  Elemente  der  graphischen  Statik  und  giebt  dieselbe 
in  anschaulicher  Weise,  welche  sie  als  Vorbereitung  für  das 
Studium  grösserer  Werke  empfehlenswerth  macht.  Neues  will 
die  Schrift  nicht  geben.  Sie  ist  vorzugsweise  für  die  Schüler  des 
Verfassers  bestimmt,  geht  aber  in  der  Benutzung  des  anderweit 
gegebenen  Materials  bis  in  die  neueste  Zeit  hinein. 

0. 

G.    Battaglini.      Nota    sulla    composizione    delle    forze. 

Bend.  di  Napoli.  1869. 

Gegenstand  der  Note  ist  die  Untersuchung  der  Formeln  zur 

Zusammensetzung  von  Kräften,  indem  die  Geraden,  nach  denen  sie 

wirken,  in  Beziehung  auf  ein  fundamentales  Tetraeder  mittelst 

Plücker'scher  Coordinaten  bestimmt  werden.  —  Die  Resultante  von 

drei  Kräften;  die  in  einem  Punkte  zusammentreffen  und  nicht  in 

einer   Ebene   liegen,    oder   auch  von  drei  Kräften,  die  in  einer 

Ebene  liegen  und  nicht  in  einem  Punkte  zusammentreffen,  wird 

durch   Construction    eines    geometrischen    Netzes   von    geraden 

Linien  bestimmt.  —  Ein  beliebiges  System  von  Kräften  wird  auf 

Kräfte  zurückgeführt,  die  nach  den  Kanten  des  fundamentalen 

Tetraeders  wirken.  Bi.  (0.) 

W.  H,  Preece.     The  parallelogram  of  forces.     Phii.  Mag. 

(4)  XXXVin.  428-430.  1869. 

Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  wird  bewiesen, 
indem  einige  der  Fundamentaleigenschaften  der  Kräftepaare  als 
Axiome  hingestellt  werden.  äe. 

Foruchr.  d.  Math.  U.  3.  45 
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K.  CiLMANN.     Ucbcr  (las  rarallelogramm  und  ttber  die 
Zusammensetzung  der  Kräfte.    Wolf  J.  xv.  1-24.  iwa 

Um  zu  zeigen,  dass  die  analytische  Statik  der  reinen  analj- 
tischen  Geometrie  ebenso  entspricht,  wie  die  graphische  Statik  der 
Geometrie  der  I^ge,  und  dass  daher  auch  die  analytische  Statik ik 
Theil  der  Geometrie  zu  betrachten  ist,  wie  es  von  der  graphiadei 
Statik  bereits  angenommen  ist,  giebt  der  Verfasser  einen  aaalj- 
tischen  und  einen  geometrischen  Beweis  des  Satzes  vom  PmiI- 
lelogramm  der  Kräfte.  Im  Weiteren  werden  die  SnmmenfonndB 
filr  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Strahlenbllndel  nnd  ii 
der  Ebene  bebandelt.    Den  Schluss  bilden  Anwendungen. 

0. 

C.  Neumaxn.     Ueber   den  Satz  von  der  virtuellen  Ver- 
rückung.  I-eipz.  Ber.  XXI.  257-281.  1869. 

Es  handelt  sich  um  die  Frage,  ob  der  genannte  Satx,  in 
seiner  Anwendung  auf  gegebene  Bedingungsgleichnngen 
aufzufassen  ist  als  eine  Gonsequenz  derjenigen  fundamentales 
Principien,  welche  gelten  für  die  Wirkung  und  Zusammensetam; 
gegebener  Kräfte,  —  oder  aber  aufzufassen  ist  als  ein  vOni;  . 
neues  Princip.  | 

Der  Verf.  weist  nach,  dass  die  erstere  AuffassungsweiM 
im  Allgemeinen  völlig  ninhaltbar  ist,  dass  sie  indessen  eise 
gewisse  Berechtigung  gewinnt,  sobald  es  gestattet  ist,  die  gege- 
benen Bedingungsgleichnngen  anzusehen  als  ein  Symbol  ftr  g^ 
wisse  nicht  näher  bekannte  Kräfte,  von  denen  vorausgeseU 
werden  darf,  dass  sie  ein  Potential  besitzen.  Nn. 

J.  Peterskn.     De  vii-tuelle  Hastigheders  Princip  anvendi 
paa  et  System,  hvor  der  ir  Gnidning.      Tychsen  Tid«kr. 

(2)  V.  113,  157.  1869. 

Im  ersten  Theil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  der  Verf.  bä 
einem  System  von  Punkten,  die  alle  in  derselben  Ebene  liegen, 
auf  die  irgend  welche  Kräfte  wirken,  und  die  sich  nur  anf  ge- 
gebenen Curven  bewegen  können,  von  denen  einige  eine  RdbnBg 
ausüben.    Er  sucht  die  Gleichgewichtsbedingungen  mit  Hfllfe  des 
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Princips  der  virtuellen  GeBchwindigkeiteu.  Man  erhält  die  Lö- 
sung des  Problems  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes:  Man  kann 
das  Prinoip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  auf  ein  System  mit 
Beibung  ebenso  anwenden  wie  auf  ein  System  ohne  Reibung; 
nur  muss  man  im  Falle  der  Reibung  den  virtuellen  Verrtlekungen 
der  Punkte  eine  Richtung  geben,  die  mit  der  Tangente  der  Curve 
einen  gewissen  Winkel  einschliesst ;  die  Tangente  dieses  Winkels 
Ut  gleich  dem  Reibungscoefficienten.  —  Bei  der  Anwendung  des 
Theorems  muss  man  aber  auf  den  Umstand  Rücksicht  nehmen, 
dass  die  Punkte  in  Folge  dieser  virtuellen  Verrückungen  sich 
nicht  mehr  auf  den  vorgeschriebenen  Curven  bewegen.  —  Im 
zweiten  Theil  wird  die  Bedingung  dahin  geändert,  dass  sich  die 
Punkte  aui  gegebenen  Oberflächen  bewegen,  die  eine  Reibung 
ausüben.  Hn.  (Wn.) 

W.  FiRTH.     A  demonstration  of  the  principle  of  Virtual 

velocity.    Messeoger  V.  171-175. 

Beweis  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten   für 
einen  Punkt  und  einen  starren  Körper.  Glr.  (0.). 

J.  SoMOF.     Note  relative  k   une   demonstration  donnde 
par    Cauchy    des    dquations  g^ndrales   de    rÄjuilibre, 

Bull,  de  ßt.  P6ter8bourg  XIV.  381-392.  1870. 

Der  Satz,  den  Cauchy  im  Jahre  1827  Über  das  Gleichge-^ 
wicht  ohne  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten bewiesen  hatte  (Exerc.  math.  II.  p.  1  u.  f.,  reproducirt  von 
Moigno,  Le^ons  de  möcanique  analytique  T.  I.  p.  271  u.  f.  1868) 
lautet:  „Damit  zwischen  den  Kräften,  die  ein  System  materieller 
Punkte  angreifen,  und  den  Widerständen,  die  aus  den  Verbin- 
dungen hervorgehen,  denen  die  Punkte  unterworfen  sind,  in  dem 
Fall,  wo  in  Folge  der  Verbindungen  nur  eine  Function  der  Co- 
ordinaten  fllr  alle  virtuellen  Verrtlekungen  null  sein  muss,  Gleich- 
gewicht stattfinde,  ist  nöthig:  1)  dass  die  Projectionen  der  Kräfte 
auf  die  rechtwinkligen  Goordinatenaxen  proportional  seien  den 
X>artiellen  Derivirten  dieser  Function  nach  den  respectiven  Go- 
ordinaten,  2)  dass  das  Verhältniss  jeder  Projection  zu  der  re- 
spectiven Derivirten  für  alle  Kräfte  dasselbe  sei.''    Den  Beweis 

45* 
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des  zweiten  dieser  Sätze  reproducirt  der  Verf.  in  der  vorliegen- 
den Arbeit  naeh  Cauehy  und  zeigt,  dass  derselbe  ungenOgend 
sei,  da  die  Gleichung,  aus  welcher  Gauchy  die  Gleichheit  der 
Verhältnisse  folgert,  fllr  manche  Fälle  (er  f&hrt  deren  2  ans) 
illusorisch  sei,  indem  sie  auf  eine  Identität  von  der  Form 

A.O  =  X'.O 
fthrt. 

Nach  kurzer  Charakteristik  der  Beweise  von  Lagnmge 
(Theorie  analytique  des  fonctions,  Gap.  V.)  und  Foinsot  fUgt  E 
Somof  einen  neuen  Beweis  hinzu,  indem  er  statt  des  Hebels  mit 
gleichen  Armen  von  Cauehy  ein  aus  zwei  starren  Linien  g^ 
bildetes  Gelenk  substituirt.  0. 

E.  J.  RouTH.     Equilibrium   of  one  heavy    rough  body 

011   ailOtiier.     Quart.  J.  XI.  102-109.  1870. 

Es  werden  die  Bedingungen  aufgestellt,  damit  ein  rauher, 
schwerer  Körper,  der  auf  einem  anderen  ruht,  sich  in  stabilem 
oder  unstabilem  Gleichgewicht  befindet.  Die  Resultate  sind  theil- 
weise  bereits  in  des  Verfassers  Kigid  Dynamics  enthalten. 

O. 

F,  PiANi.     Sul  centro  di  gravitk.     Disquisizione  storico- 

•       Cli;iche.      Mem.  di  Bologna.  X.  1870. 

Die  Arbeit  enthält  die  Rectification  einiger  Punkte  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  bezüglich  der  Theorie  des  Schwerpunkts, 
woraus  sich  die  Priorität  der  wirklichen  Urheber  gewisser  Theoreme 
ergiebt,  die  jetzt  auch  eine  gewisse  geometrische  Wicbti^Leit 
haben,  obwohl  sie  zu  den  Elementen  gehören.  Der  Herr  Ver- 
fasser behandelt  speciell  einige  Anwendungen ,  welche  von  Y€^ 
schiedenen  italienischen  Geometern  mit  der  Theorie  der  Baryoentrea 
auf  Probleme  der  geometrischen  Optik  gemacht  sind,  und  laigt 
wie  die  Lösungen  nicht  immer  exact  sind,  da  sie  auf  Bypotbesen 
beruhen,  die  der  physikalischen  Wirklichkeit  nicht  allgemein  ent- 
sprechen. Jg.  (0.) 
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J.  N.  Haton  de  LA  GoupiLLiERE.    Eecherchcs  sur  les 
centres  de  gravitd.     J.  de  i'Ec.  Pol.  Cah.  XLiii.  123-155.  1870. 

Im  ersten  Tbeil  werden  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
▼on  Curven  und  Flächen  der  Bogen  und  der  Contingenzwinkel 
als  Variable  benutzt.  Ist  s  =  /"(w)  die  Gleichung  der  Curve  in 
diesen  Coordinaten,  so  ergiebt  sich  für  die  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  eines  Punktes  (xy)  derselben: 

f'((p).C0Bq>d(p,       y  =  /    r((p).sin<pd(p. 
0  (j 

Zunächst  wird  die  Aufgabe  für  homogene  Bogen  gelöst.  Man 
erhält  alsdann  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes: 

Um  die  Einfachheit  zu  zeigen,  welche  durch  die  Einführung  dieser 
Variabein  ftlr  die  Lösung  der  Aufgabe  erreicht  wird,  ist  sie  an 
der  Epicycloide  durchgeführt.  Die  Gleichung  derselben  lautet 
in  diesen  Coordinaten: 

s  =  4r(r+l)sin-^^, 

wo  r  das  Verhältniss  der  Radien  des  festen  und  des  erzeugen- 
den Kreises  bezeichnet.  Die  Aufgabe  reducirt  sich  dann  auf 
die  Auswerthung  von  Integralen  der  Form: 

sinmqp.cosfxlqp,      /    sinmqp.smqpdf), 

u  ü 

QOQm(p.cos(pd(pj     I    cosm9).sin9;d9>. 
0  ü 

Aus  der  Anwendung  auf  specielle  Fälle  in  Beziehung  auf  r  wer- 
den eine  Anzahl  von  Sätzen  gefolgert,  z.  B.:  „Wenn  der 
Durchmesser  des  beweglichen  Kreises  gleich  einem  ungraden 
Vielfachen  des  Radius  des  festen  Kreises  ist,  so  liegt  der  Schwer- 
punkt eines  Zweiges  der  Epicycloide  im  Mittelpunkt  des  festen 
Ej-eises  (ausgenommen  ist  der  Fall  der  äussern  Epicycloide  mit 
zwei  Zweigen)." 


ggg  X.  AbBcbnitt    Mechanik. 

Es  ergiebt  sich  daraus  fBr  die  Gleichung  der  Corve: 

-r  -      «^y     J  y-y 

Speciell  wird  der  Fall  Y  =  A.yp  behandelt.  Bei  RotationsflSclien 
wird  die  Aufgabe  auf  die  bereits  gelöste  zarttckgefUhrt,  wenn 
die  Dichtigkeit  des  Bogens  proportional  der  Ordiaate  ist  Den 
Schluss  der  Arbeit  bildet  die  Bestimmung  einer  Oberfläche ,  die 
80  beschaffen  ist,  dass  die  horizontalen  Coordinaten  Tom  Schwer- 
punkt des  Volumens,  welches  von  einer  horizontalen  und  iwd 
Paaren  paralleler  vertikaler  Ebenen  eingeschlossen  ist,  gleidi 
gegebenen  Functionen  der  Coordinaten  der  variabelen  Wand  dei 
Prismas  sind.  0. 

A.  Grunert.     Ueber  den  Schwerpunkt  des  Trapezinms, 
insbesondere  über  die  graphische  Bestimmung  desselben. 

Grunert  Arch.  L.  212-219.  1869. 

Die  Arbeit  enthält  einen  analytischen  Beweis  der  von  Col- 
mann  in  seinem  Werke:  ,;Die  graphische  Statik'^,  Zflrich  1866 
p.  151  gegebenen  graphischen  Bestimmung  fbr  den  Schwerpoxikt 
eines  Trapezes:  ,,Trägt  man  von  den  diagonalen  Eckpunkten  l 
und  D  oder  A  und  C  aus  die  gegenüberliegenden  ParallelseiteB 
CD  und  AB  in  den  Verlängerungen  der  Parallelseiten  in  M 
und  DD*  oder  in  AA*  und  CC  auf,  so  schneidet  die  Creraie 
FD'  oder  A'C*  den  Schwerpunkt  S  auf  der  Linie  JlfiV  ab,  weMe 
die  Mittelpunkte  M  und  N  der  parallelen  Seiten  mit  einandei 
verbindet''.  Der  Beweis  selbst  bietet  kein  Interesse  dar.  Das 
Trapez  wird  zwei  Mal  in  Dreiecke  zerlegt,  und  aus  den  CHd- 
chungen  der  Verbindungslinien  ihrer  Schwerpunkte  die  Coor- 
dinaten fttr  den  Schwerpunkt  des  Trapezes  abgeleitet.  Einet 
weit  einfacheren  Beweis  hat  1866  Herr  Walker  im  Quart.  J.yeröilieDt- 
licht  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  p.  311).  Da  diese  GonstradioB 
viel  Raum  erfordert,  so  wird  im  zweiten  Theile  der  Arbeit  ein 
analytischer  Beweis  fttr  eine  andere  Construction  gegeben ,  die 
nicht  an  diesem  Mangel  leidet  und  in  folgendem  bestdit:  ^ 
dem  Trapez  ABCD  mache  man  AG=^  BH  =  CD^  schneide  von 
A  und  B  aus  die  Strecken  AA",  BB"  (resp.  gleich  ^AH^  {BGj 
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ab  und  mache  CC"  (auf  der  Verlängerung  von  CD)  =c  AA"j 
DD"  =  Bff'.  Der  Schnittpunkt  der  Geraden  i4"C"  und  B"D" 
ist  dann  der  verlangte  Schwerpunkt."  0. 

H.  Emsmann.  Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines 
beliebigen  Vierecks,  und  sich  aus  denselben  ergebende 
Constructionen  dieses  Punktes  im  Vergleich  mit  dem 
Schwerpunkt  des  Trapezes.   Grunert  Arch.  Li.  241-246.  1870. 

Im  Anschluss  an  die  obige  Arbeit  des  Herrn  Grunert  wer- 
den auf  dieselbe  Weise,  wie  dort  die  Ausdrücke  für  die  Coor- 
dinaten des  Schwerpunktes  bei  einem  beliebigen  Viereck  gegeben. 
Aus  verschiedenen  Formen  fbr  dieselben  werden  dann  Con- 
structionen hergeleitet,  die  jede  auch  speciell  auf  das  Trapez 
angewandt  werden.  0. 

C.  A.  Bretschneider.  Bemerkungen  über  einen  im 
Archiv  besprochenen  Lehrsatz.      Grunert  Arch.  L.  103-106. 

1869. 

Der  Herr  Verfasser  weist  nach,  dass  der  im  vorigen  Jahr- 
gange erwähnte  Lehrsatz  der  Herren  Fassbender  und  Hackel 
(8.  Fortschr.  d.  M.  I.  264)  nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden 
allgemeineren  Lehrsatzes  sei: 

„Die  Winkel,  welche  drei  aus  den  Spitzen  eines  Dreiecks 
nach  den  Gegenseiten  gezogene  Transversalen  mit  letzteren,  nach 
einerlei  Richtung  hin  genommen,  bilden,  haben  stets  die  Eigen- 
gehaft,  dass  die  Summe  ihrer  Gotangenten  gleich  Null  ist,  wenn 
die  in  den  Scheiteln  dieser  Winkel  auf  die  Seiten  errichteten 
Lethe  sich  in  feinem  Punkte  schneiden''.  Der  Beweis  ist  tri- 
gonometrisch. 0. 

Fassbender.  Les  angles  que  les  cötds  du  triangle 
forment    avec    leurs    lignes    de    gravit^    respectives, 

Gnmert  Arcb.  LI.  46-48.  1870. 

2  andere  Beweise  des  schon  im  1.  Bande  des  Jahrbuches 
p.  264  erwähnten  Satzes. 

0. 
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R.  Most.     Ueber    den    Schwerpunkt   der    Umgrenzung 
bei  den  einfachsten  Figuren  und  Körpern.  Gnmert 

Arch.  LI.  15-19.  1870. 

Der  bekannte  Lehrsatz  ttber  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
wird  zur  Construction  der  Schwerpunkte  des  Vierecks,  Tetraeders 
und  der  vierseitigen  Pyramide  benutzt.  O. 

P.  A.  Hansen.     Bestimmung  des   Schwerpunktes   eines 
beliebigen  sphärischen  Dreiecks.     Leipz.  Ber.  XXiL  7i-9i 

1870. 

Man  nehme  auf  der  Kugeloberfläche,  deren  Radius  =  1  ge- 
setzt werden  möge,  einen  beliebigen  Punkt  A  als  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  an,  betrachte  die  in  ihm  an  die  Kugel  {^legte 
Tangentialebene  als  Ebene  der  xy  und  zähle  die  «-Coordinaten 
in  der  Richtung  nach  dem  Inneren  der  Kugel  zu  positiv.  Der 
Winkel,  den  die  Ebene  irgend  eines  vom  Punkte  A  aus  gezogenen 
grössten  Kreises  a  mit  der  Ebene  der  xz  einschliesst^  sei  qp. 

Das  allgemeine  schiefwinklige  sphärische  Dreieck ,  dMsen 
Schwerpunkts-Coordinaten  hier  in  ihrer  einfachsten  Gestalt 

Qc'a)  =  ^6sin<)p'-f^^c8in<)p  — ^aoosA} 

y' W    =:   ^bCOB(f' — j^CCOSf), 

z*  CD  =  (0  — lasinft, 
0)  =  A  +  B  +  C^n 
gegeben  werden,  setzt  sich  folgendermaassen  aus  zwei  recht- 
winkligen Dreiecken  zusammen: 

Zunächst  denke  man  sich  ein  rechtwinkliges  sphärisches 
Dreieck ,  dessen  einer  Endpunkt  A  und  dessen  Hypotenuse  o 
ist,  während  mit  h  und  k  die  Katheten  dieses  Dreiecks  bezeichne 
werden  sollen,  und  zwar  wird  fc,  vom  Punkte  A  ausgehend,  in 
der  Ebene  der  xz  liegend  angenommen. 

Ferner  ziehe  man  von  A  aus,  ausserhalb  .des  eben  be- 
sprochenen Dreiecks,  einen  Bogen  grössten  Kreises  bis  an  die, 
am  Endpunkte  der  Kathete  k  verlängerte  andere  Kathete  A,  so 
wird  dadurch  ein  zweites  rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck 
gebildet,  dessen  Hypotenuse  der  erklärte  Bogen  grössten  Kreises^ 
und  dessen  eine  Kathete  wieder  k  ist.  Die  zweite  Kathete^  die 
die  Verlängerung  von  h  bildet,  soll  h'  genannt  werden. 
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In  den  obigen  Formeln  war  die  gewöhnliche  Bezeichnung 
der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  mit  Ay  B,  C  und  die  der 
gegenüberliegenden  Seiten  mit  a,  b,  c  beibehalten,  sowie  den  im 
zweiten  rechtwinkligen  Dreiecke  auftretenden  Grössen  q>'j  a'  die- 
selbe Bedeutung  beigelegt  wurde,  wie  q>  und  a  im  ersten. 

Es  ist  somit 

A  =  fp-\-q>\    a  =  A+A',     c  =  <y,    6  =  a'. 

In  den  Artikeln  (10) -(18)  incl.  wird  sodann  die  Construction 
des  Schwerpunktes  gelehrt,  und  die  Behandlung  specieller  Fälle 
Torgeftlhrt. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Dreiecksseiten  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  seien,  werden  in  (19)  bis  (23)  (Schluss- 
Artikel)  die  strengen  Ausdrücke  in  Reihen  entwickelt,  und  diese 
£ntwickelungen  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  fortgesetzt. 

Der  Herr  Verfasser  nimmt  häufig  Gelegenheit,  z.  B.  bei 
der  Construction  des  Schwerpunktes  mit  Hülfe  der  erhaltenen 
Seihen-Ausdrücke,  auf  seine  Schrift,  die  als  Supplement  zu  der 
^^Geodätische  Untersuchungen  u.  s.  w.'^  benannten  Abhandlung 
erschien,  zu  verweisen. 

Bemerkt  sei  noch,  dass  das  Verfahren  des  Herrn  Hansen 
eben  so  gut  sich  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes eines  sphärischen  Vielecks  eignet.  Wtn. 

Th.  Eeye,   Trägheits-  und  höhere  Momente  eines  Massen- 
systemes  in  Bezug  auf  Ebenen.    Borchardt  j.  lxxii.  293- 

326.  1870. 

Der  Verfasser  hatte  frtlher  bewiesen,  dass  jeder  Körper  hin- 
sichtlich seiner  Trägheitsmomente  auf  unendlich  viele  Arten  durch 
vier  Massenpunkte  ersetzt  werden  kann.  Der  erste  dieser  Punkte 
kann  ganz  beliebig  angenommen  werden.  Dadurch  ist  seine 
Masse  und  die  Ebene  der  drei  anderen  bestimmt.  Nimmt  man 
in  dieser  Ebene  den  zweiten  Punkt  willkürlich  an,  so  erhält  man 
seine  Masse  und  die  Verbindungslinie  der  beiden  anderen,  auf 
welcher  dann  noch  der  dritte  Punkt  willktlrlich  gewählt  werden 
kann.  Die  vier  Massenpunkte  haben  dieselbe  Gesammtmasse 
Qnd  denselben  Schwerpunkt,  wie  der  gegebene  Körper.  Vier 
solche  Massenpunkte   bilden   die  Poltetraeder    eines   durch   die 
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Massenvertheilung  im  Körper  völlig  bestimmten  imagin&reii  El- 
lipsoids,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Schwerpunkt  zusammen- 
fUllt.  Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  P  drei  zu  jenem  El- 
lipsoid  confocale  Flächen  zweiter  Ordnung,  so  fallen  deren  Nor- 
malen in  P  mit  den  drei  Hauptträgheitsaxen  dieses  Punktet 
zusammen.  Für  alle  Berührungsebenen  dieses  Ellipsoids  sind 
wie  Herr  Hesse  gezeigt  hat,  die  Trägheitsmomente  des  Körpm 
Null.  Herr  Reye  verallgemeinert  in  der  vorliegenden  Arbeit 
diese  Untersuchung,  indem  er  die  Frage  stellt,  ob  auch  in  Bezog 
auf  die  n'""  Momente  ein  Massensystem  durch  eine  besehrlnkte 
Anzahl  von  Massenpunkten  ersetzt  werden  kann.  Unter  dem 
fi^<^"   Momente    eines  Massensystems   wird   das   Aber  das  ganu 

Massensystem  sich  erstreckende  Integral  jf^dm^  wo  r  der  Ab- 
stand des  Elementes  im  von  einer  gegebenen  Ebene  ist^  vo- 
standen.  Bezeichnen  a^  ß,  y  die  Cosinus  der  Neigungswinkel 
welche  das  vom  Coordinatenanfangspunkt  auf  die  Ebene  £  g^ 
fällte  Loth  von  der  Länge  p  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so 
nimmt  dies  die  Form  an:  | 

jt^dm  =    /(ax-\-ßy-{-y^''pYdm. 

Dies  lässt  sich  durch  Entwickelung  der  Potenz  in  eine  Summe  Too 

Cn+i)(n+2)(n4-3) 
1.2.3 
Gliedern  zerlegen.    Die  Coefficienten  der  Potenzen  von  a^  ß^i 
lassen  sich  eindeutig  bestimmen,  wenn  für  sie 

(n+i)Cn+2)(n+3) 

1.2.3 

lineare,   unabhängige   Gleichungen   existiren.     Es    ergiebt  sidi 

daraus  der  Satz:    ,,Das  n*®^ Moment  eines  Massensystems  kuB 

für  jede  Ebene  des  Raumes  berechnet  werden,  sobald  es  fllr 

(fi+l)Cn+2)(n+3) 

1.2.3 

von  einander  unabhängige  Ebenen  bekannt  ist.'*     Da  die  Co- 

ordinaten  aller  Ebenen,   für  welche  das  n**  Moment  einen  g^ 

gebenen  Werth  M  hat,  der  homogenen  Gleichung 
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genügen  müssen,  so  folgt,  dass  „alle  Ebenen  des  Raumes,  für 
welehe  das  n*^  Moment  eines  Massensystems  einen  gegebenen 
Werth  Jir  hat,  im  Allgemeinen  eine  Fläche  n^^'  oder  2n*«''  Glasse 
amhüUen,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist/'  Jede  Ebene 
gehört  ferner  einer  einzigen  solchen  Fläche  constanten  n*^"  Mo- 
mentes an;  alle  derartigen  Flächen  bilden  eine  Flächenschaar. 
Unter  diesen  Flächen  constanten  n*«"  Momentes  ist  die  von  her- 
vorragender Bedeutung,  ttir  deren  sämmtliche  BerQhrungsebenen 
das  n*^  Moment  Null  ist.  Der  Verfasser  nennt  sie  die  „n^^  Null- 
fläche^'  des  Massensystems.  Sie  ist  immer  von  der  n}^"  Classe. 
Der  Verfasser  wendet  sich  sodann  zur  Vergleichung  der  »*«" 
Momente  mehrerer  Massensysteme.  Er  nennt  zwei  Massensysteme 
„äquivalent",  hinsichtlich  ihrer  »•*'"  Momente,  wenn  für  jede 
Ebene  des  Raumes  ihre  n**"  Momente  gleiche  Werthe  haben. 
,,Indifferent''  heisst  ein  System  hinsichtlich  seiner  n*^*'  Momente, 
wenn  in  Bezug  auf  jede  Ebene  des  Raumes  sein  n***'  und  folg- 
lich auch  jedes  niedrigere  Moment  Null  ist.  Zwei  Massensysteme 
sind  äquivalent,  wenn  sie  sich  um  ein  indifferentes  System  unter- 
scheiden. Dadurch  gelangt  der  Verfasser  zu  Sätzen,  die  zur 
Berechnung  der  n*^"  und  niedrigeren  Momente  eines  Massen- 
gystemes  mit  Hülfe  der  n*«"  Nullfläche  benutzt  werden.  In  §  4. 
wird  der  Begriff  des  Momentes  erweitert,  indem  das  über  das 
Massensystem  ausgedehnte  Integral 

als  das  n*^  Moment  in  Bezug  auf  die  Ebenengruppe 

Ej    jBj,     Ej,     ...    Elf 
definirt  wird,  wo 

■ 

die  Abstände  des  Elements  von  den  k+i  willkürlich  gewählten 

Ebenen  £  sind,  vorausgesetzt,  dass 

•     •      •  • 

h     *i»     *t'     •  •  •     •* 

positive  ganze  Zahlen  sind,  deren  Summe  gleich  n  ist.  Das 
»**  Moment  in  Bezug  auf  eine  Ebenengruppe  geht  in  das  n**  Mo- 
ment hinsichtlich  einer  Ebene  über,  wenn  man  die  Ebenen  zu- 
zammenfallen  lässt.  Es  ergiebt  sich  daraus  unmittelbar  folgen- 
de Satz:    „Zwei  Massensysteme,  welche  hinsichtlich  ihrer  n^^" 


/ 
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Momente  äquivalent  sind,  haben  auch  in  Bezug  auf  jede  Ebenen- 
gruppe  gleiche  n**'  und  niedrigere  Momente."  Es  würde  zn  weit 
führen  die  Untersuchungen  weiter  im  Speeiellen  zu  yerfolgen.  In 
weiteren  Verlaufe  giebt  der  Verfasser  die  Anwendung  der  g^ 
wonnenen  llesultate  auf  Trägheitsmomente  (die  2*^"  Momente)  und 
wendet  sich  dann  speciell  zu  Massensystemen,  deren  n'^  Nnll- 
fläche  sich  auf  eine  ebene  Curve  oder  auf  n  Punkte  einer  6^ 
raden  reduciren.  Nachdem  dann  bewiesen,  dass  ein  Massei* 
System  in  Bezug  auf  seine  dritten  Momente  auf  unendlich  yiele 
Arten  durch  10  Massenpunkte  ersetzt  werden  kann,  wird  dieser 
Satz  auf  die  ti''*"  Momente  erweitert.  Es  lässt  sich  danach  ein 
Massensystem  hinsichtlich  seiner  n'^"  Momente  stets  duroh 

w(n+i)(n+2) 
1.2 
Massenpunkte  ersetzen,   welche  Zahl  sich  unter  gewissen  Um- 
ständen auf      i~^      ^öd  n  reducirt.    Algebraische    Sätze  und 

Sätze  Über  Flächen  n*^"  Classe,  namentlich  in  Bezug  auf  die 
Polai-thcorie  derselben,  ergeben  sich  mehrfach  aus  diesen  Unter- 
suchungen. 0. 

G.   Battaglini.     Nota  sulla  serie  di  sistemi   di  forze. 

Rend.  di  Napoli  1869. 

Gegeben  ist  ein  System  von  Kräften,  so  beschaffen,  da» 
bei  der  Drehung  um  die  Angriffspunkte  die  eine  Kraft;  frei  oder 
nur  auf  einer  Ebene  zu  bleiben  gcnöthigt  ist,  während  die  anderen 
Endpunkte  der  Stücke,  welche  die  Kräfte  repräsentiren,  collinesr 
verwandte  Figuren  beschreiben.  Für  diese  variabeln  Systeme 
von  Kräften  werden  die  Complexe  der  Axen  der  Nullmomente 
bestimmt  und  die  Lagen  des  Systems  untersucht,  in  denen  sich 
eine  Resultante  oder  ein  Gleichgewicht  findet,  wie  auch  die  B^ 
dingungen  aufgestellt,  dass  das  System  sich  auf  eine  Resultante, 
die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  reduciren  lasse. 

Bi.  (0.) 

G.  Battaglini.     Nota  sulla  teoria  dei  momentL      BmI 

di  Napoli  1869. 

Es  wird  eine  Formel  abgeleitet,  welche  das  Moment  dnes 
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Systems  von  Kräften  in  Bezug  auf  eine  Axe  mit  Hülfe  der 
Momente  in  Bezug  auf  die  Kanten  des  fundamentalen  Tetraeders 
ausdruckt  Darauf  gründet  sieh  der  Beweis  des  Satzes  von 
Möbius  über  die  Axen,  in  Bezug  auf  welche  die  Momeute  des 
Systems  untereinander  eine  lineare  Relation  haben,  wie  auch 
die  Lösung  des  Problems,  die  Geraden  zu  finden,  welche  Wir- 
kungslinien von  Kräften,  die  Gleichgewicht  hervorbringen,  sein 
können.  —  Aus  der  Discussion  eines  Complexes  von  Geraden 
des  ersten  Grades  wird  die  Eigenschaft  der  Axen  der  Null- 
Momente  und  der  verschiedenen  Paare  von  Resultanten  herge- 
leitet, welche  allgemein  aus  der  Wirkung  irgend  eines  Systemes 
von  Kräften  zusammengesetzt  werden  können.  Zum  Schluss 
werden  die  Eigenschaften  bezüglich  der  centralen  Axen  von 
Momenten  und  der  Axen  der  grössten  Momente,  welche  ver- 
schiedenen Punkten  des  Raumes  entsprechen,  bewiesen. 

Bi.  (0.) 

R.  Townsend,      On    the    raomeut    of  inertia   of  a  ring 
vnth  respect  to  its  axis  of  revolution.     Quart.  J.  x.  203- 

204.  1869. 

Wenn  eine  ebene  geschlossene  Figur  oder  der  Ring  zwischen 
zwei  sich  nicht  schneidenden,  ebenen  und  geschlossenen  Figuren 
eine  Symmetrieaxe  bat,  und  um  eine  zu  dieser  parallelen  Axe, 
die  in  der  Ebene  der  Figur  liegt,  ohne  diese  zu  schneiden,  rotirt, 
80  ist  das  Trägheitsmoment  des  so  gebildeten  Umdrehungskörpers 
ftlr  die  Umdrehungsaxe  =  m(Ä'+3^0;  wo  m  die  Masse  des 
Körpers,  h  den  Abstand  der  Umdrehungsaxe  von  der  Symmetrie- 
axe und  k  den  Trägheitsradius  für  die  Fläche  der  gegebenen 
Figur  in  Bezug  auf  ihre  Symmetrieaxe  bezeichnet. 

He. 

E.  J.  RouTH.     Moment   of   inertia    of    a    quadrilateral. 

Quart.  J.  XI.  109-111.  1870. 

Beweis,  dass  das  Trägheitsmoment  eines  Vierecks  in  Bezug 
auf  eine  Gerade  in  seiner  Ebene  gleich 
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ist,   wo  itf  der  FlächeniDhalt,   o,  ß^  y^  di  <  die  Ordinaten  der 
Ecken  und  des  Durchschnittspunktes  der  Diagonalen  sind. 

0. 

J.  M.  Hepps.     On   a  general  investigation   of  the  bea- 
ding    moments   and  deflections   of  continuous   beams. 

Phil.  Mag.  (4)  XL.  446-460.  1870. 

Csy. 

F.  Jenkin.     On   the  practical  application  of  reciprocal 
figures    to    tbe    calculation   of  strains   of  framework. 

Trans,  of  Edinb.  XXV.  (II.)  1868-69.  441-447.  1869. 

Die  Theorie  der  reciproken  Figuren  in  ihrer  Anwendung  auf 
Darstellung  von  Kräften  wurde  zuerst  vollständig  aufgestellt  von 
Professor  Maxwell  in  einer  Abhandlung  des  Pilosophical  Ifaga- 
zine  (April  1864),  worin  folgende  Definition  und  Anwendung  auf 
Statik  gegeben  ist:  J 

„Zwei  ebene  Figuren  sind  reciprok,  wenn  sie  aus  einer  glei- 
chen Anzahl  von  Linien  bestehen ;  so  dass  entsprechende  Linien 
in  beiden  Figuren  parallel  sind,  und  entsprechende  Linien,  wddie 
in  der  einen  Figur  gegen  einen  Punkt  convergiren,  in  der  ande- 
ren Figur  ein  geschlossenes  Polygon  bilden." 

„Wenn  die  der  Grösse  nach  durch  2  Linien  einer  Figur  dar- 
gestellten Kräfte  gerichtet  sind  nach  den  Endpunkten  der  ent- 
sprechenden Linien  der  reciproken  Figur,  so  sind  die  Punkte 
der  reciproken  Figur  alle  in  Gleichgewicht  und  werden  durck 
diese  Kräfte  zusammengehalten." 

Der  Verf.  bemerkt,  dass  wenige  Ingenieure  sehen,  dass 
ihnen  in  den  beiden  angeführten  Paragraphen  eine  merkwttrdig 
einfache  und  genaue  Methode  geboten  ist,  die  Spannungen  eines 
Rahmwerkes  zu  berechnen:  seine  Aufmerksamkeit  wurde  doiek 
den  Umstand  auf  die  Methode  gelenkt,  dass  sie  ein  pmktiacber 
Zeichner,  H.  Taylor,  selbständig  erfunden  hat.  Der  Zweck  der 
vorliegenden  Arbeit  ist  nun  zu  zeigen,  wie  die  oben  angef&hrten 
Principien  sich  anwenden  lassen  auf  die  Berechnung  der  Span- 
nungen in  den  gebräuchlichen  Dach-  und  Brücken-Constmctionen* 

Cly.  (M). 
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J.  C.  Maxwell.     On  reciprocal  figiires,  frams,  and  dia- 

grams   of  forces.        Trans,   of  Edinb.  XXVL  (I)  1869-70.    1-40. 
1870. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  früheren  UntersuchuDgen  des 
Verf.'s  und  auf  die  obige  Arbeit  von  Jenkin.  Der  Verf.  giebt 
zunächst  den  Weg  an,  die  Theorie  der  Figuren  von  Rahmwerken 
und  Kräften  ganz  elementar  zu  behandeln  und  praktisch  die  Fra- 
gen nach  den  Spannungen  in  solche#Rahmwerken  ohne  lange 
Rechnimg  zu  lösen.  Der  zweite  Theil  behandelt  die  Frage  vom 
theoretischen  Gesichtspunkte  aus  und  giebt  eine  Methode,  die 
reciproken  Figuren  analytisch  zu  definiren,  die  auch  auf  Figuren 
zweier  und  dreier  Dimensionen  anwendbar  ist.  Endlich  wendet 
der  Verf.  seine  Methode  auf  die  Untersuchung  der  Spannungen 
in  continuirlichen  Körpern  an,  und  untersucht  die  Natur  der  Span- 
nungsfunction,  die  zuerst  von  H.  Airy  (Phil.  Trans.  1863)  für 
Spannungen  nach  zwei  Dimensionen  entdeckt  ist,  und  dehnt  die* 
selbe  auf  Spannungen  nach  3  Dimensionen  aus.      Cly.  (M). 

J.  Carvallo.     iStude  sur  la  stabilitd  des  toiirs  balises. 

C.  R.  LXIX.  1064-1068.  1869. 

Es  soll  die  Form  von  Thürmen  bestimmt  werden ,  die  am 
meisten  geeignet  ist,  dem  Anprall  der  Wellen  zu  widerstehen. 
£s  wird  daher  das  bestimmte  Integral  des  Widerstandes  der  Co- 
häsion  für  eine  WinkelverrUckung  aufgestellt.  Ferner  werden 
die  Bewegungsgleichungen  des  Schwerpunktes  für  die  durch  den 
Stoss  der  Welle  entstehenden  Oscillationen  aufgestellt  und  unter- 
sucht, und  die  Zeit  für  die  Phase  derselben  bestimmt.  Den 
Haupteinfluss  auf  die  Festigkeit  des  Thurmes  übt  das  Integral 
der  Cobäsion.  Aus  dem  Maximum  desselben  für  ein  gegebenes 
Volumen  wird  die  beste  Form  (die  elliptische)  gefolgert.  Den 
Schluss  bilden  Bemerkungen  technischer  Natur.  0. 

J.  M.  Heppel.     On    the    theory    of   continuous    beanas. 

Proc.  of  London  XIX.  56-68.  1870. 

Der  Verf.  zeigt,  dass  die  Hypothesen  der  Theorie  continuir- 
licber  Balken,  wie  sie  in  den  Werken  von  Navier,  Clapeyron, 
Bresse,  Belanger,  Moseley  u.  A.  auseinandergesetzt  ist,  im  All* 

Fortscbr.  d.  Math.  II.  3.  46 
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geiiieiiicn  falsch  sind,  besonders  aber  darin,  dass  das  Trägheite- 
mouient  eines  Schnittes  constant  ist  durch  jede  Spannang.  Er 
pebt  eine  allgemeine  Erörterung  der  Spannnngsmoraente  und  to 
Abweichungen  continuirlicher  Balken.  Cly-  (M). 

W.  J.  M.  Eankine.     Remarks  on   Mr.  Heppels  ihexxj 

of  COntinuOllS   beams.    Trans,  of  London  XIX.  68-71.  1870. 

Eine  gedrängte  Uel)prsicht  über  die  Theorie  und  ErSrteriDg 
eines  besonderen  Falles.  Cly.  (M). 

M.  Li:vY.  Essai  sur  nne  tlieorie  rationnelle  de  Yiqaor 
libre  des  terres  fraicheinent  renuu^es  et  scs  applications 
au   calciil   de  la  stabilite   des   murs   de   sout^nement 

C.  R.  LXVIII.  1456-1458.  1869. 

DE    Saint  -  Venant.     Rapport    sur   le    memoire    de  M. 

Maurice   L^vy.       C.  R.  LXX.  217-228.  1870.  Liooville  J.  (2)  IV. 
237-249.  1870. 

DE  Saint- Venant.     Sur  uiie   de'termiuatioii   rationnelle, 
par    approximatiou ,    de    la   pouss^    qu'exercent  des  | 
terres   dc^pourvues   de   cohdsion,  coiitre  un  mur  ayant 
une  iiiclinaison  quelcoiique.       C.  R.  LXX.  229-235,  281-286i 

894-896.  1870.    Liouville  J.  ^2)  XV.  250-263.  1870. 

J.  l?oussiNESQ.  Integration  de  IVquation  diflfidrentielle 
qui  peut  doiiner  une  deuxitme  approximation ,  dans 
le  calcul  rationnel  de  la  pouss^^e  exercde  coutre  un 
mur  par  des  terres  depourvues  de  cohdsion.  C.  B.LX1 

751-754.  1870.    Liouville  J.  (2)  XV.  267-270.  1870. 

DE  Saint-Venant.  Recherche  d'une  deuxifeme  approxi- 
ination  dans  le  calcul  rationnel  de  la  poussde  exercÄ, 
coutre  uu  mur  dont  la  face  postdrieure  a  une  incK- 
naisoii  quelconque,  par  des  terres  non  cohdrentes  dont 
la  surface  supdrieure  s'dlöve  en  un  talus  plan  quel- 
conque    k    partir    du    haut   de    cette   face     du    mur. 

0.  R.  LXX.  717-724.  1870.    Liouville  J.  (2)  XV.  271-280.  187a 

Die  vorstehenden  Arbeiten  beziehen  sich  auf  das  Gleicbge- 
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cht  frisch  au%cschütteter  Erdmassen  ohne  üoliärcDZ,  und  auf 
m  Druck,  dea  diese  Massen  auf  die  sie  stützenden  Mauern 
LStlben.  Um  das  Problem  zu  präcisiren,  wird  der  (auch  für  die 
•axis  allein  wichtige )  Fall  betrachtet ,  wo  der  Druck  der  auf 
nander  lagernden  Massen  eben  gross  genug  ist,  das  Gleicbge- 
ieht  zu  stören,  und  die  einzelnen  Theilchen  im  Begriff  sind, 
ßh  zu  trennen.  Als  Grundlage  für  die  Behandlui%  dieses  Pro- 
ems  nahm  man  bisher  folgende  von  Coulomb  aufgestellte  Hy- 
)these  an:  Die  Gleitflächen,  d.  h.  die  Flächen,  längs  deren  die 
rdmasse  sich  trennt,  sind  eben;  und  die  Neigung  dieser  Tren- 
ingsebenen  ist  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  das  abge- 
ssene  Stück  auf  die  stützenden  Mauern  ein  Maximum  des 
ruckes  ausübt.  Diese  Hypothesen  können  nur  in  einigen  be- 
nderen  Fällen  richtig  sein,  sind  aber  im  Allgemeinen  mit  der 
•fahrung  unvereinbar.  Herr  L6vy  greift  daher  die  Frage  von 
aem  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus  an,  indem  er,  ähnlich 
ie  es  in  der  Electricitätstheorie  von  Cauchy  zuerst  gemacht  ist, 
s  auf  irgend  eine  Fläche  im  Innern  ausgeübten  Druckkräfte  in 
re  normale  und  tangentiale  Componente  zerlegt  und  die  Bedin- 
ingen  sucht,  welche  diese  Componenten  erfüllen  müssen,  damit 
1  Elementar-Parallelepipedon  im  Gleichgewicht  sei.  Für  den 
[ein  betrachteten  Fall,  dass  die  Erdmasse  von  prismatischer 
»rm  mit  horizontaler  Längsaxe  z  ist,  und  dass  der  Druck  von 
anabhängig  ist,  ergiebt  dies  folgende  Gleichungen: 

n)       ,dx'dy 
'  '^       ^  dT  ,  dN, 

irin  sind  N^  und  iV,  die  normalen  Componenten  des  Drucks  auf 
e  Flächeneinheit,  und  zwar  iV,  für  eine  Fläche,  die  parallel  zu 
ist,  N^  für  eine  Fläche  parallel  x;  T  ist  die  tangentiale  Com- 
inente  des  Drucks  auf  beide  Flächen,  senkrecht  zu  s  gerichtet 
muBS  für  beide  Flächen  gleichen  Werth  haben,  wenn  Gleich- 
iwicht  stattfinden  soll.  77  ist  das  Gewicht  der  Volumeneinheit, 
der  Winkel,  den  die  Axe  der  y  mit  der  Vertikalen  macht.  — 
%  diese  Gleichungen  nicht  genügen,  die  drei  Componenten  des 
aeren  Drucks  zu  bestimuien,  so  wird  eine  dritte  Gleichung  (un4 
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bilden  kann.  Die  Gleichung  (2)  drückt  aus,  d&ss  es  ni 
durch  den  betrachteten  Punkt  gelegten  Flächenelemei 
oder  zwei  giebt,  für  welche  der  GcsammtausdrndL  das  ] 
seiner  Neigung  gegen  die  Normale  erreicht,  dasB  alac 
betreffenden  Theile  der  Erdniasse  das  Gleichgewicht 
seine  Grenze  gelangt  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  leitet  Herr  L.  un 
einige  Eigenschaften  der  Gleitcurven  ab,  längs  deren 
Erdmasse  beim  Aufhören   des  Gleichgewichts  fortbew^ 
aber  die  Gleichungen  zu  integriren,  drückt  er  JV,,  iV,, 
eine  Hülfsvariable  aus,  derart  dass  die  Gleichungen  (1 
werden.    Für  die  Hülfsvariable  ergiebt  sich  dann  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  und  zweiten  Gra 
zunächst  für  den  Fall  integrirt  wird,  wo  die  Erdmasse^ 
einer  horizontalen  Ebene  ruht,  nur  oben  begrenzt  wii 
eine  unbegrenzte  Ebene,  die  einen  beliebigen  Winkel  to 
Horizont  bildet,  und  auf  die  kein  Druck  ausgeübt  w 
Gleitlinien  sind  hier  parallele  gerade  Linien.    Es  folgt 
Behandlung  des  Falls,  wo  die  Erdmasse  auch  seitlich 
ist  durch  eine  stutzende  Mauer,  deren  eine  Fläche  eine  j 
Neigung  £j   gegen   den  Horizont  hat.     Die  Bedingung 
dieser  Fläche  zu  erfüllen  ist,  ist  die,  dass  der  Gesac 
der  Erdmasse  mit  der  Normale  der  Fläche  einen  V^ink 
det,  dessen  Tangente  gleich  dem  Keibungscoefficienten 


T» 
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Für  diesen  Fall  allein  wird  die  partielle  Dijfferentialgleichang 
^er  Ordnung  und  zweiten  Grades,  welche  die  oben  erwähnte 
I&yariable  erfttllen  muss,  integrabel.  —  Herr  Saint  «Yenant 
tet  in  seinen  Arbeiten  die  obigen  Formeln  in  eleganter  Welse 
,  indem  er  namentlich  die  Grenzbedingungen  scharf  hervor- 
lit.    Für  den  Fall,  dass  £,  die  obige  Gleichung  nicht  erfüllt, 

die  partielle  Differentialgleichung  nicht  integrabel.  Herr  S.-V. 
gt  jedoch,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Lösung  des  Herrn 
vy  als  eine  erste  Näherung  zu  betrachten  ist  und  discutirt  den 
ad  der  Näherung. 

Eine  weitere  Näherung  giebt  Herr  Boussinesq ,  indem  er  den 
rmeln  von  L6vy  neue  Glieder  hinzufügt,  deren  Quadrate  ver- 
ehlässigt  werden ;  auch  diese  Arbeit  ist  von  Herrn  Saint-Venant 
iter  ausgeführt.  —  Endlich  bespricht  Herr  Saint-Venant  noch 
>  Arbeiten  von  Rankine  und  Scheffler  über  denselben  Gegen- 
ind.  Er  findet  den  Hauptunterschied  zwischen  der  alten  Theo- 
I  und  der  neueren  darin,  dass  jene  ihre  Formeln  als  exacte 
Grtellt,  während  sie  nach  dieser  nur  für  einen  Specialfall  exact 
d,  in  .allen  andern  Fällen  aber  reine  Näherungsformeln« 

Wn. 


B.    Hydrostatik. 
MoüTiER.     Sur  les   principes  fondamentaux  de  Thy- 

drOStatique.    Nouv.  Ann.  (2)  VIII.  241-253.  1869. 

Eine  elementare  Darstellung  der  einfachsten  Sätze  der  Hydro- 
.tik,  die  nichts  Bemerkenswerthes  enthält.  Wn. 

Galbroith  and  Haughton.     Manual  of  hydrostatics. 

London,  Cassel  1869. 

Kirchhoff.  Ueber  die  Kräfte,  welche  zw^i  unend- 
lich dünne  staiTC  Ringe  in  einer  Flüssigkeit  schein- 
bar auf  einander  ausüben  können.       Borchardt  J.  LXXI. 

268-273.    Berliner  Monatsber.  1869.  881-887.  1870. 

In  einer*  incompressiblen,  unbegrenzten  Flüssigkeit,  auf  die 
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keine  äusseren  Kräfte  wirken,  und  deren  Thoile  sieh  nur  so  be- 
wegen, dass  ein  Gesehvvindigkeitspotential  existirt  (in  der  also 
keine  Rotation  der  einzelnen  Tbeilcl.en  stattfindet),  befinden  sidi 
zwei  Ringe,  deren  Mittellinien  beliebige  geschlossene  Cuiren  mi^ 
während  die  auf  diesen  Mittellinien  senkrechten  Querschnitte 
congruente  ebene  Flächen  von  unendlich  kleinen  Dimensiora 
sind.  [Für  die  mathematische  Entwickelung  wird  der  Einiadh 
heit  wegen  angenommen,  alle  Querschnitte  seien  Kreise  yod  u- 
endlich  kleinem  constanten  Radius].  —  Durch  die  Anweaenhcit 
des  zweiten  Ringes  werden  die  Druckkräfte,  welche  die  Flfisag- 
keit  auf  den  ersten  Ring  ausübt,  geändert.  Der  zweite  Ring  hit 
also  scheinbar  auf  den  ersten  Kräfte  ausgeübt,  deren  Benl- 
tante  gleich  der  Aenderung  des  Drucks  ist.  Herr  K.  beweU 
nun  den  Satz:  Die  scheinbaren  Kräfte,  welche  di 
auf  einander  ausüben,  sind  gleich  den  Kräfte 
denen  sie  auf  einander  wirken  würden,  wenn  in  ibrct 
Mittellinien  constante  elektrische  Ströme  fliessen  wir- 
den.  [Dieser  Satz  bedarf,  wie  Herr  Boltzmann  später  naell(^ 
wiesen  hat,  noch  einer  gewissen  Einschränkung;  siehe  »darllkr 
den  nächsten  Jahresbericht.]  Der  Gang  des  Beweises  ist  fol|es* 
der :  Der  Druck  in  irgend  einem  Punkt  der  Flüssigkeit  hängt  ii 
bekannter  Weise  von  dem  Geschwindigkeitspotential  g>  ab.  Dieses 
ist  jedoch,  da  der  Raum,  den  die  Flüssigkeit  einnimmt,  eJnl 
dreifach  zusammenhängender  ist,  nicht  einwerthig.  Man  bit 
durch  zwei  Flächen  (Querschnitte)  den  Raum  in  einen  einhA 
zusammenhängenden  zu  verwandeln ;  dann  ändert  sich  9  11 
diesen  Querschnitten  um  constante  Werthe.    q>  ist  nun  bestnnnk 

1)  durch  die  bekannte  Differentialgleichung 

dx'  "^  dy'  "^  dz'    ■"     ' 

2)  durch  die  Grenzbedingungen:  a)  dass  an   den  Querschnittct 
ff  sich  um  gegebene  constante  Werthe  ändert,  b)  dass  für  die 

Oberfläche  eines  Ringes  -^    gleich    der    Gomponente    der  6^ 

schwindigkeit  des  anliegenden  Theiles  des  Ringes  nach  n  ist 
(ff  die  Normale),  c)  dass  für  unendlich  ferne  Punkte 
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d(fi        d(p       öqp   __   ^ 
dx'      dy*      dz 

sind.    Durch   diese   Bedingungen    ist   rp   bis   auf  eine   additive 

CoDstante  bestimmt,  wenn  die  Lage  und  Geschwindigkeit   der 

beiden  Kinge,  sowie  die  constanten  Aenderungeu  von  den  Quer- 

schnitten   k^   und  /?,  gegeben  sind.    Herr  K.  beweist  nun,    dass 

diesen  Bedingungen  genügt  wird,  wenn  cp  gleich  der  Sunime  der 

Potentiale  zweier  elektrischer  Ströme  ist,  die  die  beiden  Mittel- 

k  k 

linien  durchfliessen  mit  den  Intensitäten  ~-  und  -r- ,  plus  einem 

Glied  V,  das  aber  tiberall  in  der  Flüssigkeit  unendlich  klein  ist, 
während  seine  Differentialquotienten  in  endlicher  Entfernung  von 
den  Ringen  tiberall  unendlich  klein  sind.  Herr  K.  bildet  nun 
die  lebendige  Kraft  der  ganzen  Flüssigkeit,  die  sich  durch  ein 
Integral  über  die  Oberfläche  beider  Ringe  ausdrücken  lässt.  Aus 
dem  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  folgt  unmittelbar  das  Moment 
der  Druckkräfte,  die  die  Flüssigkeit  auf  die  Ringe  ausübt,  und 
dies  Moment  ist  gleich  dem  Moment,  mit  dem  die  vorher  be- 
sprochenen elektrischen  Ströme  auf  einander  wirken. 

Wn. 

W.  Eberhardt.  Betrachtung  der  Niveaufläclien  und  des 
hydrostatischen  Druckes  einer  um  zwei  oder  melirere 
vertikale  Axen  rotirenden  Flüssigkeit.   Pr.  Rostock  1870. 

Ein  cylindrischcs  Gefäss,  das  mit  einer  tropfbaren  Flüssig- 
keit angefüllt  ist,  steht  auf  einer  horizontalen  Drehscheibe,  deren 
Axe  mit  der  Axe  des  Gefässes  zusaaimeufällt;  diese  Drehscheibe 
steht  auf  einer  zweiten,  diese  auf  einer  dritten  und  so  fort.  Ro- 
tiren nun  alle  Drehscheiben  unabhängig  von  einander,  so  rotirt 
die  Flüssigkeit  gleichzeitig  um  mehrere  vertikale  Axen  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit.  Es  werden  nun  die  Geschwindigkei- 
ten, die  einem  Theilchen  durch  die  verschiedenen  Rotationen 
ertheilt  werden,  zusammengesetzt,  daraus  die  Centrifugalkraft 
berechnet,  und  da  ausser  derselben  nur  die  Schwere  wirkt, 
so  lässt  sich  die  Differentialgleichung  der  Niveauflächen  anmit- 
telbar integriren.  Die  Resultate  sind:  Die  Niveaufläche  ist  wie 
bei  der  Rotation   um   eine  Axe   ein   Rotationsparaboloid.     Die 
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Axe  desselben  ist  jedoch  nicht  constant,  sondern  bewegt  sich 
um  die  erste  Kotationsaxe  und  zwar  beschreibt  sie  bei  zwei  Ro- 
tationen einen  geraden  Kreiscylinder,  bei  mehr  Rotationen  einen 
Cylinder  mit  einer  hypo-  oder  epicykloidischen  Leitcurvc.  Der 
Scheitel  der  Paraboloide  steigt  und  fällt  dabei  periodisch ;  nur 
bei  einer  und  bei  zwei  Axen  behält  er  stets  denselben  Abstand 
von  der  Bodenfläche.  Die  erste  und  letzte  Rotation  ist  über- 
haupt auf  das  Steigen  und  Fallen  des  Scheitels  ohne  Einfluss. 

Wn. 

J.  ToDHUNTER.  Oll  Jacobi's  theorem  respecting  the  re- 
lative equilibrium  of  a  revolving  ellipsoid  of  fluid 
and  ou  Ivory's  discussion  of  the  theorem.         Proc.  of 

London  1869-70.  XIX.  42  56    1870. 

Eine  Uebersicht  über  die  Behandlung  des  Jacobi'schen  Satzes 
über  die  Gleichgewichtsfigur,  die  Ivory  in  den  Philos.  Trans. 
1838-39  giebt.  Cly,  (M.) 

KoSTKA.  Ueber  die  Auffindung  der  ellipsoidischen 
Gleichgewichtsfigureii  einer  homogenen,  um  eine  feste 
Axe  rotirenden  FlUssigkeitsmasse,  wenn  deren  Dichtig- 
keit und  ümlaufszeit  bekannt  sind.    Berl.  Monatsber.  I87a 

116-125. 

Ist  D  die  Dichtigkeit,  T  die  Umlaufszeit  einer  um  eine  feste 
Axe  rotirenden  Flüssigkeitsmasse,  f  der  Proportionalitätsfactor 

des   Newton'schen  Gravitationsgesetzes,   so   giebt  es   für  jeden 

»  2n 

Werth  von  V  =  ^  ^,,  zwischen  0  und  0,18711  zwei  Rotations- 
ellipsoide und  ein  dreiaxiges  Ellipsoid,  zwischen  0,  18711  und 
0,2246  nur  zwei  Rotationsellipsoide  als  Gleichgewiehtsflguren. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  die  Frage,  wie  zu  jedem  ge- 
gebenen Werthe  von  V  die  zugehörigen  Gleichgewichtsfigaren  er- 
mittelt werden  können,  für  ein  sehr  kleines  V  behandelt  Sind 
A,  B  und  C  die  drei  Axen  (C  Drehaxe),  so   ist  für  das   eine 

c       c  c      c 

Rotationsellipsoid  -j-  =  -„    nahe    1 ,   ftlr  das   andere  -— -  =  -^ 

An  AB 

C  C 

nahe  0,  für  das  dreiaxige  Ellipsoid  —  nahe  0,  -ß-  nahe  1,   Setit 
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c      c 

man  für  den  ersten  Fall  -^  =  -^  =  cos«,  so  wird  V  bestimmt 

A  D 

durch  die  Gleichung: 

_   aC3  +  tg'a)-3tga 
tg»a 
Um  nun  den  Werth  von  a  nahe  0  zu  finden,  wird  dieser  Aus- 
druck nach  Potenzen  von  tga  entwickelt  und  dadurch  für  ein 
•kleines  V  als  erster  Näherungswerth  gefunden: 

Die  Benutzung  desselben  ergiebt  noch  für  F  =  0,09  einen  Werth 
für  tg'a,  der  bis  zur  siebenten  Decimale  richtig  ist.    Um  den 

Werth  von  a  nahe  -^  zu  finden,  wird  nach  Potenzen  von  cotga 

entwickelt.    Der  gefundene  erste  Näherungswerth  ist 

tg«  =  ^—| -3,485-^, 

dessen    weitere  Benutzung  fllr  F  =  0,01    einen  bis  zur  vierten 

Decimale  richtigen  Werth  ergiebt.    Für   das    dreiaxige  EUipsoid 

C  C 

wird  -^  =  cosa,   ^  =  cos/9  gesetzt.    Das  EUipsoid  wird  dann 

bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

F  =    COS'a.COS  /?/  -        ^         ^  d%. 

'V  }/(l+»)(l+»C0S'ö)(l  +  »C08V)* 

F  =  sin^a.  sin'/S/  /<* 

\       y(l +«)  (1+25  cos*  o)(l  +  »  cos' /S)» 

Diese  Formeln  werden  mit  Htilfe  der  ^-Functionen  entwickelt. 

Aus  den  auf  diese  Weise  gewonnenen  Formeln  wird  das 
Axenverhältniss  bestimmt,  und  dieselben  auf  den  der  Erde  zu- 
kommenden Werth  V  =  0,0022997  angewandt  Die  Besultate 
sind  wesentlich  verschieden  von  denen,  die  Meyer  in  Grelle*8 
J.  XXIV.  angegeben;  der  Verfasser  aber,  ebenso  wie  Herr 
Kichelot,  auf  dessen  Veranlassung  die  Rechnung  angestellt  ist; 
glauben  dieselben  für  richtig  ansehen  zu  können,  da  der  Ver- 
fasser dieselben  auch  auf  anderem  Wege  bestätigt  gefunden  hat 

0. 
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G.  L.  Matthiessen.  .  Die  aequilibrii  figuris  et  revolu- 
tione  homogen eorum  animlonim  sidereorum  sine  cor- 
pore centrali  atque  de  miitatione  eanim  per  expati- 
sionem  aut  condensationem.     Brioschi  Aun.  (2)  III.  84-112^ 

1869. 

Die  Abhandlung  enthält  den  Versuch  zu  einer  Theorie  der 
Bewegung  homogener  Flttssigkeitsringe,  welche  frei  rotiren  und 
sich  im  Gleichgewicht  befinden.  Der  Verfasser  betrachtet,  um 
auch  ohne  die  Keuntniss  der  strengen  Gleicbgewichtsfigur  sich 
der  Lösung  seiner  Aufgabe  zu  nähern,  nur  solche  Ringe,  deren 
Querschnitt  im  Vergleich  zum  Ringdurchmesser  sehr  klein  ist, 
nnd  mit  genügender  Genauigkeit  als  kreisförmig  oder  elliptiach 
angesehen  werden  kann.  Die  so  erhaltenen  Relationen  zwischen 
den  Dimensionen  des  Ringes,  seiner  Winkelgeschwindigkeit  und 
seiner  Dichtigkeit  sind  dann  wenigstens  innerhalb  bestimmter 
Grenzen  genau  genug,  um  Schliisäc  auf  die  Stabilität  solcher 
Massensysteme  zu  gestatten.  B. 

W.  Walton.     On  tlie  solid  of  least  resistance.        Qnart 

J.  X   344-346.  1869. 

In  der  von  Newton  aufgestellten,  von  Fatio,  L'H5pital|  Bou- 
guet,  Hermann  u.  A.  bewiesenen  Gleichung  der  Fläche,  deren 
Bewegung  durch  eine  Flüssigkeit  in  bestimmter  Richtung  den 
mindesten  Widerstand  erleidet^  nämlich 


c 


("= 


(i+py  ~        \^  '"  dxJ 

findet  der  Verfasser  ein  Paradoxon  und  erklärt  es.  H. 

A.  Handl.     Theorie  der  Waagebarometer.   Wieo.  Ber.  LK. 

7-17.  1869.    Carl.  Repert.  VI.  104-112.  1870. 

Die  luftleere  Röhre ;  die  das  Steigen  oder  Fallen  des  Baro- 
meters anzeigt,  und  das  Gefäss,  in  welches  dieselbe  gesteckt  ist, 
werden  getrennt  betrachtet,  und  daraus  theoretisch  genaue  For- 
meln fUr  den  Gcbraucli  des  Instrumentes  hergeleitet  Die  For- 
.meln  werden  speciell  für  den  Fall,  wo  Rohr  und  Gefäss  cjlin- 
drisch  und  von  gleichem  Material  sind,  durchgeführt  Die  Arbeit 
bietet  mehr  Interesse  für  den  Physiker,  wie  für  den  Mathema- 
tiker. 0. 
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IL  Radau.     Bemerkungen    über    das    Waagebarometer. 

Carl  Repert.  VI.  165-168   1870. 

Die  Arbeit  enthält  eine  kurzgefasste  Theorie  des  Waageba- 
rometers, die  wesentliches  mathematisches  Interesse  nicht  bietet. 

0. 

W.  Walton.     On  a  theorem  on  the  resistance  of  fluids. 

Qaart.  J.  X.  122-124.  1869. 

Enthält  einen  geometrischen  und  einen  analytischen  Beweis 
eines  Satzes,  der  sich  auf  den  Widerstand  bezieht,  welchen  die 
convexe  Oberfläche  eines  Rotationskörpers  dem  in  Richtung  der 
Axe  fliessenden  Wasser  darbietet.  Der  Satz  ist  eine  Verallge- 
meinerung eines  von  Newton  (Princ.  Math,  tome  II.  Sect.  7 
Prep.  34  Theor.  28)  gegebeneu.  He. 

A.  M.  BüSTELLi.     Determinazione  analitica  dei  centri  di 
pressione  delle  superficie  immerse  in  un  liquido  omo- 

geneo  pesante.      Battaglmi  G.  VII.  152-159.  213-220.  1869. 

Die  analytische  Bestimmung  beruht  auf  der  Theorie  der  Mo- 
mente. Neues  will  die  Arbeit  nicht  geben;  sie  ist  zur  Ausfül- 
lung einer  Lücke  in  den  Lehrbüchern  für  die  Studirenden  der 
Universität  Neapel  bestimmt.  0. 

J.  Petersen.  Svömmende  Legemer.  Forh.  Christiania  1869. 188. 

Im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  werden  die  allgemeinen 
Bedingungen  dafür  entwickelt,  dass  ein  schwimmender  Körper 
im  Gleichgewicht  ist.  Der  Verf.  bemerkt,  dass  die  meisten  sei- 
ner Resultate,  ohne  dass  er  davon  Eenntuiss  gehabt,  schon  frü- 
her von  Ch.  Dupin  abgeleitet  seien  ( Tapplication  de  g^om^trie 
et  de  m^canique).  Der  zweite  Theil  handelt  von  der  Stabilität 
des  Gleichgewichts,  und  die  Entwickelung  stützt  sich  auf  folgende 
Definition :  Das  Gleichgewicht  ist  stabil  bei  einer  gegebenen  Ver- 
rückung, wenn  man,  um  dem  Körper  diese  Verrückung  zu  er- 
theilen^  eine  positive  Arbeit  leisten  muss.  Hn.  (Wu.) 
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Capitel  4. 
Dynamik. 

A.    Dynamik  fester  Körper. 
E.  Schering.     Die  Schwerkraft   im  Gaussischen  Baum. 

Gott.  Nachr.  1870.  311-321. 

Unter  Gaussischem  Baum,  im  Gegensatz  zum  Euklidischen 
ist  ein  Raum  zu  verstehen,  in  dem  unter  Beibehaltung  der 
übrigen  Euklidischen  Grundgesetze  die  Summe  der  Winkel,  anter 
denen  sich  zwei  von  einer  dritten  Geraden  geschnittene  Gerade 
trefifen,  nicht  ein  gestreckter  Winkel  ist,  sondern  um  eine  GrOsse 
kleiner  als  ein  gestreckter,  die  in  einem  unveränderUchen,  von 
der  Beschaffenheit  des  Raumes  allein  abhängigen  Verhältniss 
zu  dem  Flächeninhalt  des  gebildeten  Dreiecks  steht  Naeh  An- 
f&hrung  einiger  Lehrsätze,  die  vom  Herrn  Verfasser  früher  für  die 
Geometrie  des  Gaussischen  Raumes  aufgestellt  sind,  wendet  sich 
die  Arbeit  zu  der  Lehre  von  den  Bewegungen.  Das  Graussische 
Princip  des  kleinsten  Zwanges  gilt  auch  hier  für  Geschwindig- 
keiten, welche  sich  stetig  ändern.  Kann  man  die  Summe  der 
virtuellen  Momente  von  Kräften  als  Summe  der  totalen  Yariatioii 
einer  Function  und  der  totalen  Derivirten  nach  der  Zeit  eines 
linearen  Ausdrucks  von  Variationen  ansehen,  so  gilt,  wie  der 
Herr  Verfasser  schon  früher  gezeigt,  eine  Integralgleiehung,  die 
als  Verallgemeinerung  des  Princips  von  der  lebendigen  Kraft 
erscheint.  Bestehen  die  Kräfte  nur  in  Wechselwirkungen  zvnschen 
den  bewegten  Theilchen,  fUr  welche  Wirkung  und  Gegenwirkung 
gleich  sind  und  in  der  Verbindungslinie  liegen,  giebt  es  femer 
keine  äussern  Beschränkungen  der  Bewegung,  so  findet  man  Sfitace 
analog  den  Principien  von  der  Erhaltung  des  Sehwerpunktes 
und  der  Flächen.  Im  weiteren  Verlauf  der  Arbeit  werden  noch 
einige  Sätze  mitgetheilt,  welche  sich  auf  Eigenschaften  der  Po* 
tentialfunction  im  Gaussischen  Raum  beziehen  und  die  in  Ve^ 
bindung  stehen  mit  den  vom  Verfasser  angestellten  Untersuchun- 
gen über  Wechselwirkung  elektrischer  Theilchen  (siehe  Fortsehr. 
d.  Physik  XIV.  483).  0. 


'^. 
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A.  MpussoN.     Der  jetzige  Standpunkt    unserer    Kennt- 
niss  über  die  Schwere.    Wolf  J.  xiv.  167-211.  1869. 

Nachdem  auf  den  Dothwendig  zu  machenden  Unterschied 
zwischen  Pendelschwere  und  Fallschwere  aufmerksam  gemacht 
ist,  werden  die  Formeln  für  Richtung  und  Stärke  der  Pendel- 
schwere aufgestellt  und  eine  VergleichuDg  der  von  den  be- 
kanntesten Beobachtern  daftlr  berechoeten  Werthe  angeknüpft. 
Den  Hauptinhalt  der  Arbeit  bilden  Betrachtungen  über  die  Be- 
stimmung der  Fallschwere,  in  der  man  weit  weniger  vorge- 
schritten ist.  Aus  den  theoretischen  Betrachtungen  und  Rech- 
nungen, nach  bekannten  Autoren,  werden  die  Umstände  ent- 
wickelt, welche  diese  verhftltnissmässig  geringere  Genauigkeit 
in  der  Bestimmung  der  Fallschwere  gegen  die  der  Pendelschwere 
bedingen.  Die  Abweichungen  vom  Lothe  und  der  Einfluss  des 
Luftwiderstandes  sowie  der  Anziehung  von  Sonne  und  Mond 
beim  Fall  der  Körper  werden  mathematisch  erörtert,  und  die 
Resultate  an  einem  Zahlenbeispiel  erläutert.  Die  Arbeit  will 
nur  das  jetzt  Bekannte  zusammenfassen.  0. 

R,  B.  Hayward.     A  proof  of  Lagrange's  equations   of 
motion  referred  to  generalised  coordinates.      Rep.  Brit. 

Abb.  1869/70.  Quart.  J.  X.  369-375.  1869. 

Vorausgesetzt  wird  ein  materielles  System,  für  welches  zur 
Bestimmung  der  Lage  und  Configuration  n  absolut  unabhängige 
Variable  oder  Coordinaten  nothwendig  und  hinreichend  sind. 
Es  sei  z  eine  dieser  Coordinaten.  Sie  werde  aus  z  in  z-{-d% 
verändert.  Dann  erhält  ein  Theilchen  (Masse  m)  des  Systems 
eine  Verrückung,  die  mit  kdz  bezeichnet  werden  mag.  k  möge 
die  Coefficientvariation  (Variation  coefficient)  des  Theilchens  m 
in  Beziehung  auf  die  Variable  genannt  werden  und  als  eine 
Grösse  betrachtet  werden,  die  in  Grösse  und  Richtung  bestimmt 
ist.  k  ist  dann  im  Allgemeinen  eine  Function  aller  n  Coor- 
dinaten. Wenn  t?  die  Geschwindigkeit  von  m  in  einem  möglichen 
Bewegungszustand  des  Systems  bezeichnet,  T  (oder  j  £m  t?*)  die 

lebendige  Kraft  des  Systems,  «'  -^^   so   beweist  der  Verfasser, 

dass,  T  in  Ausdrücken  der  n  Coordinaten,  V  und  der  Zeit  aus* 
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gedrückt,  -j-f  =  l!(mkvcoB(f),  wo  q>   der  Winkel   zwischen  der 

Kichtung  von  k  und  t>  ist.  Indem  er  mk€Cosq>  das  Partial-HomeDt 
des  Systems  nennt,  zeigt  er,  dass  jede  der  bekannten  Bewegungs- 
gleichungen  in  der  Lagrange'schen  Form 

dz'      dT        dU 


dl         ds         di 
die   Relation  ausdruckt  zwischen  dem  Theil  der   VeränderuDg 
eines   der  Partial-Momente  mit   der  Zeit  und  den  Kräften,   die 
auf  das  System  wirken. 

Die  Interpretation  bringt  im  Einzelnen  einen  directen  Be- 
weis der  Lagrange'schen  Gleichungen  in  Beziehung  auf  ein 
System  fester  rechtwinkliger  Coordinaten  oder  anderer  specielleo 
Goordinat^nsysteme,  wie  in  den  bisher  bekannten  Beweisen. 

Gay.  (0.) 

GrOnwald.     Ueber  eine   bemerkenswerthe  Gattung   si- 
ihultaner  linearer  Differentialgleichungen  mit  variablen 

Coefficienten.     Prag.  Ber.  1869.  63-69. 

Ist  die   Bewegung   eines   Punktes   durch    die   Differential- 
gleichungen : 

d^_dlJ^       d^_dU^       d^  _  dU^ 
dt'   ""    dx  '      dt'  "   dy  '      dt'    ""    dz 
und  die  Anfangswerthe  x=:a,  y  =  ß,  z^y 

dt  "  '  'W~  ^'  dt  "^ 
für  (  =  T  bestimmt,  und  kennt  man  ihre  Integrale,  mittelst 
welcher  x,  y,  »,  a^,  y',  «'  durch  (  und  die  Gonstanten  a,  /?,  7, 
a',  ß^^  /  ausgedruckt  werden,  so  ergeben  sich  daraus  leicht  die 
Integralgleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  {«  ti^  & 
welche  durch  die  Differentialgleichungen: 

■rfF  ""  ^+   dx'  ^^dxdy  ^'^  dxdz  ^' 

'dF^  ^'^  dydx^'^    dy'   ^^  dydz^ 
d'^  ^^.d'Ud'U  d'U 

W^  ^'^d^^'^didy'^'^    dz'    ^ 
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und  die  Anfangswertlic  ^„  ly^,  Co^  ^',j  Vo,  To  für  «  =  t  fixirt  ist, 
wenn  X,  Y,  Z  als  Functionen  von  t  gegeben  sind,  in  folgender 
Gestalt: 

.  dx    ,        dx  ,       dx  ,        dx    ,        dx    .        dx 

Die  Ausdrücke  für 

.      d^       dfj       dC 
^'     ^     dt'      dt'      dt 

folgen  daraus,  indem   man  x  resp.  durch  y,  z,  x^,  y\  5  ersetzt. 

Die  u  sind  bestimmt  durch: 

1    -T  ^ 

woraus  sich  die  u  mit  den  höheren  Indices  ergeben,  wenn  man 
a  der  Reihe  nach  mit  ß^Y^ct^ß^,^  und  gleichzeitig  1,,  mit  i;,,,  S^, 
^o>  ^0)  To  vertauscht.  Hr. 

A.  Korkine.     Siir  los  integrales  des  e'quations  du  mou- 
veraent  d'uu  point  materiel.    Clebsch  Ann.  iL  13-40.  1869. 

In  Beziehung  auf  Integrale,  die  mehreren  mechanischen 
Problemen  gemeinsam  sind,  hat  zuerst  Herr  Bertrand  eine  all- 
gemeine Frage  behandelt,  indem  er  eine  Methode  zur  Behand- 
lung von  Problemen  gab,  in  denen  die  bewegenden  Kräfte  nur 
von  den  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  abhängen.  An- 
wendungen dieser  Methode  auf  die  Bewegung  eines  einzigen 
Punktes  sind  dann  von  Bertrand  und  Rouch^  gegeben  worden. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  Gleichungen  der  Bewe- 
gung eines  Punktes  auf  einer  Oberfläche  für  den  Fall  betrachtet, 
dass  die  den  beweglichen  Punkt  angreifenden  Kräfte  Functionen 
der  Coordinaten  und  der  Componenten  der  Geschwindigkeit 
sind.  Da,  wenn  nur  ein  Integral  mehreren  Problemen  gemein- 
sam ist,  seine  Form  willkürlich  ist,  so  beschränkt  sich  die  Arbeit 
auf  den  Fall,  wo  die  Probleme  zwei  gemeiusame  Integrale  zu- 
lassen. Die  Frage  reducirt  sich  dann  auf  die  Untersuchung  all- 
gemeiner Ausdrücke  zweier  Functionen  X  und  Y  von  4  Variabein 

dx        dy 

"'   ^'    dT'     dT' 
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80  dass  die  Differentialgleichungen 

dt'    ■"  ^'        c/«"    ~" 
gemeinsame  Integrale  haben  können  mit  den  Gleichungen  der- 
selben Form 

—   —    Y  ^   —    V 

dC    ~     "      dl'    ~     '■ 

Die  Methode  der  Lösung  stutzt  sich  auf  folgenden  Satz:  ^^Es 
seien  9i,  9,,  .  .  *  9»  die  unabhängigen  Variabein,  Fihre  Function 

dV  _  dV  _  dV 

''^  -  d^'     ^*  ~  1/9. '    •  •  •    P-  •-  "rf^  I 

ihre  partiellen  Derivirten  der  ersten  Ordnung,  y,,  r/),,  •••?'.* 
Functionen  von 

?i»    9i»     •  •  •    ?»•»    Pi>    Pi>    •  •  •    P»» 
linear   und   homogen    in   Beziehung   auf  p^^  Pt^  • .  .  p^.    Kann 

man  dann  aus  den  Gleichungen 

(1.)      7),  =0,     y,  =  0,     .  .  .    y^  =  0 

durch  Elimination  von  p^,  Pt,  • '  •  p»   keine   Relation   von  der 

Form 

Ö(«n9a,  •••?»)   =   0 

herleiten,  und  ist  keine  der  Gleichungen  eine  Folge  der  andern, 
so  wird  dem  Gleichungssystem  (I.)  (Funbekannt)  genügt  durcb 
n—ii  Functionen  von 

die  unabhängig  untereinander  sind,  wenn  die  Bedingungen 

dffi    drpj       d(fi    d(pj   ,   ^y>  ,  3(pj       d(pi    d(f'j ^ 

dq,  '  öp,       dp^  '  dq,        dq,  '  dp^       dp^  *  ög, 

entweder  identisch  sind  oder  durch  die  Gleichungen  (1.)  erfUlt 
werden  für  alle  Werthe  t  und  j,  enthalten  in  der  Reihe 

ly  iiy  Öy  •      •      •  fl* 

Herr  Korkine  nennt  die  Gesammtheit  der  Gleichungen  (1.) 
im  ersten  Fall,  d.  h.  wenn  sie  identisch  sind,  systöme  normal, 
im  zweiten  systöme  fermä.  Es  seien  nun  |,  tj^  C  die  recht- 
winkligen Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  von  der  Hasse 

1,  r,  V,  r  die  Derivirten  -^^,    g,    §,    /•(!, v,0  =  0 


Capitel  4.    Dynamik.  693 

die  Gleichung  der  Oberfläche  und  H,  K,  L  die  Componentcn 
der  auf  den  beweglichen  Punkt  wirkenden  Kraft,  letztere  als 
Functionen  von  |,  i?,  S,  $',  i^'j.S*  vorausgesetzt.  Indem  |,  i;,  f 
als  Functionen  von  zwei  Variabein  x  und  y  betrachtet  werden, 
werden  dann  die  Bewegungsgleichungen  unter  Anwendung  von 
symmetrischen  Coordinaten  in  der  Form 

aufgestellt,  wo  M  und  N  Functionen  von 

dx       dy  .  \  ds" 

^'    y^    Tr     rf7      ^°^      '^  =  -2  de 

d*x     rf^v 
ist.    Sie  nehmen  durch  Entwickelung  nach  -j-^,  -j^f  die  Form 

dl        at 

d*X         _         „  d^        __         y 

llF  "     '        dt'    '^   ^ 
an  und  haben  dieselben  Integrale  wie  das  Gleichungssystem: 

dr-"^'  di^y^  li"^'  if-^ 

oder 

dV         dV         dV        dV        dV 

Diese  letztere  Gleichung  dient  zur  Definition  der  Integrale  des 
Problems  (X,  F).  Ist  nun  V  ein  gemeinsames  Integral  der 
Probleme 

(X,  7)    und    (X„FJ, 

so  muss  es  2  Gleichungen  gleichzeitig  genUgen  und'  hängt 
wenigstens  von  einer  der  Geschwindigkeiten  oo',  y'  ab.  Jedes 
Problem  hat  4  Integrale,  von  denen  3  Functionen  von  x,  y,  x', 
y'  sind  und  das  vierte  die  Form 

^l+F(:x,y,x^,y') 
hat    Die  beiden  Probleme  können  nur  2  gemeinsame  Integrale 
haben,  da  sie  bei  3  identisch  sein  würden.    Der  Verfasser  be- 
handelt nun  zunächst  den  Fall,  wo  in  den  beiden  Integralen  die 
eine   der  Geschwindigkeiten  x',  y'  nicht   auftritt,   und  dann  den 

dV      dV 
allgemeinen ,   wo  keine   der  Derivirten  -tt-t  ,  -t^t  Null  wird.  Es 
^  '  ox'      dy' 

werden  hierbei  die  Fälle,  wo  die  gemeinsamen  Integrale  von  der  ^ 

Fortschr.  d.  Math.  II.   3.  47 


g94  ^'  AbschDitt.    Mechanik. 

Zeit  unabhängig  sind,  oder  wo  eine  derselben  die  Zeit  enthält, 
unterschieden.  Im  Weiteren  wird  die  gegenseitige  Abhängigkeit 
der  beiden  gemeinsamen  Integrale  untersucht.  Diese  Unter- 
suchung redueirt  sich  auf  das  von  der  Zeit  unabhängige  Integral 
Anwendung  finden  die  allgemeinen  Formeln  auf  die  Bewegung 
eines  Punktes  auf  einer  Ebene  und  auf  einer  Fläche  unter  den 
Einfluss  von  Kräften,  die  nur  von  den  Coordinaten  des  Punktes 
abhängen.  Ein  näheres  Eingehen  auf  den  reichen  Inhalt  der 
Arbeit  würde  indessen  die  Grenzen  des  hier  gebotenen  Baumei 
tiberschreiten,  weshalb  wir  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen. 

0. 

H.  Th.  Noth.     Ueber  gewisse  Fälle  der  Centralbewegung. 

Diss.  Jena  1869. 

Der  Verf.  untersucht  die  mit  Hilfe  der  Jacobi'schen  FunctioB 
zu  behandelnden  Fälle  der  Centralbewegung,  wenn  die  ntek 
dem  Centrum  gerichtete  Beschleunigung  einer  beliebigen  Potem 
der  Entfernung  proportional  ist,  also  =  m*r\  Nachdem  du 
„Princip  der  Erhaltung  der  Flächen**  und  das  „Princip  dff 
lebendigen  Kraft*'  entwickelt  ist,  und  die  allgemeinen  Dit 
forentialgleichungen  der  Bewegung  aufgestellt  sind,  werden  die 
auf  elliptische  Functionen  führenden  Fälle 

n  =  0,  3,  5,  -4,  -5,  -7,  ^|,  -|,  -  i,  -|,  -i 
einzeln  behandelt.  M. 

H.   Müller.      Die  Kepplerschen   Gesetze.      Eine    neue 
elementare    Ableitung    derselben    aus    dem    Newton- 

sehen  AnziebungSgesetze.     Braanschwe-g,  Vieweg  1870. 

Die  beiden  ersten  Abschnitte  geben  die  zum  VerständoisB 
des  Folgenden  nOthigen  Einleitungen  aus  der  analytisches 
Geometrie  und  Mechanik.  Der  dritte  Theil  enthält  eine  elementare 
Ableitung  aus  dem  Newton'schen  Gesetze,  die  von  dem  Prindp 
der  Flächen  ausgeht.  0. 

W.  A.  Whitworth.     Law    of    force    in    elliptic    orbit 

about   any   whatever.      Messenger  V.  160-161.  1870. 

Der  Verfasser   leitet  das  Gesetz   der  Kraft  in    eUiptiseber 
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hn    durch   orthogonale   Projection   aus  dem  in  kreisförmiger 
hn  ab.  Glr.  (0.) 

Zeidler.     Einige   Probleme    aus    der    Djrnamik    des 

Punktes.       Pr.  Königsberg  i.  d.  N.  1870. 

Da  das  vorliegende  Programm  nur  den  ersten  Theil  der 
beit  des  H.  Verf.  enthält,  der  zweite  aber  fllr  1871  in  Aus- 
bt  gestellt  ist,  verschieben  wir  das  Referat  bis  nach  dessen 
scheinen.  0. 

Th.  Hülsen.     Ueber  die   Bewegung  eines  von  zwei 
festen  Punkten  angezogenen  Punktes.    Rostock  1869. 

Der  angezogene  Punkt  H  und  die  anziehenden  Punkte  Ä 
d  B  liegen  in  einer  geraden  Linie,  und  die  Anziehungskraft 
rkt  umgekehrt  proportional  der  dritten  Potenz  der  Entfernung, 
e  Gerade  sei  die  Abscissenaxe;  der  Anfangspunkt  der  Coordina- 
1  habe  von  A  und  B  die  gleiche  Entfernung  a,  und  die  Ge- 
liwindigkeit  des  beweglichen  Massenpunktes  im  Anfangspunkt 

r  Coordinaten  sei  — ;  dann  ist 

a 


dx  _  ]Vc'  +  2a' x' (3-c')  +  a?*(c'-2) 
di   "  a(a'— aj') 

jr  Verf.  untersucht  die  Fälle 

c'  =  -|-,    c'  =  2,    c'  =  0,     0<c'  <2  und  c'  <  0. 

In  den  beiden  letzteren  Fällen  werden  die  elliptischen 
legrale,  durch  welche  t  ausgedrückt  wird,  für  gegebene  Con- 
mten  numerisch  berechnet.  M. 

.  HoLZMüLLER.  Ueber  die  Anwendung  der  Jacobi- 
Hamilton'schen  Methode  auf  den  Fall  der  Anziehung 
nach    dem    electrodynamischen   Gesetze    von    Weber. 

Schlömilch  Z.  XV.  69-91    1870. 

Bei  den  mechanischen  Problemen,  in  welchen  die  Kr&fte- 
Dction  U  ausser  den  Coordinaten  und  der  Zeit  noch  die  Ge- 
bwindigkeiten  enthält,  lassen  sich  aus  der  Gleichung,  die  das 

47  ♦ 
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Princip  der  kleinsten  Wirkung  liefert: 

sf'\T+U)dt  =  0, 

u 
wo    T  die   halbe   lebendige    Kraft  bezeiebnet,   im  Allgemeinei 

nicht  die  Gleichungen  der  Bewegung  ableiten.  In  diesen  Fällen 
handelt  es  sich  darum,  fUr  U  eine  andere  Function  aufzufind^ 
die,  in  obige  Gleichung  substituirt,  für  die  Ableitang  der  Be- 
wegungsgleichungen das  erwähnte  Princip  ersetzen  kann.  Hi» 
her  gehört  das  Problem  der  Anziehung  nach  dem  elektrodj» 
mischen  Gesetz  von  Weber,  welches  den  Gegenstand  der  m 
liegenden  Untersuchung  bildet 

Der  Verfasser  beschränkt  sich  auf  den  Fall  eines  ireiei 
von  einem  festen  Centrum  angezogenen  Punktes.  Der  Ausdrod 
der  Kraft  ist  hier: 

und  somit  die  Kräftefunction 

"• = "  0-7) 

(wobei  allerdings  r'  als  Function  von  r  zu  betrachten  ist).  FOliit 
man  nun  nach  Neumann  (Princip  der  Elektrodynamik)  statt  F 
die  Function 

ein,  so  hat  die  Gleichung: 

dJlT+U)dt  =  0 

die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  zur  Folge,  welche  ii 
Polarcoordinaten  ausgedrückt,  folgende  Gestalt  haben:  I 

aCT+U)       d^daT+U)\  _       djT+U)       d  rd(iTi-U)\. 
Br  dt\      dr'      )  ^    '      dÖ'  Tt\      dCH     ) 

Um  nun  darauf  die  Hamilton'sche  Methode  anzuwenden^  werdeD 
zwei  neue  Variablen: 

eingeführt,  und  die  DifTcrentialgleicbungen  nehmen  folgende  Föns 
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an,  welche  freilich  nicht  die  canonische  ist: 

d[T+U]   _       dp, 2m       d[T+U]   ^  dr 

d?  dt        r'  '  dp,  dl ' 

dlT+U]  _       dp,  _  d[T+U-]  _  d& 

d&       '^        dt  '  öp,  dt' 

Die  eckigen  Klammern  deuten  an,  dass  in  T+  U  die  DifFerential- 
quotienten  durch  Einführung  von  p,  und  p^  entfernt  sind.  Die 
Variation  nun  von 

V=f'\Ti-U)dt 

u 
ergiebt  leicht: 

ÖF_  dV  _ 

und  die  Ableitung  nach  t  giebt  die  Gleichung: 

dV  dV 

welche,  wenn  in  [T-f- 1/^]  p^  und  p,  resp.  durch  -^  und  -^  er- 
setzt werden,  in  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung für  V  mit  den  drei  Independenten  r,  &,  i  tibergeht.  — 
Wir  bemerken  hierzu,  dass  durch  Einführung  von 

sowohl  die  partielle  Differentialgleichung  f&r  V  als  auch  die 
obigen  Differentialgleichungen  genau  die  HUmilton'sche  Form, 
\?ie  sie  ftlr  das  gewöhnliche  Anziehungsproblem  gilt,  angenommen 
haben  würden.  Der  Unterschied  zeigt  sich  demnach  allein  darin, 
dass  die  vollständige  Lösung  für  V  statt,  wie  im  gewöhnlichen 

Falle  durch /*\T+Ü,)d/,  durch  /(T+U) dt  gegeben  wird.  — 

Nachdem  die  partielle  Differentialgleichung  für  V  vollständig 
integrirt  ist,  ergeben  in  bekannter  Weise 

da,    ^  P''       da,    -^  ^' 

die  Integralgleichungen  des  Problems,  und  zwar  werden  schliess- 
lich sowohl  die  Zeit  t  als  der  Winkel  &  in  der  Form  elliptischer 
Integrale  als  Functionen  von  r  dargestellt.  Eine  Diskussion  der- 
selben ergiebt  zunächst  die  Gültigkeit  des  Princips  der  lebendigen 
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Kraft,  sowie  des  FlUchenprincips,  wie  vorauszusehen  war.  Die 
niüglicben  Lagen  des  angezogenen  Punktes  sind  auf  einen  Ring 
zwischen  zwei  concentriscben  Kreisen  beschränkt,  indem  sich  ftr 
r  ein  Minimal-  und  Maximalwerth  r^  und  r,  ergiebt.  Die  Bahnen 
des  Punktes  zwischen  den  beiden  Abständen  (Perihelium  und 
Aphelium)  folgen  so  aufeinander^  dass  je  zwei  benachbarte  Anne 
symmetrisch  zu  einander  in  Bezug  auf  eine  durch  das  Centroni 
gehende  Axe  liegen. 

Dasselbe  Problem  wird  zum  Schluss  noch  kurz  fbr  drei 
Coordinaten  durchgeführt.  Anhangsweise  wird  noch  ein  ein- 
facherer Weg  zur  Herstellung  der  partiellen  Differentialgleicbong 
angegeben,  der  durch  den  Umstand  ermöglicht  wird,  dass  (  niebt 
explicitc  vorkommt,  und  ausserdem  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  gilt.  Hr. 

C.  F.  E.  Björling.  Siir  le  mouvement  rcctiligne  dune 
moldcule,  soiunisc  k  iine  force  attractive  ou  r^pulsive, 
qui  est  une  fonction  algdbrique  rationnelle  et  entiJjre 
de  la  clistancc  cVun  centre  fixe.        Grunert  Arch.  L.  55-6&  i 

1869.  I 

Nachdem  die  Gleichung 


( 


§)'  =  2^  7(a:)(te+  F'  =  F(a.)-F(0+  V 


aufgestellt  ist,  werden  die  CuiTcn  »  =  f(x)  (Kräftecurre), 
fj=z  F(^x)-F(%)+V'  (EWlhcurye)  und  y' =  F(a?)  —  F(0  +  ^'' 
(Geschwindigkeitscurve)  construirt.  Die  Gestalt  dieser  Curvei 
wird  discutirt,  und  aus  derselben  werden  Schlüsse  auf  die  Be- 
wegung des  Moleculs  gemacht.  Die  dynamische  Frage  ist  so 
auf  die  Discussion  der  Wurzeln  der  Gleichung  iy  =  0  zurück- 
geführt, ftir  welche,  wie  früher  vom  Verfasser  gezeigt  ist  (üebe 
Fortschr.  d.  M.  I.  p.  29),  es  genügt,  die  reellen  Wurzeln  der  de- 
rivirten  Gleichung  zu  kennen.  0. 

C.  Lampe.    Zur  Bewegung  des  Systems  zweier  Punkte^ 
deren   einer   sich   auf  vorgeschriebener  Bahn  bewegt  ; 

Pr.  Ohlau  1870.  \ 

Auf  einer  horizontalen  Ebene  wird  der   Endpunkt  einer  i 
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starren  Linie  anf  gegebene  Art  fortgezogen.  Die  Bahn  des 
anderen  Endpunktes  soll  bestimmt  werden.  Als  Bewegungs- 
gleichung ergiebt  sich  für  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
fiystem : 

WO  tn,  m'  die  Massen  der  beiden  Punkte,  fi  der  Reibungscoef- 
ficient,  X,  y  die  Coordinaten  des  einen,  ^,  17  die  des  andern 
Punktes  sind.  Als  Bedingungsgleichungen  treten  für  den  ge- 
gebenen Fall  hinzu: 

y  =  Kx\     {x  -  ©•+  (y  -  ny  =  a' 

(a  die  Entfernung  der  beiden  Punkte).  Nach  Variation  dieser 
Gleichungen  kann  man  aus  ihnen  und  der  ersten  zwei  der 
Variationen  climiniren  und  gelangt  dadurch  zu  einer  Gleichung, 
die  nur  noch  ä|,  drj  enthält.  Da  diese  willkürlich  sind,  so 
müssen  ihre  Coefficienten  null  sein,  und  man  erhält  zwei  neue 
Gleichungen,  aus  denen  schliesslich  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  und  zweiten  Grades  zur  Losung  des  Problems 
resultirt.  Die  Auflösung  derselben  ist  für  die  Fälle  ^  =  00  und 
^  =  0  durchführbar.  Der  Verfasser  führt  dieselbe  aus  und  be- 
handelt speciell  den  Fall,  wo  der  eine  Punkt  auf  gerader  Linie 
fortgeführt  wird.  Die  Gleichung  der  Curve,  die  sich  für  den 
anderen  Punkt  ergiebt,  wird  entwickelt  und  ihre  Gestalt  unter- 
sucht. 0. 

R.  Radau.     Sur  une  propri^t^  des  systfemes  qui  out  un 
plan  in  variable.   LiouviUe  J.  (2)  XIV.  167-230.  1869. 

Wenn  bei  einem  mechanischen  Problem  die  Kräfte  und 
Verbindungen  innerhalb  des  Massensystems  durch  eine  Drehung 
desselben  um  eine  feste  Gerade  (Polaraxe)  keine  Veränderung 
erleiden,  so  existirt  stets  ein  Flächensatz,  d.  h.  die  Summe  der 
Flächengeschwindigkeiten  um  die  Polaraxe  ist  constant.  Dieses 
Integral  erlaubt  eine  Variable  aus  den  Bewegungsgleichungen 
zu  eliminiren.  Gilt  aber  gleichzeitig  noch  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft,  so  kann  man  durch  einen  Flächensatz  zwei. 
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durch  alle  drei  Fläcbensätze  dagegen  vier  Variable  fortschaffen. 
Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  im  Wesentlichen  mit  der 
näheren  Erläuterung  dieses  Satzes  und  mit  der  Anwendung  des- 
selben bei  der  Aufstellung  kanonischer  Bewegungsgleichongen 
für  das  Vielkörperproblem. 

Gilt  zunächst  nur  ein  Flächensatz,  so  nehme  man  die  Polar- 
axe  zur  z-Axe  und  lege  durch  dieselbe  einen  mit  dem  System 
beweglichen  Meridian,  der  mit  einem  gegebenen  Anfangsmeridian 
den  Winkel  /2  bildet.  Die  Componenten  der  Geschwindigkeit 
in  Bezug  auf  dieses  Axensystem  sind  dann  resp. 

^-y^\      y'+xSi',      »', 

wo  x^  =  —^  etc.    Für  die  lebendige  Kraft  erhält  man  hiemach 

die  Gleichung 

2T  =  :Jm{(a?'— y/^0•^-(y'+a?ßO'+*"}• 
Die  Lage  des  beweglichen  Meridians  wird  durch  eine  Gleichung 
^  =  0  zwischen  den  x,  y,  z  bestimmt.    Eliminirt  man  mit  Hülfe 
der  Gleichungen 

aus  2T  eine  Coordinate   und   eine  Geschwindigkeit,   so   erhält 
man  für  T—U  =  ff  und  für 


dT               dT 

dT 

dT        „ 

da^        P'      dy»   -  ^' 

d»'  ~  ''' 

••*    Öi2'  =  *^' 

das  kanonische  System 

dx       dH      dp           dB 

dSl 

dB      dK 

dt  ~  dp^     dt  ~      dx' 

dt 

dK'      dt  ~ 

öff 
du 

Da  in  H  den  gemachten  Voraussetzungen  zufolge  Sl  nicht  ein- 
geht, so  wird  /if=  const.;  die  vorletzte  Gleichung  sondert  sieh 
ebenfalls  ab  und  hat  nur  noch  die  Bedeutung  einer  blossen 
Quadratur.  Das  zu  integrirende  System  enthält  jetzt  zwei  Variable 
weniger  als  vorher. 

Wenn  drei  Flächenintegrale  existiren,  so  denke  man  sich 
die  Massen  auf  ein  bewegliches  Axensystem  bezogen.  Sind 
x^y^%^  die  Componenten  der  Rotation  dieses  Axensystems, 
so  wird 
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Die  Axen  sind  diesmal  durch  drei  Gleichungen  zwischen  den 
xyz  bestimmt.  Dieselben  gestatten  drei  Coordinaten  und  drei 
Geschwindigkeiten  zu  eliminiren.  Andererseits  repräsentiren  die 
Grössen 

dT        dT         dT 

dx' '      dy^ '      dz' 

die  Summen  der  Flächengeschwindigkeiten  um  die  drei  beweg- 
lichen Axen.  Man  kann  mit  HUlfc  derselben  die  Rotationen 
eliminiren^  wenn  man  zwei  neue  Variable  c  und  (p,  nämlich  den 
sinus  der  Breite  und  die  Länge  des  Pols  der  invariablen  Ebene 
in  Bezug  auf  das  bewegliche  Axensystem  einführt.  Die  Be- 
wegungsgleichungen werden  dann 

dx^dH       dlp__dn  Kdrp  __  dB 

dt  '^  dp'     dt  '^      dx^  '  '  '         dt     "de' 

Kdc   _  dB 

dt     '^  dcp' 

wo  K  die  Flächenconstante  bedeutet.  Die  Anzahl  der  Variablen 
ist  um  vier  vermindert,  und  die  vollständige  Bestimmung  der 
Lage  des  Axensystems  erfordeil  am  Schlüsse  noch  eine  blosse 
Quadratur.  Die  vorzunehmenden  Eliminationen  lassen  sich  durch 
folgendes  Verfaliren  erleichtern. 

Wenn  /*,  =  0  etc.  die  gegebenen  Bedingungsgleichungen 
zwischen  de;i  Coordinaten  sind,  so  füge  man  zu  2T  den  Ausdruck 

^""di 
hinzu,  wo  die  a  noch  zu  bestimmende  Multiplicatoren  bedeuten, 
und  setze  die  partiellen  Ableitungen  dieses  Aggregats  nach 
x'y'i'...  resp.  gleich  pqr...  Die  Multiplicatoren  ergeben  sich 
dann  vermittelst  der  Flächensätze  und  der  sonstigen  Bedingungen 
als  lineare  Functionen  der  pqr..,^  und  man  hat  in  dem  trans- 
formirten  Ausdruck  für  2T  nur  nöthig,  diejenigen  pqr...  =  0 
zu  setzen,  deren  Elimination  beabsichtigt  ist. 

Die  hier  angedeuteten  allgemeinen  Methoden  werden  in  der 
zweiten  Hälfte  der  Abhandlung  dazu  benutzt,  um  verschiedene 
kanonische  Systeme  von  Differentialgleichungen  für  das  Drei- 
körperproblem aufzustellen.    Neu  unter  diesen  möchte  vielleicht 
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das  System  sein,  in  welchem  die  gegenseitigen  Abstände  der  drei 
Körper,  femer  der  Winkel  zwischen  einer  Haaptträgheitsaxe 
und  der  Enotenlinie  der  Ebene  der  drei  Körper  in  der  inyariablen 
Ebene  und  ausserdem  noch  die  conjugirten  Veränderlichen  auf- 
treten. In  allen  diesen  Fällen  bleibt  schliesslich  ein  System  von 
sechs  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zu  integriren  übrig, 
sobald  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  benutzt  und  die 
Zeit  fortschafft.  Dasselbe  gilt,  wie  der  Verfasser  zeigt,  wenn 
man  die  Bahnen  zweier  Körper  um  den  dritten  betrachtet  In 
diesem  Falle  hat  man  zunächst  neun  Bestimmungsstücke,  näm- 
lich die  zwei  Radii-vectores,  die  zwei  Geschwindigkeiten,  die 
vier  Winkel,  welche  diese  Linien  mit  dem  Durchschnitt  der 
augenblickliehen  Bahnebenen  bilden  und  endlich  die  gegenseitige 
Neigung  dieser  beiden  Ebenen.  Auch  hier  bleibt  nur  ein  System 
sechster  Ordnung  übrig,  indem  man  entweder  die  vorhandenen 
Integrale  benutzt,  oder  aber  die  Längeneinheit  eliminirt,  d.h. 
nur  Winkel  und  Quotienten  von  Lineargrossen  einführt.  Zum 
Schluss  wird  dann  noch  eine  etwas  directere  Herleitang  für  die 
Keduction  der  Differentialgleichungen  auf  ihre  kleinste  Anzahl 
fllr  den  Fall  dreier  Massen  mitgetheilt.  B. 

R.  Radau.     Betrachtinigeri  über  die  Flächensätze.    Astr. 

Naclir.  LXXirr.  337-344.  1869. 

R.  Radau.     Weitere    Bemerkungen    über    das    Problem 

der   drei  Körper.    Astr.  Nachr.  LXXIV.  145-152.  1869 

R.  Radau.     Sur  une  propri^td  des  syst^mes  qui  oiit  un 
plan  invariable,    c.  R.  Lxviri.  145-149.  1869. 

Kurze  Mittheilung  einzelner  Abschnitte  aus  der  grösseren 
in  Liouville  J.  erschienenen  Abhandlung.  (Siehe  das  Torstehende 
Referat.)  B. 

R.  Radau.     Sur  une  transformation  des  coordonn^es  de 
trois  Corps  dans  laquelle  figurent  les  moments  d'inertie. 

C.  R.  LXVIII.  1465-1469.  1869. 
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R.  Radau,  üeber  gewisse  Eigenschaften  der  Differential- 
gleichungen  der  Dynamik.    Clebsch  Aon.  IL  167-181.  1869. 

Siehe   das   Referat   über  die   Arbeit  des  Herrn  Verfassers 
in  Liouville  J.,  die  im  Wesentlichen  denselben  Inhalt  hat. 

0. 

A.  Weiler.  1)  Ueber  die  Elimination  des  Knotens  in 
dem  Problem  der  drei  Körper.  2)  Ueber  die  Flächen- 
integrale in  dem  Problem  der  drei  Körper.  3)  Eine 
Transformation  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung in  dem  Problem  der  drei  Köi'per.   Aetr.  Nachr. 

LXXIV.  81-96.  1869. 

A.  Weiler.  4)  Ueber  die  Elimination  des  Knotens  in 
dem  Problem  der  drei  Körper.  5)  Ueber  die  lineare 
Transformation  in  dem  Problem  der  drei  Körper. 
G)  Ueber  eine  Transformation  in  dem  Problem  der 
drei  Körper.  7)  Ueber  die  Integration  der  Störungs- 
glieder in  dem  Problem  der  drei  Körper.     Aatr.  Nachr. 

LXXV.  113-128.  1870. 

A.  Weiler.     Notes    sur    le    problöme    des    trois  corps. 

liiouville  J.  (2)  XIV.  305-320.  1869. 

Die  lineare  Substitution,  durch  welche  man  die  Differential- 
gleichungen des  Problems  der  drei  Körper  auf  sechs  Gleichun- 
gen zweiter  Ordnung  reducirt,  wird  gewöhnlich  so  gewählt, 
dass  dieses  System  von  sechs  Gleichungen  die  canonische  Form 
besitzt.  Die  Flächensätze  gestatten  dann  eine  weitere  Reduction 
auf  ein  System  der  siebenten  Ordnung  und  eine  Quadratur, 
während  die  Flächensätze  selbst  eine  sehr  einfache  Gestalt  an- 
nehmen. Herr  Weiler  weist  nun  zunächst  nach,  dass  bei  Ein- 
führung von  Polarcoordinaten  alle  diese  Eigenschaften  auch  noch 
bei  solchen  Transfonnationen  bewahrt  bleiben,  bei  denen  die 
kanonische  Form  verloren  geht.  Allerdings  besitzt  letztere  den 
Vorzug  einer  weitaus  grösseren  Einfachheit  (1-2).  In  3.  zeigt 
der  Verfasser,  wie  man  von  dem  Jacobi'schen  Systeme  von  Dif- 
ferentialgleichungen,  welches  zur  Bestimmung    der  Polarcoor- 
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dinaten  dient,  ausgebend  zu  einem  kanonischen  System  von 
Veränderlichen  gelangen  kann,  hei  welchen  die  Kr&ftefunction 
nur  zwei  derselben  unter  den  Wurzelzeichen  enthält  Dieses 
System  ist  auch  von  Herrn  Radau,  wenngleich  auf  anderem 
Wege  gefunden  worden.  (4.  6).  In  5.  werden  die  einzelnen 
linearen  Transformationen  näher  besprochen,  bei  denen  die 
kanonische  Form  der  Gleichungen  bewahrt  bleibt. 

Um  die  Störungsgleichungen  zu  integriren,  entwickelte  man 
bisher  die  Störungsfunction  nach  Potenzen  des  Verhältnisses  der 
Radiivectores  und  integrirte  die  einzelnen  Glieder  durch  unend- 
liche Reihen.    Herr  Weiler  zeigt  nun  (T.),  dass  die  Glieder 

/r"  coBtnvdt^      /r"  sin  tnv  dl    (n  >  m), 

wo  r  der  Radiusvector  und  o  die  wahre  Anomalie  bedeutet,  sich 
in  geschlossener  Form  integriren  lassen.  Das  Integral  wird  eine 
rationale  Function  von  r,  deren  Coeilicienten  sich  aus  sinus  und 
Cosinus  der  Vielfachen  von  t  zusammensetzen. 

Die  französische  Arbeit  ist  nur  eine  Uebersetzung  der  Auf- 
sätze 1-3.    aus  den  Astr.  Nachr.  B. 

A.  Cayley.    A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question  13. 

Messenger  V.  60  63.  1869. 

Die  Arbeit  enthält  eine  Auseinandersetzung  über  die  Art, 
wie  die  Lagrange'schen  Bewegungsgleichungen  angewendet  wer- 
den. Zur  Erläuterung  dienen  die  Gleichungen  dreier  Theilcheo, 
die  so  miteinander  verbunden  sind,  dass  sie  ein  gleichseitiges 
Dreieck  (von  variabler  Grösse)  bilden,  das  sich  unter  der  Wirkung 
irgend  welcher  Kräfte  in  einer  Ebene  bewegt. 

Ghr.  (0.) 

A.  Enneper.     Bemerkungen   über  die  Bewegung  eines 
Punktes  auf  einer  Fläche.    Gott.  Nachr.  1869.  62-68. 

Sind  X,  y,  s  die  orthogonalen  Coordinaten  eines  Punktes, 
X,  Y,  Z  die  Componenten  der  beschleunigenden  Kräfte  in  der 
Richtung  der  Coordinatenaxen ,  so  sind  die  Bewegungsglei- 
chungen 

d^x  d*tt  d^Ä 

-^  =  JET.cosa  +  X,    -^  =  ff.cos6+K,    -^  =  JT.cosc+JJ, 
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WO  H  der  normale  Widerstand  der  Fläcbe  und  a,  b,  c  die  Winkel 
der  Normalen  im  Punkte  x,  y,  s  mit  den  Coordinatenaxen  sind. 
Denkt  man  sich  nun  auf  der  Fläcbe  zwei  Systeme  von  sich 
orthogonal  schneidenden  Curven,  die  von  den  Variahein  u  und 
V  abhängig  sind,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in: 
d'x    ,         .     d'y   ^  d'i 


wo 


cos  «t  •  jp-  +  cos6, .  -^f-  +  cosc, .  -^ 

und  a,,  6,,  c,  resp,  a„  6„  c,  die  Winkel  sind,  welche  die  Tan- 
genten in  (x,  y, »)  zu  den  Curven  mit  den  Coordinatenaxen  bil- 
den, ftlr  welche  u  und  v  allein  variiren.  Bezeichnet  ds  das 
Bogenelement  der  Curve,  welche  der  Punkt  auf  der  Fläche  be- 
schreibt, und  betrachtet  man  u  und  t?  als  Functionen  von  s,  so 
erhält  man: 

Yds\'rd  VGdt      \    di/G  dv       1     d/E  du'\ 

SdiJ  Vd^^^^^^^jEdii'^VE   du    ds     VG    dt    dsA 

=  Xcosa^+Fcosio  +  Zcosc^, 
wo  «0  *o  ^0  ^'^  Winkel  sind,  welche  eine  Gerade  'mit  den  Co- 
ordinatenaxen bildet,  die  in  der  berührenden  Ebene  des  Punktes 
(xyz)  liegt  und   zur  Trajectorie  des  mobilen  Punktes  senkrecht 
ist.    Ist  femer  R  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnitts^ 


(4.) 
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welcher  durch  die  Tangente  im  Punkte  Otyi)  der  Trajectorie 
des  mobilen  Punktes  gebt,  so  erhält  man: 

'jiyjlJ     =  //+Xcosa  +  Fcos6  +  Zco8c. 
Findet  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  statt,  so  dass 

v^^y^dP         y  _dP 

so  geht  (3.)  über  in: 

i^—)    =  2(P+A),  (A  constant). 
Man  erhält  daher  statt  (4.) 

^  ^  ^  Lrf«  ^^Edu^VE    du  ds     VG     dv    dsJ 

dvVGdt      du}  E'ds' 
Schliesst  man  den  Fall  P  =  constant  aus,  so  ergiebt  sich  zur 
Bestimmung  von  P,  wenn  der  Punkt  eine  kürzeste  Linie  be- 
sclireiben  soll: 


0. 

J.  D'Arcais.  Del  moto  sopra  un  ellissoide  di  un  punto 
sollecitato  da  forze  che  hanno  iina  certa  funzione  Po- 
tenziale.   Tesi.    Ann.  d.  Sc.  Norm.  Pisa  1868/69. 

Als  Anwendung  der  hyperelliptischen  Integrale  untersucht 
der  Herr  Verfasser  das  Problem  der  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einem  Ellipsoide,  wenn  die  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte 
als  Potentialfunction  einen  homogenen  Ausdruck  zweiten  Grades 
der  Coordinaten  haben,  zwischen  dessen  Coefficienten  der  Herr 
Verfasser  eine  Relation  annimmt,  die  noth wendig  ist,  um  die  Be- 
stimmung der  Lagen  des  Punktes  von  Quadraturen  abhängig  zu 
machen.  Er  bestimmt  zunächst  den  Ausdruck  der  Coordinaten 
des  Punktes  als  Function  einer  Httlfsvariabeln,  die  er  vermittelst 
einer  Methode^  die  der  von  Liouville  für  die  geodätischen  Linien 
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gebrauchten  analog  ist,  einfuhrt  und  beweist  einige  Eigenschaften 

der  Trajectorien,  die  eine  gewisse  Analogie  mit  der  geodätischen 

Linie  haben.    Dann  betrachtet  der  Herr  Verfasser  die  Bewegung 

eines  Punktes   auf  einem   Rotationsellipsoid   und   bestimmt  die 

Wirkung   desselben  für   den  Fall   des   Newton'schen   Gesetzes. 

In  diesem  Falle  können  die  Unbekannten  des  Problems  mittelst 

elliptischer  Functionen  ausgedrückt  werden. 

Jg.  (0.) 

R.  S.  Ball.     A  problem  in  mechanics.  Quart.  J.  x.  220-228. 

1869. 

Poisson  hat  in  seiner  Mechanik  (seconde  Edition  II.  p.  439 
u.  f.)  das  Problem  kleiner  Oscillationen  eines  Punktes  auf  einer 
Oberfläche  ftlr  den  speciellen  Fall  behandelt,  wo  die  Oberfläche 
ein  dreiaxiges  Ellipsoid  ist.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird 
das  Problem  allgemein  behandelt.  Indem  die  Gleichgewichtslage 
des  Punktes  als  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  gewählt 
wird,  werden  die  Bewegungsgleichungen  aufgestellt.  Die  Co- 
ordinaten  ^  und  ?;  des  Punktes  werden  gleich  Xii,  (aSI  gesetzt, 
und  die  Gleichungen  dadurch  auf  die  Form 

^  +  ßö  =  0 

gebracht,  wo  6  eine  Grösse  ist ,  die  sich .  aus  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  bestimmen  lässt.  Man  erhält  dadurch  flir  ^  und 
fj  Lösungen  von  der  Form 

I  =  A^Pcos/(ÖJ/  +  A,ftsin/((?J(+;i,P' cos /((?,)< 

+  A,(?'sin|/(Ö,)/; 
analog  für  17,  während  ^  sich  aus  der  Gleichung 

bestimmt,  in  der  Aj,  R^  die  Hauptkrümmungsradien  im  Punkte 
^tjC  sind.  Die  Bewegung  des  Punktes  ist  aus  zwei  einfachen 
Vibrationen 

£sin{/(Ö,)(  +  6},       .£'sin{/(Ö,)<  +  £'} 
in   der   Tangentialebene   und   einer  dagegen  unendlich  kleinen 
Bewegung  längs  der  Z-Axe  zusammengesetzt.    Die  Vibrationen 
sind,  falls  die  Kräfte  ein  Potential  haben,  gegen  einander  recht- 
winklig.  Im  Weiteren  werden  dann  die  Bedingungen  aufgestellt, 
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unter  denen  kleine  Oseillationen  möglich  sind,  und  die«  auf  das 
Problem  angewandt,  dass  eine  centrale  Kraft  einen  Punkt,  der 
gezwungen  ist  auf  einer  Oberfläche  zu  bleiben,  nach  irgend 
einem  Gesetz  der  Entfernung  anzieht  0. 

R.  S.  Ball.  Oii  the  srnall  oscillalion  of  a  rigid  body 
about  a  fixed  point  under  the  actiou  of  any  force, 
and  more  particularly,  when  gravity  is  the  only  force 

acting.  TraDS.  of  Dublin  XXIV.  593-627.  1869. 

Ein  starrer  Körper,  der  um  einen  festen  Punkt  rotirt,  werde 
durch  Rotation  um  eine  Axe,  genannt  Yerrttckungsaxe  (axis  of 
displacement),  aus  einer  Lage  in  eine  andere  bewegt,  und  zwar 
um  einea  Winkel,  der  als  YerrUckungswinkel  (angle  of  displace- 
ment)  bezeichnet  wird. 

Normalaxe  ist  dann  eine  durch  den  festen  Punkt  gehende 
Kichtung,  um  die  der  Punkt  wie  um  eine  feste  Axe  oscillirt, 
wenn  die  anfängliche  Yerrückungsaxe  und  die  augenblickliche 
Axe  mit  ihr  zusammenrällt.  Fär  den  Fall,  dass  die  Kräfte  ein 
Potential  haben,  wird  eine  geometrische  Construction  der  Axen 
gegeben.  Auf  jedem  durch  den  festen  Punkt  gehenden  Badius 
wird  eine  Länge  gemessen,  proportional  der  kleinen  Rotation, 
welche  eine  gegebene  kleine  Quantität  von  Kraft  um  diese'  Axe 
hervorbringen  kann.  Der  Ort  der  Endpunkte  ist  das  Ellipsoid 
von  gleicher  Energie.  Die  Normalaxen  sind  die  drei  gemein- 
schaftlichen conjugirten  Durchmesser  des  Momentanellipsoids  mit 
dem  Ellipsoid  von  gleicher  Energie.  Die  Länge  des  einfachen 
Pendels,  isochron  mit  der  Vibration  um  jede  Axe,  ist  proportional 
dem  Quadrate  des  Verhältnisses  der  entsprechenden  Durchmesser 
in  dem  Momentanellipsoid  und  dem  von  gleicher  Energie.  Es 
wird  ein  Ellipsoid  construirt,  dessen  Axen  in  derselben  Richtutg 
wie  beim  Momentanellipsoid  und  proportional  den  Quadraten 
derselben  sind.  Die  Normalsßcen  sind  die  gemeinschaftlichen 
conjugirten  Durchmesser  der  Ellipsen,  in  welchen  dies  Ellipsoid 
und  das  Momentanellipsoid  von  der  conjugirten  Ebene  ge- 
schnitten werden. 

Wirkt  die  Schwerkraft  allein,  so  wird  eine  Ebene,  die  der 
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Verticalebene  durch  den  festen  Punkt  in  dem  Momentauellipsoid 
conjugirt  ist,  conjugirte  Ebene  genannt.  Wie  auch  die  kleinen 
Oscillationen  der  Körper  aus  einfachen  Vibrationen  um  die  Nor- 
malaxen  zusammengesetzt  sein  mögen,  die  augenblickliche  Axe 
liegt  immer  in  der  conjugirten  Ebene,  wenn  der  Körper  nur 
kleine  Oscillationen  vollführt.  Verticalebenen  durch  die  Normal- 
axen  sind  rechtwinklig.  Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  ist 
aus  einfachen  harmonischen  Vibrationen  unter  rechten  Winkeln 
zusammengesetzt.  Die  Bewegung  des  zusammengesetzten  Pendels 
ist  damit  also  geometrisch  dargestellt.  Csy.  (0.) 

E.  Padova.  AppHcazione  del  metodo  di  Hamilton  al 
moto  di  un  piinto  sopra  una  supcrficie.    Battagliui  Vlll. 

90-96.  .  1870. 

Anwendung  der  Hamilton  sehen  Methode  auf  die  Bewegung 
eines  Punktes,  der  gezwungen  ist,  auf  einer  gegebenen  Oberfläche 
zu  bleiben.  0. 

H.  MosELEY.  Oll  the  descent  of  a  solid  body  on  an 
inclined  plane  wlien  subjected  to  alternation  of  tem- 
perature.  Phil.  Mag.  (4)  xxxviii.  99-iia  1869. 

Csy. 
W.  H.  Besant.     Matlieinatical  iiotes.      Quart.  J.  xi.  38-42. 

1870. 

Die  erste  Note  behandelt  ein  dynamisches  Problem  von 
der  Bewegung  eines  Punktes  in  einer  Curve  unter  dem  Ein- 
flüsse einer  centralen  Kraft.  Mz. 

W.  Krumme.     Aufgaben  über  die  schiefe  Ebene.     Schiö- 

milch  Z.  XIV.  437-440.  1869. 

Es  werden  eine  Anzahl  von  Aufgaben  über  die  schiefe  Ebene 
mitgetheilt,  die  der  Herr  Verfasser  in  seinem  „Lehrbuche  der 
Physik  für  höhere  Schulen**  aus  Mangel  an  Kaum  nicht  hat  ab- 
drucken lassen.  Dieselben  sind  Whewell,  „Au  elemcntary 
treatise  on  mechanics''  entnommen.  Wir  führen  beispielsweise 
an:  „Es  wird  die  Ebene  gesucht,  längs  welcher  ein  Körper  aus 

Fortechr.  d.  Math.  II.   :^.  48 
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der  Ruhe  herabfallen  muss,  um  in  kürzester  Zeit  von  einem  ge- 
gebenen Kreise  nach  einem  ausserhalb  gelegenen  Punkte  zu 
gelangen/'    Die  Lösungen  sind  kurz  angedeutet. 

0. 

E.  Hoppe.     Tautoch ronische  Curven  bei  Reibungswider- 

Staild.     Schlömilch  Z.  XIV.  382-387.  1869. 

Die  Gleichung  der  Curve,  auf  der  sich  ein  Punkt  unter 
dem  Einfluss  gegebener  Kräfte  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  in 
constanter  Zeit  \T  bewegt,  ist,  wofern  ein  Potential  (— f) 
existirt, 

(s  ist  der  vom  Endpunkt  an  gerechnete  Bogen).  Diese  Curve 
der  Constanten  Fallzeit  entspricht  auch  einer  constanten  Steigzeit 
und  Oscillationsdauer  bei  beliebigem  Anfang  der  OscillatioD. 
Sie  ist  fttr  die  beiden  ersten  Fälle  bestimmt,  während  im  dritten 
ein  Zweig  der  Curve  willkürlich  ist  und  den  anderen  bedingt 

Existirt  kein  Potential,  so  genügt  nicht  mehr  dieselbe  Curve 
in  allen  Fällen.  Sie  verändert  sich,  je  nach  der  Begrenzung 
der  Bewegung.  Specicll  wird  der  Fall  betrachtet,  wo  ausser 
einer  Kraft  mit  einem  Potential  -v  ein  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit proportionaler  Widerstand  wirkt.  Unverändert 
bleibt  dabei,  dass  bei  einseitiger  Bewegung  in  einem  Endpunkte 
die  Kraft  zur  Bahn  normal  ist,  dass  die  dadurch  bestimmten 
Gleichungen  constanter  Fall-  und  Steigzeit  sich  in  geschlossener 
Form  darstellen  lassen,  dass  endlich  zu  der  Relation  zwischen 
V  und  s  keine  weitere  alterirende  Gleichung  hinzuttitt  Be- 
trachtet man  ausser  den  Curven  constanter  Fall-  und  Steigzeit 
auch  die  Curven,  Air  welche  dib  Oscillationsdauer  entweder  durch 
die  Umkehrpunkte  oder  durch  den  Indifferenzpunkt  der  äussern 
Kraft  begrenzt  wird,  so  ist  in  allen  vier  Fällen,  wenn  /a  der 
Widerstandscoefficient  ist: 


n' 


Die   Coefficienten  sind  fUr  jeden  Fall  andere  numerische 
Werthe,  die  in  den  drei  ersten  Fällen  rational,  im  letzten  mit 
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steigenden  Potenzen  von  —  behaftet  sind ;  in  den  beiden  letzten 

Fällen  sind  ausserdem  die  ungradstelligen  Null.  Durch  die  Be- 
dingung des  Tautochronismus  der  Oscillation  wird  die  Curve 
völlig  bestimmt,  während  bei  einseitiger  Begrenzung  die  Hälfte 
der  Coefficienten  unbestimmt  bleibt.  Für  die  Curven  der  con- 
stanten  Steig-  und  Fallzeit  heisst  die  Gleichung 


'« ..« 


Ist  die  Bewegung  durch  die  Punkte  der  Nullgeschwindigkeit  be- 
grenzt, so  ergiebt  sich: 

fUr  die  vom  Durchgang   durch  den   IndiiTerenzpunkt   begrenzte 
Oscillation  dagegen: 


0. 

H.  Gretschel.     Elementare  Ableitung   der  Formel  flir 
die  Schwingungsdauer  eines  einfachen  Pendels.  Grunert 

Arch.  LI.  1-7.  1870. 

Die  einzelnen  Lagen  des  Punktes  während  der  Bewegung 
werden  auf  die  verticale  Ruhelage  projicirt  und  an  Stelle  des 
Pendelpunktes    selbst    die   Bewegung    des  Schnittpunktes    der 

Projicirenden  mit  dem  Kreise,  welcher  über  der  Strecke  2/sin*  -^ 

(l  Länge  des  Pendels,  a  Ausschlägswinkel)  als  Durchmesser  vom 
Endpunkte  der  Vertikalen  gezeichnet  ist,  betrachtet.  Benutzt  wird 
die  Formel: 

0. 

48* 
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W.  Krumme.     Das    Parallelogramm    der    Bewegung   in 
der  Wellenlehre.    Schiömiich  z.  xv.  289-293.  1870. 

Durchläuft  ein  Punkt  gleichförmig  die  Peripherie  eines 
Kreises,  so  macht  seine  Projection  auf  einem  Durehmesser  des 
Kreises  eine  einfache  Schwingung.  Diese  Darstellung  der  ein- 
fachen Schwingung  empfiehlt  der  Herr  Verfasser  als  Grundlage 
für  die  Pendel-  und  Wellenbewegung.  Es  ergiebt  sieh  daraus 
namentlich  eine  anschauliche  Definition  des  Begriffs  ,,Phase^ 
Dieselbe  wird  mit  den  Definitionen  von  Airy,  Thomson  und 
Tait  und  Beer  verglichen.  Das  Hauptgewicht  legt  der  Ben 
Verfasser  auf  die  Bewegung  des  Hülfspunktes,  Die  Wellenbe- 
wegung wird  erst  in  zweiter  Linie  betrachtet.  Diese  Darstellung 
lässt  sich  auch  zur  Erklärung  der  Interferenzerscheinungen  be- 
nutzen. Zum  Schluss  wird  beispielshalber  bewiesen,  dass  die 
Anzahl  der  Stösse  zweier  Töne  in  einer  gewissen  Zeit  gleich 
der  Differenz  der  Schwingungszahlen  für  diese  Zeit  ist. 

0. 

C.  Neumann.      Notiz    über    das    cykloidische    Pendel. 

Clebsch  Ann.  I.  507-508.  1869. 

Bei  einem  gewöhnlichen  cykloidischen  Pendel  sei  a  der  will- 
kürlich gewählte  Ausgangspunkt  des  Mobils,  ferner  ß  der  tiefste 
Punkt,  und  y  der  mit  a  gleich  hohe  Punkt  auf  der  anderen 
Seite  des  Bogens.  Ausserdem  denke  man  sich  in  der  vertikalen 
Ebene  aßy  eine  Kreislinie  construirt,  deren  Durchmesser  darge- 
stellt ist  durch  das  vom  Punkte  ß  auf  die  Linie  ay  gefällte 
Perpendikel.  Endlich  bezeichne  man  das  Mobil  selber  mit  m, 
und  die  horizontale  Projection  von  m  auf  jene  Kreislinie  mit  m'. 
Alsdann  gilt  folgender  Satz: 

Während  m,  getrieben  von  der  Schwerkraft,  hinabgleitet  von 
a  nach  ß,  wird  gleichzeitig  der  Projectionspunkt  ml  die  eine 
Hälfte  der  Kreislinie  mit  constanter  Geschwindigkeit  durch- 
laufen. Nn. 

H.  Resal.    Note  sur  le  pendule  ä  oscillations  elliptiques. 

C.  R.  LXVIII.  639-040.  1869. 
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A.  TissoT.     Sht  le  pendule  conique.    c.  R.  Lxvni.  715-716. 

1869. 

Herr  Resal  hat  bewiesen,  dass  beim  conischen  Pendel  die 
horizontale  Projeetion  der  Bahn  eine  Ellipse  ist,  die  sich  um  die 
horizontale  Projeetion  des  Aufhängepunktes  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit dreht,  die  von  der  Länge  des  Pendels  und  vom 
Maximum-  und  Minimum-Ausschlag  abhängig  ist,  Der  Beweis 
selbst  ist  nicht  mitgetheilt.  Nach  Herrn  Tissot  findet  sich  dies 
Resultat  schon  in  Liouville's  J.  (1)  XVII.  von  ihm  bewiesen. 

0. 

E.  CoMBESCURE.     Note  sur  le   pendule  conique.     Nouv. 

Ann.  (2)  VIII.  388-394.  1869. 

Durch  die  obige  Note  des  Herrn  Resal  veranlasst,  publicirt 
der  Herr  Verfasser  eine  Lösung  desselben  Problems,  die  er  be- 
reits 1853  gefunden,  bisher  aber  nur  privatim  einigen  Gelehrten 
mitgetheilt  hatte.  Die  Bewegungsgleichung,  die  der  Verfasser 
aufstellt,  hat  die  Form: 

Als  erste  Annäherung  derselben  ergiebt  sich 

u^  =:  A  cos  2fAT  -f-  B  sin  2/ur. 
Indem  u  =  u^  -\-  u'  gesetzt  wird ,   wird  sodann  zur  zweiten 

Annäherung  übergegangen.  Es  wird  sodann  £  =  —  (a  Länge 
des  Pendels,  z  vertikale  Coordinate)  bestimmt.  Es  findet  sich 
C==v  coB^fAT  +  i?j  sin  V^  +  4  siö'  /ur  cos*  /ttr,  wo  i?  und  % 
Werthe  sind,  die  den  äussersten  Werthen  von  r,  d.  h.  t  =  0  und 
^T  =y(^T  =:  I  "i/— )  emtsprechen.  Sodann  werden  die  äusser- 
sten Werthe  des  Radius vectors  der  horizontalen  Projeetion  q 
und  Qt  bestimmt,  welche  für  die  erste  Annäherung  einander 
gleich   sind.     Es    ergiebt    sich    mit   Hülfe    des   Flächensatzes 

d«  =  -^vVt  (t  +  2^t)  ^^>  *^*  welcher  Gleichung  sich 
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ergiebt,  wo  ß  =  w  -  -^  t,  p  =   ]  /  _!_>_ — i__    igt.     Das 

schliesslicbe  Endresultat  ist,  dass,  in  Beziehung  auf  die  Polaxe 
die  ausgestattet  ist  mit  einer  gleichtörmigen  Winkelgeschwindigkeit 

^^'    ,    die  horizontale  Bahn   eine   unveränderliche  Ellipse  mit 

den  Axen  (>,  Q^  ist.  Zum  Schluss  wird  die  Dauer  der  Bewe- 
gung des  Pendels  von  Scheitel  zu  Scheitel  der  beweglichen 
Ellipse  und  die  einer  ganzen  Umdrehung  der  grossen  Axe  be- 
stimmt.  Es  findet  sich  T  =  '- 1/-  ,    «  =  -5-  -7^,   wo  A  und  B 

fji  Jf  g       1         o     Ad 

die  Halbaxen  der  Ellipse  sind. 

0. 

DE  Saint  Venant.  Rapport  snr  cinq  mdmoires  de  M. 
F.  Lucas  intitul^s:  ßecherches  concemant  la  md- 
canique  des  atomes.    0.  u.  LXX.  311-321.  1870. 

F.  Lucas.     Etüde  sur  la  mt^canique  des  atomes.      Lion- 

ville  J.  (2)  XV.  137-192.  1870.    C.  R.  LXVIir.  1313-1316.  1869.     C.  R. 
LXX.  509-511.  1870. 

Siehe  Abschn.  XI.  Cap.  1. 

H.  Bertram.  Probleme  der  Mechanik  in  Bezug  auf  die 
Variationen  der  Schwere  und  die  Rotation  der  Erde. 

Pr.  Berlin  1869. 

Zunächst  wird  das  Potential  der  Erdanziehung  auf  dem  von 
Hansen  (Theorie  der  Pendelbewegung,  Danzig  1853)  angegebe- 
nen Wege  bestimmt.  Die  Erde  wird  als  ein  abgeplattetes  Ro- 
tationsellipsoid angesehen,  welches  durclTähnliche  und  ähnlich 
liegende  ellipsoidische  Flächen  in  homogene  Schichten  getheilt 
werden  kann.  Der  Verfasser  denkt  sich  dann  ein  System  von 
ineinander  geschachtelten  homogenen  EUipsoiden,  deren  Begren- 
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zungBflächen  jene  Schnittflächen  sind,  und  deren  Dichtigkeiten 
80  bestimmt  sind,  dass  die  Summe  der  Dichtigkeiten  aller  EUip- 
soide,  welche  sich  in  einer  gewissen  Schicht  durchdringen,  gleich 
der  wirklichen  Dichtigkeit  jener  Schicht  ist.  Die  Abplattung 
jedes  dieser  EUipsoide  wird  als  eine  kleine  Grosse  erster  Ord- 
nung betrachtet.  Dadurch  ergiebt  sich  für  die  Summe  der  Po- 
tentiale aller  EUipsoide  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

dessen  Constanten  31  und  93  aus  der  Bedingung  abgeleitet  werden, 
dass  an  der  Oberfläche  der  Erde 

g  =  9,78019-  +  0,050754-  sinV' 
sein  soll,  wo  tp  die  Polhöhe  des  Orts,  g  die  Resultante  aus  der 
Anziehung   und  der   aus  der  Rotation  der  Erde  entspringenden 
Gentrifugalkraft  ist.    Man    erhält   daraus   zur   Bestimmung   der 
Constanten  die  beiden  Gleichungen 

4 +^-öco»  =  9,78019, 

— = T-  +  oft)'  =  0,050754, 

wo  a  die  grosse  Halbaxe  des  EUipsoids;  Dazu  tritt  dann  noch 
die  Bedingung,  dass  die  Richtung  der  Schwere  in  den  Punkten 
der  Oberfläche  des  EUipsoids  normal  auf  derselben  steht  Es 
wird  dann  auch  der  Werth  des  Potentials  der  Erdanziehung  für 
einen  in  einem  Punkte  festgehaltenen  Körper  bestimmt.  Im  fol- 
genden Abschnitt  (Die  fictiven  Kräfte  bei  den  Bewegungen  auf 
der  rotirenden  Erde)  werden  die  verschiedenen  Elemente  be- 
sprochen, aus  denen  sich  die  auf  einen  Punkt  der  rotirenden 
Erde  wirkenden  Kräfte  zusammensetzen.  Die  Componente  pa- 
rallel der  Xaxe  nimmt  für  einen  beweglichen  Punkt  von  der 
Masse  m  folgende  Form  an: 

+  mxw*  —  ma  (xa  +  y/?  +  ^y)* 
Der  Verfasser  nennt  die  auf  X  folgenden  Glieder  der  rechten 
Seite  fictive  Kräfte  und  untersucht  die  Bedeutung  der  einzelnen 
Glieder.    Es  werden  dann  die  Componenten  der  veränderlichen 


«^IQ  X.Abschnitt.     Mecbanik. 

Schwere  aufgestellt  und  folgende  Anwendungen  gemacht  1) 
2  Quecksilbergeftisse  sind  in  einer  Vertikalen  in  Terechiedenen 
Hohen  angebracht  Ein  Fernrohr  wird  von  der  Spitze  des  Thur- 
mes  so  gerichtet,  dass  das  Fadenkreuz  sich  mit  seinem  Spiegel- 
bild im  untern  Queksilber  deckt,  dann  so,  dass  es  sich  mit  dem 
Spiegelbild  im  obern  deckt,  so  also  dass  die  Axe  des  Femrolurs 
die  Richtung  der  Schwere  in  beiden  Standpunkten  annimmt 
Der  Winkel  d,  den  beide  Richtungen  miteinander  einscbliessen, 
ist  gleich  dem  Winkel,  den  die  Richtung  der  Schwere  im  oberen 
mit  der  Zaxe  machte  und  wird  bestimmt.  2)  Die  Gleichgewichts- 
lage eines  homogenen,  biegsamen  Fadens,  der  in  einem  Punkte  0 
aufgehängt  ist.  Der  Faden  bildet  nahezu  einen  Parabelbogen. 
Der  Parameter  der  Curve  ist  abhängig  von  der  geographischen 
Breite,  aber  unabhängig  von  der  Länge  des  Fadens,  ein 
Resultat,  welches  mit  dem  von  Puiseux  gegebenen  überein- 
stimmt. 

Im  dritten  Abschnitt  werden  die  Differentialgleichungen  illr 
relative  Bewegung  auf  die  Lagrange'sche  Form  der  dynamischen 
Gleichungen  gebracht  und  so  auf  die  Betrachtung  der  Gleich- 
gewichtslagen eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt  der  Erde 
drehbaren  Körpers  und  die  Oscillationen  desselben  um  eine  feste 
Axe  angewandt.  Speciell  werden  dabei  die  Gleichgewichtslagen 
eines  im  Schwerpunkt  unterstutzten  Körpers  und  die  Gleich- 
gewichtslage und  Oscillation  eines  Körpers  untersucht,  dessen 
Schweri)unkt  vom  Aufhängepunkt  eine  endliche  Entfernung  hat 
Das  Resultat  der  ersten  Untersuchung  ist  eine  Verallgemeinerung 
eines  von  Puiseux  gegebenen  Satzes :  „Ein  im  Schwerpunkt  ant 
gehängter  Stab  sucht  sich  in  die  Ebene  des  Meridians  so  vi 
stellen,  dass  er  mit  der  Vertikalen  einen  kleinen  Winkel  ein- 
schliesst.^'  Die  von  Bahr  aufgestellte  Behauptung,  der  Körper 
könne  nur  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  eine  seiner  Hanptaxen 
der  Erdaxe  parallel  sei,  wird  als  irrig,  in  Folge  der  Vernach- 
lässigung der  Variationen  der  Erdanziehung,  nachgewiesen.  Die 
zweite  Aufgabe  war  bereits  von  Lottner  behandelt  Dieser  hatte 
aber  die  Variationen  der  Schwere  nicht  berücksichtigt;  der  Ver- 
fasser gelangt  dabei  zu  einem  abweichenden  Resultate,  ans  dem 
die  von  Lottner  gegebene  Formel  durch  Vernachlässigung  einer 
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Anzahl  vod  Gliedern  hervorgeht.    Den  Schluss  bildet  die  Unter- 
suchung der  Bewegung  eines  frei  fallenden  Körpers  auf  der  ro- 

tirenden  Erde. 

0. 

A.  DupRE.     Memoire  sur  le  choc.     c.  R.  Lxvill.  53-55.  1869. 

Aus  dem  vorliegenden  Auszug  ist  Über  den  mathematischen 

Theil  der  Arbeit  nichts  zu  ersehen. 

0. 

P.  Gautier.     Essai   sur    le   mouvement   d'un  projectile 
dans  Tair.    c.  R.  LXix.  106M064.  1869. 

Siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  335-337. 

0. 

W.  Walton.     On  a  problem   in  tbe  calculus   of  Varia- 
tion.      Quart.  J.  X.  72  78.  1869. 

Der  Verfasser  citirt  folgenden  Satz  aus  Thomtson  &  Tait's 
Natural  Philosophy. 

Werden  Geschosse  von  einem  Punkte  0  aus  mit  derselben 
Geschwindigkeit  nach  allen  Richtungen  in  einer  verticalen 
Ebene  geworfen,  so  werden  ihre  Flugbahnen  von  einer  Para- 
bel umhilllt.  Die  Bahn  jedes  Geschosses  von  0  nach  einem 
Punkte  P  ist  die  Bahn  der  kleinsten  Arbeitsleistung,  wenn  ?  vor 
der  einhilllenden  Parabel  erreicht  wird;  sie  ist  aber  nicht  die 
Bahn  kleinster  Arbeitsleistung,  sobald  die  einhtlllende  Parabel 
vor  dem  Punkte  erreicht  wird. 

Der  Verfasser  bemerkt  nun,  dass  auch  dann  eine  Bahn 
kleinster  Arbeitsleistung  bestehen  muss,  wenn  der  Punkt  P  aus- 
serhalb der  einhüllenden  Parabel  liegt,  wenn  man  den  Massen- 
punkt sich  in  einem  passend  gekrümmten  Rahmen  bewegen  lässt, 
und  findet,  dass  diese  Bahn  aus  Geraden  zusammengesetzt  ist 
Das  Geschoss  muss  erst  vertical  steigen,  bis  es  seine  Geschwin- 
digkeit verloren  bat.  Dann  bewegt  es  sich  horizontal  bis  es 
vertical  zum  gegebenen  Punkt  herabfallen  kann. 

He. 
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M,  DK  Brettes.  Determination  de  T^paisseur  du  blin- 
dage  en  fer  que  peut  traverser  un  projectile  dont  on 
connait  le  poids,  le  calibre  et  la  vitesse  d'arriv&. 

C.  R.  liXX.  1400-1402.  1870. 

Der  Verfasser  hat  eine  Formel  aufgestellt  für  die  Durch- 
dringUDg  von  Panzerplatten  durch  Geschosse  von  bekannter 
Grösse.  In  derselben  kommen  vor  das  Gewicht  und  der  Radius 
des  Frojectils,  seine  Ankunftsgeschwindigkeit,  die  Dicke  der 
Platte,  ausserdem  g,  n  und  eine  andere  Constante.  Mit  dersel- 
ben kann  man  die  Aukunftsgeschwindigkeit  eines  gegebenen 
Geschosses  bestimmen^  die  nöthig  ist,  um  eine  Platte  von  gege- 
bener Dicke  zu  durchschlagen,  ebenso  wie  man  die  Dimensionei 
und  das  Gewicht  des  Geschosses  bestimmen  kann,  das  bei  ge- 
gebener Ankunftsgeschwindigkeit  eine  Platte  von  gegebener  Dicke 
durchschlagen  soll.  0. 

M.  DK  Brettes.  Relation  entre  les  diam^tres,  les  poidS} 
les  vitesses  initiales  des  projectiles  de  1^'artillerie ,  et 
la  tension  de  leurs  trajectoires.    C.  R    LXVni.  I3d6i39& 

1869. 

M.  Di$  Brettes.  Influence  de  la  vitesse  initiale,  du 
diamfetre  ou  des  poids  d'un  projectile  de  Tartillerie 
sur  les  tensions  de  ses  trajectoires  d'^gales  port^es. 

C.  R.  LXIX.  394-397.  1869. 

M.  DE  Brettes.  Determination  d'une  ou  plusieurs  des 
quantit^s  suivantes :  le  diamfetre  d'un  projectile  oblong, 
son  poids,  sa  vitesse  initiale,  la  flfeche  de  sa  trajec- 
toire   et  le  poids  du  canon,    lorsque   les  autres   sont 

donndes.    C.  R.  LXIX.  1239-1242.  1869. 

In  der  ersten  Arbeit  hat  der  Verfasser  ein  Gtesets  aufge- 
stellt, welches  in  Worten  sich  folgendermassen  anssprieht:  „Die 
Culminationspunkte  der  Bahnen  zweier  ähnliehen  Projectile  von 
gleicher  Schussweite  sind  proportional  den  DorehmeSBeni  und 
umgekehrt  proportional  den  Producten  der  Quadratwurseln  ihrer 
Gewichte   in    die    Quadrate    ihrer    AnfangsgeschwindigkeiteD*^ 
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Analytisch  heisst  der  Satz :  -zr-  =  »  ,,;  ,  ^  •   Diese  Formel  wird 

im  Folgenden  für  specielle  Fälle,  d.  h.  für  Fälle^  wo  einzelne 
der  Grössen  einander  gleich  sind,  untersucht  und  Anwendungen 
derselben  auf  Aufgaben  der  Artillerie  gemacht 

0. 

C.  W.  Merrifield.     Resistance  as  the   cube  of  the  ve- 

locity.     Meesenger  V.  5-12.  1869. 

Neuere  Untersuchungen  haben  dargethan,  dass  die  Verzö- 
gerung, welche  die  Projectile  der  gezogenen  Geschütze  dufch 
die  Luft  erleiden,  annähernd  als  nach  der  dritten  Potenz  der 
Geschwindigkeit  erfolgend  angenommen  werden  kann.  Die  all- 
gemeine Formel  fllr  den  Fall,  dass  sich  der  Widerstand  wie  die 
fi**  Potenz  der  Geschwindigkeit  ändert,  findet  sich  in  mehreren 
Büchern,  es  giebt  aber  für  den  Fall  ii  =  3  einige  sehr  bemer- 
kenswerthe  Reductionen.  Da  dies  nun  wahrscheinlich  ein  Haupt- 
fall ist,  so  giebt  der  Verfasser  eine  Sammlung  der  dahin  gehö- 
rigen Formeln.  Da  die  Bewegungsgleichungen  in  zwei  Dimen- 
sionen nicht  vollständig  lösbar  sind,  so  werden  folgende  Voraus- 
setzungen gemacht,  von  denen  aus  man  die  Tr^jectorie  möglichst 
nahe  erhalten  kann:  i)  Bei  gegebener  Elevation  ist  die  Flug- 
zeit dieselbe,  wie  im  leeren  Raum;  2)  Die  Verzögerung  afßcirt 
nur  die  horizontale  Gomponente  der  Geschwindigkeit. 

Glr.  (0.) 

« 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper  1869.  Question  3. 

Messeuger  V.  4d-i4.  1869. 

Zwei  Kanonen  (die  frei  vom  Rückprall)  unterscheiden  sich 
nur  durch  ihr  Gewicht  und  das  Gevncht  ihrer  Geschosse.  Nimmt 
man  an,  dass  in  einem  Moment  während  der  Explosion  die  Explo- 
sivkraft nur  von  dem  Raum  abhängt,  den  der  Dampf  des  Pul- 
vers einnimmt,  so  sollen  die  entstehenden  Geschwindigkeiten  der 
Kugeln  vei^lichen  werden,  ferner  sollen  die  Geschwindigkeiten 
von  Kugeln  desselben  Geschützes  bestimmt  werden,  wenn  es 
vom  Rückprall  frei  und  absolut  fest  ist. 
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• 

Betrachtet  man  ein  einzelnes  Geschütz  von  der  Masse  M, 
dessen  Geschoss  die  Masse  m  hat,  so  ist,  wenn  S  und  s  die 
Räume  sind,  die  vom  Geschütz  rückwärts  und  vom  Geschoss 
vorwärts  zur  Zeit  /  der  Explosion  beschrieben  werden: 

C 


/'+! 


wo  V  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  beim  Verlassen  des  Rohn 
ist,  C  eine  Constante ,  die  von  den  Gewichten  der  Kugel  und  der 
Kanone  unabhängig  ist.  Sind  Vj  v^  die  Geschwindigkeiten  der- 
selben Kugel,  so  wird  für  die  Kanone  mit  der  Masse  If,  wenfl 
sie  vom  Rückprall  frei  und  absolut  fest  ist, 


),  =f>|/ 


1  +  — 


gefunden.  Glr.  (0.) 

A.  Cayley.     A  „Smith's  Prize"  paper.  1869.  Question6. 

Messenger  V.  48-49.  1869. 

„Eine  Masse  M  ist  an  dem  einen  Ende  A  einer  Kette  AC 
befestigt,  welche  der  Art  in  einer  horizontalen  Ebene  liegt^  daH 
der  Theil  A  B  der  Kette  eine  gerade  Linie  bildet,  während  der 
übrige  Theil  BC  in  B  aufgehäuft  ist.  Die  Masse  M  ist  dann  ii  | 
der  Richtung  BA  mit  gegebener  Geschwindigkeit  in  Bewegimg 
gesetzt.  Sie  bewegt  sich,  die  Kette  mitziehend,  in  gerader  lime. 
Die  Bewegung  soll  bestimmt  werden  und  die  Eigenthttmlichkot 
des  sich  ergebenden  dynamischen  Problems  erklärt  werden."^ 
Die  Bewegung  kann  man  durch  die  Betrachtung,  dass  das  Mo- 
ment während  der  Bewegung  constant  ist,  leicht  erhalten,  aber 
die  gegebene  Untersuchung  bringt  die  Eigenthttmlichkeit  des 
Problems  noch  klarer  an's  Licht,  nämlich,  dass  es  ein  Problen 
von  continuirlicben  Impulsen  ist;  in  jedem  Element  der  Zeit  ä 
bat  ein  infinitesimales  Element  der  Masse  seine  Geschwindigkeift 
plötzlich  verändert,  obgleich  die  Veränderung  der  Cteschwindig- 
keit  der  ganzen  continuirlicben  Masse  continuirlich  ist 

Glr.  (0.) 
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YvoN  ViLLARCEAü.     ^tude  sur  le  mouvemeiit  des  meu- 
les  horizontales  de  moulins  k  bl^,   et  m^thodes  pour 

les   <?quilibrer.     Lionville  J.  (2;  XV.  315-372.  1870. 

Die  vorliegende  Abhandlung  verdankt  ihre  Entstehung,  wie 
der  Verfasser  angiebt,  der  Belagerung  von  Paris,  und  behandelt 
ein  interessantes  der  Technik  entnommenes  Beispiel  zur  Theorie 
der  Drehung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt.  Wenn  näm- 
lich bei  einer  Kornmtthle  die  Massen  des  oberen  rotirenden 
Mühlsteines  in  der  Weise  abgeglichen  werden,  dass  die  untere 
Fläche  desselben  im  Ruhezustande  genau  horizontal  liegt,  so 
wird  ein  Gleiches  während  der  Sotation  nur  dann  stattfinden, 
wenn  die  Rotationsaxe  dauernd  mit  einer  der  durch  den  Auf- 
hängungspunkt gehenden  Hauptträgheitsaxen  zusammenfällt.  Letz- 
teres ist  nun  wegen  der  Unregelmässigkeiten  in  der  Form  und 
Dichtigkeit  des  Steines  nur  annähernd  der  Fall;  infolge  dessen 
nimmt  die  untere  Fläche  des  Steines  während  der  Rotation  eine 
mehr  oder  minder  geneigte  Lage  gegen  den  Horizont  an.  Die- 
sem Uebelstaude  sucht  man  in  der  Praxis  dadurch  zu  entgehen, 
dass  man  mit  dem  Mtlhlsteine  zwei  oder  auch  vier  „regulirende 
Massen^'  verbindet,  welche  in  zwei  senkrecht  zu  einander  stehen- 
den Meridianebenen  möglichst  nahe  an  der  Peripherie  des  Steines 
angebracht  sind  und  die  sich  in  verticalem  Sinne  verstellen 
lassen. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  in  ebenso  eleganter  als 
eingehender  Weise  die  Theorie  der  Drehung  eines  solchen  Massen- 
systems. Die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  lässt  sich 
mit  Hülfe  der  trigonometrischen  Functionen  vollständig  durch- 
führen, sobald  man  die  Neigung  der  unteren  Fläche  des  Steines 
nnd  die  Fehler,  welche  man  durch  Annahme  der  vollkommenen 
Cylinderform  und  Homogenität  des  Steines  begeht,  als  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  ansieht,  deren  Produkte  und  Potenzen 
ni  vernachlässigen  sind.  Die  gefundenen  Integrale  lassen  sich 
in  einfacher  Weise  geometrisch  interpretiren.  Es  bewege  sich 
nftmlich  ein  Punkt  auf  der  Peripherie  einer  Ellipse  so,  dass  er 
um  den  Mittelpunkt  derselben  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen- 
räume bestreicht,  femer  drehe  sieb  diese  Ellipse  mit  gleicbfbr-' 
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miger  Geschwindigkeit  um  ihren  Mittelpunkt,  dann  beschreibt 
jener  Punkt  die  Curve,  welche  durch  die  Bewegung  des  Durch- 
schnitts der  durch  den  Aufhängungspuukt  gehenden  Yerticalen 
mit  der  unteren  Fläche  des  Steines  in  dieser  Ebene  erzengt  wird. 
Zu  gleicher  Zeit  geben  die  Relationen  zwischen  den  Constanten 
des  rotirenden  Massensystems  und  zwischen  den  Integrations- 
eonstanten,  welche  die  Form  der  Bewegung  näher  definiren,  dem 
Verfasser  die  Mittel  an  die  Hand,  direkt  aus  der  Beobachtong 
der  Sotation  des  Steines  die  zur  vollständigen  Aequilibrinui; 
desselben  nothwendigen  Verschiebungen  der  oben  erwähnten  re- 
gulirenden  Massen  zu  berechnen.  Der  Verfasser  setzt  des  M 
heren  zwei  Methoden  auseinander,  welche  praktisch  darchf&hrbar 
sind,  und  von  denen  namentlich  die  eine  in  Bezug  auf  Einfall- 
heit  allen  Ansprüchen  genügen  dürfte. 

B. 

H.  MosELKY.  On  the  mechanical  impossibility  of  the 
descent  of  glaciers  by  their  weight  only.    PhiL  Mag.  (0 

XXXVII.  363-370.  1869. 

Die  Arbeit  enthält  eine  mathematische  Discussion  der 'Bedin- 
gung des  Herabsteigens  von  unbegrenzter  Länge  und  von  gldck- 
förmigem  rechtwinkligen  Schnitt  und  Abdachung.  Es  wird  be- 
wiesen, dass  das  Mer  de  Glace  durch  seine  Schwere  allein  nkAk 
so  herabsteigen  kann,  wie  es  thut. 

Csy.  (0.) 

DE  Saint- Venant.  Sur  r^tablissement  des  ^uations 
des  mouveinents  Interieurs  op^r&  dans  les  corps  so- 
lides ductiles  au  delk  des  limites  oh  l'^lasticit^  pour- 
rait  les  rainener  k  leur  premier  ^tat.    C.  R.   lxx.   478- 

480.    1870. 

Der  Verfasser  untersucht,  welche  Gleichungen  an  Stelle  der 
hydrodynamischen  zu  treten  haben,  wenn  es  sieh  um  die  Bewe- 
gungen fliessend-fester  Körper  handelt  Er  gelangt  für  den  Fall, 
dass  nur  zwei  Dimensionen  zu  berUcksiehtigen  sind,  la  den  fol- 
genden 5  (mit  Lam^'scbeu  Bezeichnungen): 
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dNr    ,  dT  /^  du  du  du\ 

dT      ,   dN^  /„  dw  dw  dw\ 

du  dw         ^ 


dx  dz 


r  +  (^5[i:=-^y=r 


dw        du 


A'«  —  Nx        ^         dx 


2T  dw    .    du 

+ 


dx         dz 


0. 


VI.  Levy.  Memoire  sur  les  dquations  g^n^rales  des  mou- 
vements  Interieurs  des  corps  solides  ductiles  au  delä 
des  limites  oü  r^lasticit^  pourrait  les  ramener  k  leur 
premier  ^tat.    c.  R  LXX.  1323-1325.  1870. 

Der  Verfasser  hat  für  den  allgemeineren  Fall  (siehe  das 
T'orstehende  Referat),  wo  3  Dimensionen  zu  berücksichtigen  sind, 
lie  9  Gleichungen  aufgestellt.  Speciell  wird  sodann  der  Fall 
lerttcksichtigt,  wo  Alles  um  die  Zaxe  symmetrisch  ist;  es  ist 
ias  der  Fall,  der  in  den  Experimenten  des  Hm.  Tresca  eine 
Etolle  spielt.  0. 

H.  Tresca.  Memoire  sur  le  poin^onnage  et  la  th^orie 
m^canique  de  la  d^formation  des  m^taux.    C.  R.  LXX. 

1197-1201.  1869. 

Rapport  sur  le  memoire  de  M.  Tresca.    C.  R   LXX.   288- 

305.    1870. 

Der  vorliegende  Auszug  und   der*Bericht  über  die  Arbeit 

les  Hm.  Tresca  gestatten  keinen  Einblick  in  den  eigentlich  ma- 

iiematischen  Theil  derselben.    Wir  verschieben  daher  das  Refe- 

-at,  bis  die  Arbeit  selbst  vorliegt 

0. 
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DE  Saint- Venant.  Probleme  des  mouvements  que  peu- 
vent  prendre  les  divers  points  d'une  masse  liquide, 
ou  solide  ductile  contenu  dans  un  vase  k  parois  ver- 
ticales,  pendaiit  son  ^coulement  par  un  orifice  hori- 
zontal inf^rieur.   C  R.  LXVin  221-237.  290-301.  1869. 

Herr  de  St.-Venant  hat  das  bereits  im  Jahre  1868  (Fortsehr. 
d.  M.  I.  347-348)  besprochene  Problem  noch  einmal  aufgenom- 
men. Er  substituirt  an  Stelle  der  früheren  Hypothese,*  wonacli 
die  Componenten  der  Geschwindigkeiten  u,  r,  w  Derivirte  der- 
selben Function  q>  waren,  die  neue,  dass 

l     dq>  l       dw  l       dw 

o'     dx  0        dy  c*      d% 

wo  a,  bj  c  constant  Nachdem  die  Schwierigkeiten,  die  aus  ia 
Annahme  anderer  Hypothesen  ftlr  die  Theorie  sich  ergeben  würden, 
discutirt  sind,  wird  diese  als  Näherungshypothese  begründet  und 
die  Resultate  seiner  darauf  gestützten  Untersuchungen  ftir  drd 
specielle  Fälle  gegeben.  0. 

K  Eadau.     Sur   la  rotation   des  corps   solides.    Aniud« 

rflc.  Norm.  VI.  233-250.  1869. 

B.  Badau.     Note  sur  la  rotation  des  corps  solides.  A» 

de  rflc.  Norm.  VII.  87-98.  1870. 

Die  erste  Abhandlung  enthält  eine  Kritik  der  von  Sylvester 

(On  the  motion  of  a  rigid  body;  Trans,  of  London  1866)  geg^ 

benen  Untersuchung,   in  der  sich  zugleich  eine  RecapitulaüoD 

der  von  Jacobi,  Richelot  und  Anderen  erhaltenen  Resultate  fr 

det.    In  der  Note  bemerkt  Herr  Radau ,   dass  seine  Kritik  vi 

einer  irrthümlichen  Auslegung  einer  Stelle  in  der  Arbeit  Syi* 

yester's  beruhe,  dieselbe  daher  gegenstandslos  sei. 

0. 

N.  M.  Ferrers.  Note  on  Prof.  Sylvester's  representa- 
tion  of  the  motion  of  a  free  rigid  body  by  means  <rf 
a  material  ellipsoid  whose  centre  is  fixed  and  wbich 

roUs  on  a  rough  plane.     Trane,  of  London.  CLX.  1-8.  18TIX 

Die  Note  bezieht  sich  auf  Prof.  Sylvester'«  Abhandlung:  pOn 
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tbe  motion  of  a  rigid  body  acted  on  by  no  external  forces'^ 
(Trans,  of  London  CLVI.  1866).  Die  Resultate  sind  auf  eine 
etwas  verschiedene  Weise  hergeleitet  und  einige  neue  Theoreme 
gewonnen.  Cly.  (M.) 

P.  G.  Tait.     On  the  rotation  of  a  rigid  body  round  a 

fixed  point.    Trans,  of  Edinburgh.  XXV.  (2).  1868-69.  261-303.  1869. 

Um  die  bekannten  Resultate  in  fasslicherer  Form  und  mit 
I     weniger  analytischem  Aufwand,  als  bisher  nöthig  schien  darzu- 
stellen, wendet  der  Verf.  die  Methode  der  Quaternionen  an, 
eine  Methode,  die  nach  des  Verfassers  Ansicht  besonders  geeig- 
net ist,  für  die  symmetrische  Darstellung  von  Sätzen,  die  in  der 
f   Regel   mit  Hülfe   der  cartesischen  Methoden   nur   nach  langen 
-i   Rechnungen  erhalten  werden,  —  und  die  frei  ist  von  der  indi- 
gi  reoten  und  auf  den  ersten  Blick  zwecklos  scheinenden  Angriffs- 
i   weise,  die  viele  Leser  verwirrt.    Aber  die  Anwendung  der  Me- 
;'    thode  der  Quaternionen  erfordert  eine  völlige  Umgestaltung  aller 
gewöhnlichen  Bezeichnungen.    So  hat  die  folgende  Quaternionen- 
Gleichung 

die  einzige  in  der  Abhandlung  auftretende  dynamische  Gleichung, 
eine  ganz  andere  Form  als  Lagrange's  allgemeine  Bewegungs- 
Gleichung.  Cly.  (M.) 

J.    2iüLEGER.      Grundzüge    von    Poinsot's    Theorie    der 

Drehung.     Pr.  Leitmoritz.  1870. 

Nach  einleitenden  Abschnitten  über  Kräftepaare  und  über 
Bewegung  eines  Körpers  im  Räume  leitet  der  Verfasser  die  Glei- 
chung des  Centralellipsoides  und  der  Hauptaxen  ab,  um  daraus 
auf  klare  und  einfache  Weise  die  bekannte  Theorie  der  Drehung 
eines  Körpers,  der  sich  frei  um  seinen  Schwerpunkt  oder  einen 
anderen  festen  Punkt  dreht,  zu  entwickeln.  Neues  enthält  die 
Arbeit  nicht.  0. 

^    A.  Brill.     Sul  problema  della  rotazione   dei   corpi, 

Brioschi  ADD.  (2)  UI.  33-40.  1869. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  bei  der  Herleitung  der  Glei- 

Fortscbr.  d.  Math.  II.  3.  49 
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chungen  fbr  die  Rotation  eines  Eöipers  um  einen  festen  Punkt, 
die  Einführung  der  drei  Euler'schen  Winkel  vermeiden  kann,  mit 
deren  Hülfe  Jacobi  (Sur  la  rotation  d'un  corps.  Grelle  J.  XXXIX.) 
die  neun  Cosinus  ausgedrückt  hat.  M. 

D.  Chelini.    Nuova  dimostrazione  delle  proprietk  fonda- 
mentali  degli  assi  coDJugati  di  rotazione  e  degli  assi 

permanenti.     Atti  dei  Nuovi  Lincei.  1869. 

Der  Zweck  der  kurzen  Note  ist,  die  betreffende  Eigenschaft 
abzuleiten  allein  aus  den  Principien  der  gleichförmigen  RotatioDS- 
beweguDg  um  eine  feste  Axe  und  der  Bewegung  eines  zosam* 
mengesetzten  Pendels.  Bei  Behandlung  der  letzten  Frage  gieU 
der  Verfasser  den  Namen  Oscillationscentmm  dem  Punkte,  wo 
die  gewöhnliche  Axe  der  Oscillationscentren  der  centralen  Aie 
der  Bewegungsquantität  (asse  centrale  delle  quantitä  di  meto)  be- 
gegnet, und  bemerkt,  dass  dieser  Punkt  nur  in  speciellen  Fällen 
mit  dem  zusammeufällt,  dem  man  gewöhnlich  diesen  Namen 
giebt.  Es  scheint  nach  dieser  Bemerkung  in  der  That,  als  ob 
der  erste  Punkt  eine  Andeutung  seiner  mechanischen  Eigen- 
schaft anstrebe,  während  der  zweite  nur  eine  specielle  Bezeich- 
nung ist.  Jg.  (0.) 

Lorenz.     Om  Centrifugalkraften.    Tychsen  Tidsskr.   [2]  Vi 

49.    1870. 

Der  Verf.  bemerkt,  dass  man  zwei  verschiedene  Arten  Ton 
Centrifugalkraften  unterscheiden  müsse,  die  actuelle  und  virtuelle, 
deren  eine  bei  der  absoluten  ^  die  andere  bei  der  relativen  Be- 
wegung in  Betracht  kommt.  Lässt  man  einen  an  einen  Faden 
gebundenen  Stein  in  einer  verticalen  Ebene  schnell  rotiren,  so 
übt  der  Stein  auf  den  Faden  einen  Zug  aus,  die  Reaetion  der 
Centripetalkraft;  dieser  Zug  ist  eine  actuelle  Centrifugalkraft. 

Betrachtet  man  bei  der  Rotation  eines  Punktes  um  eine  feste 
Axe  nur  die  relative  Bewegung  in  einer  Ebene,  die  durch  die 
Axe  und  den  Punkt  geht,  so  muss  man,  wenn  der  Punkt  in  die- 
ser Ebene  im  Gleichgewicht  ist,  eine  virtuelle  Kraft  hinuflBgeSy 
die  auf  den  Punkt  wirkt,  und  die  der  auf  denselben  Punkt  wir- 
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kenden  Centripetalkraft  das  Gleichgewicht  hält.    Die  hinzuge- 
fügte  Kraft  ist  eine  virtuelle  Gentrifugaikraft. 

Hn.  (Wn.) 

C.  Tychsen.     Om  Bevagelseu  af  den  gjroskopiske  Top. 

•  Tychsen  Tidsskr.  (2)  V.  15    1869. 

Nach  einer  Methode  von  Belanger  (Cours  de  möcanique 
appliqa^e  ä  Töcole  polyt.  1859)  giebt  der  Verfasser  die  Theorie 
des  gyroskopischen  Kreisels,  indem  er  dabei  ein  Theorem  von 
Coriolis  (Trait6  de  m6canique  des  corps  solides  1844)  anwendet. 

Hn.  (Wn.) 

H.  Mylord.     Om  Centralellipsoider  og  principale  Axer. 

Tychsen  Tidsskr.  (2)  V.  167.   1869. 

Es  werden  folgende  Sätze  bewiesen: 
Der  Ort  der  Punkte,  deren  Centralellipsoide  eine  feste  Ebene 
berühren,  ist  eine  Fläche  sechsten  Grades. 

Der  Ort  der  Punkte,  fllr  deren  Centralellipsoide 

i         1         i 

— =-  +  -TT  4-  — r  =  Const.  ist, 
a*       0         c 

(unter  2a,  2b,  2c  die  Axen  der  EUipsoide  verstanden),   ist  eine 

111 

Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  ist.    -r  +  -rr  H — r 

bat  seinen  kleinsten  Werth  fUr  das  Centralellipsoid  des  Schwer- 
punktes. 

Der  Ort  der  Punkte;  für  deren  Centralellipsoide 

— jTT  H — i~i"  +  TT~r  =  Const. 

[  18t,  ist  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung.    Die  Constante  hat  ihren 
kleinsten  Werth  ftir  das  Centralellipsoid  des  Schwerpunkts. 
Der  Ort  der  Punkte,  deren  EUipsoide  ein  constantes  Volumen 
:  haben,   ist  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung.    Das  Centralellip- 
soid des  Schwerpunkts  hat  das  grösste  Volumen. 

Alle  Hauptaxen,  die  in  einer  durch  den  Schwerpunkt  ge- 
henden Ebene  liegen,  sind,  falls  die  Ebene  keiner  der  Haupt- 
ebenen des  Schwerpunkts  parallel  ist,  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts. Hn.  (Wn.) 

49* 
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G.  R.  Dahlander.  Qm  nagi*a  tillämpDingar  i  dyna- 
rniken  af  de  geometriska  rörelselagame.     öfren.  af  Förk. 

Stockh.  1870.  49-56. 

Der  Aufsatz  enthält  nicht,  wie  der  Titel  sagt,  Anwendungei, 
sondern  lässt  im  Gegentheil  diejenigen  Anwendangen  yemussn, 
welche  das  Motiv  einer  zur  Verf&gung  gestellten  Ansdracksfoni 
der  Bewegungsgleichungen  eines  starren  Körpers  erklären  könn- 
ten.   Es  werden  nämlich   als  Coordinatenaxen   die   momentane 
Rotationsaxe,   deren  momentane  Rotationsaxe  und  das  gemeifl- 
same  Loth  beider,  als  bestimmende  Grössen  die  auf  beide  Boti- 
tionsaxen    bezüglichen  Rotationswinkel   und    Gleitungen   eiIlg^ 
führt.    Aus  den   entwickelten  Relationen,   deren  Gebrauch  xor 
Lösung  von  Aufgaben  mit  keinem  Worte   erwähnt  ist,   ergieU 
sich  der  Satz:   Die  Orthogonalgeschwindigkeit  (womit  der  Ver- 
fasser die  Richtung  der  letztern  Gleitung  meint)  ist  normal  nr 
gemeinsamen   Berührungsebene    der    zwei    konischen    Fiächei, 
durch  deren  Aufeinanderrollen  die  Bewegung  des  Körport  e^ 
zeugt  wird.  H. 

W.  Walton.  On  the  stress  exerced  by  a  rigid  body 
on  a  fixed  point  rigidly  connected  with  the  body, 
which    is   revolving   spontaneously    about    the  point 

Quart.  J.  XL  68-76.  1870. 

W.  Walton.  On  the  relation  between  the  angular  ve- 
locity  about  and  the  angnlar  velocity  of  the  instan- 
taneous  axes  of  a  body  revolving  spontaneously  about 
a  fixed  point,  and  of  the  axes  of  greatest  and  least 

mobility.    Quart.  J.  XI.  1-15.  1870. 

Mz. 

E.  Rolland.  Memoire  sur  T^tablisseme^t  des  rdgula- 
teurs  de  la  vitesse.    J.  de  rfic.  Pol.  Cah.  43.  1-56.  1870. 

Die  Construction  isochroner  Begulatoren  beruht  darauf»  daa 

p 
in  der  Gleichung  —cd*  (p  +  Isina)  Lcosa  =  (PL  -f  QI)  sino 
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der  Werth  von  co  unabhängig  sei  von  der  Yariabelo  er.  Dies 
IftSBt  sich  dadurch  erreichen,  dass  man  auch  die  Grössen  P,  Q^ 
\  L^  l  und  Q  variabel  macht.  In  der  vorliegenden  Arbeit  werden 
nun  die  früheren  Methoden,  um  dies  zu  erreichen,  kurz  be- 
^  sprechen,  und  dann  eine  neu  vom  Verfasser  ersonnene  ausein- 
■  lUddergesetzt.  Die  Arbeit  bietet  mehr  physikalisches,  als  mathe- 
9  matisehes  Interesse.  0. 


B.    Hydrodynamik. 

J.  CocKLE:     On  the  motion  of  fluids.     Quart.  J.  X.  150-161. 
1869.  X.  289-311.  XT.  156-176   1870. 

Eine  elastische  Flüssigkeit  ist  in  einem  unendlich  langen, 
kreisförmigen,  geraden  Cylinder  mit  kleinem  unveränderlichen 
Durchmesser  enthalten.  Durch  Condensation  und  Dilatation  treten 
keine  äusseren  Kräfte  oder  Temperaturveränderungen  hinzu. 
Es  werden  die  Bewegungszustände  im  Innern  der  Flüssigkeit 
discutirt.  Der  zweite  Theil  enthält  allgemeine  Betrachtungen 
Aber  partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  und  zweiten 
Ordnung,  die  auf  die  hydrodynamischen  Gleichungen  angewandt 
werden.  Der  dritte  Theil  endlich  enthält  Anwendungen  auf 
sphärische  Wellen  und  auf  Fälle,  wo  der  Druck  variirt  mit  einer 
Potenz  der  Dichtigkeit.  0. 

J.  Warren.     Note  ou  a  fundamental  theorem  in  hydro- 

dynamics.    Quart.  J.  X.  127,  128.  1869. 

He. 
W.  J.  M.  Rankine.     On    the    mathematical    theory    ot 

COmbined   Streams.    Trans,  of  London.  XIX.  90-94.  1870. 

Cly. 
H.  MosELEY.     On  the  uniform  motion  of  an  imperfect 

fluid.       Phil.  Mag   (4)  XXXVII.  370-373.  1869. 

Csy. 
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W.  Veltmann.     Die  Helmholtz'sche  Theorie   der  Flüs- 
sigkeitswirbel.   Schlomilch  Z.    XV.  451-463.  1870. 

Während  Herr  Bertrand  in  seiner  Polemik  gegen  H.  Helmholti 
die  Richtigkeit  der  Resultate  angriff,  die  letzterer  in  seiner  be- 
kannten Arbeit  „über  die  Integrale  der  hydrodynamischen  Glei- 
chungen, welche  den  Wirbelbewegungen  entsprechen*'  (Borchardt 
J.  LV.  25)  abgeleitet  hat  [cf.  über  diesen  Streit  den  vorigen 
Jahresbericht  pag.  343]:  unterwirft  Herr  Veitmann  von  einen 
anderen  Gesichtspunkte  aus  diese  Arbeit  einer  Kritik.  Er  sudit 
zu  zeigen,  die  Helmholtz'schen  Resultate  seien  leicht  abzuleiten 
und  enthielten  gar  nichts  Merkwürdiges.  —  Referent  kann  sidi 
den  zum  Theil  ziemlich  heftigen  Angriffen  gegen  Herrn  Heimholt! 
nicht  anschliessen.  Sind  die  Resultate  von  H.  zum  Theil  aad 
leicht  abzuleiten,  so  verlieren  sie  darum  doch  nicht  an  Wichtig- 
keit; und  es  ist  eine  andere  Sache,  ein  vorhandenes  Resultat, 
wie  Herr  V.,  auf  anderem  Wege  abzuleiten,  als  das  Resultat  zun 
ersten  Male  aufzustellen.  Ist  auch,  wie  Herr  Y.  meint,  die  voo 
Helmholtz  gegebene  Zerlegung  der  Bewegung  eine  rein  analy- 
tische, so  ist  es  doch  durch  diese  Zerlegung  möglich  geworden, 
bisher  unbekannte  Bewegungsformen  der  Flüssigkeiten  aus  den 
Dijpferentialgleichungen  abzuleiten^  neue  Integrale  jener  Glei- 
chungen aufzustellen.  Wn. 

G.  Kirchhoff.     Zur  Theorie  freier  Flüssigkeitsstrahlen. 

Borchardt.  J.  LXX.  289-298.   1869. 

Im  vorigen  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (p.  341)  ist  flbef 
eine  Arbeit  von  Helmholtz  berichtet,  die  eine  Methode  angiebt, 
die  Gestalt  eines  freien  Flüssigkeitsstrahles  zu  bestimmen,  falli 
alle  Bewegung  einer  festen  Ebene  parallel  ist.  Herr  K.  giÄ 
folgende  Methode^  die  von  Helmholtz  aufgestellten  Bedingangen 
zu  erfüllen.  Ist  fp  das  Geschwindigkeitspotential,  ist  tp  =  Const 
die  zu  y  =  Const.  orthogonale  Curvenschaar,  und  ist: 

a;  +  ty  =  Ä.,  (p -\- ixp  =  w, 

SO  setze  man 

-^  =  /■(«)  +  »TT«)  K«)  -  i 
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und  wähle  die  Function  f(^to)  so,  dass  sie  für  einen  gewissen 
Constanten  Werth  von  tp  und  für  ein  gewisses  Intervall  von  (p 
reell  ist,  und  zwischen  —  1  und  +  1  liegt,  so  ist  für  diesen 
Werth  von  %p  und  dieses  Intervall  von  tp 

i^=««).(t)'+(^)'='' 

innerhalb  des  obigen  Intervalls  von  <p  kann  die  dem  obigen 
Werthe  von  ip  entsprechende  Strömungslinie  dann  eine  freie 
Grenze  der  Flüssigkeit  sein.  Herr  E.  erläutert  ferner,  wie  das 
Gebiet  von  oi,  resp.  s  zu  begrenzen  ist,  damit  co  eine  eindeutige 
Funktion  von  z  ist,  die  sich  vollkommen  bestimmen  lässt.  Für 
folgende  Fälle: 

f((o)  =  k  +  e-**'     (k  ein  positiver  echter  Bruch) 


k 


leitet  Herr  K.  die  Gestalt  der  freien  Flttssigkeitsstrahlen  ab;  der 
erste  von  diesen  Fällen  bildet  eine  Verallgemeinerung  des  von 
Helmholtz  behandelten  Falles.  Wn. 

G.  Kirchhoff.     Ueber  die  Bewegung  eines  Eotations- 
körpers  in  einer  Flüssigkeit.    Borchardt.  J.  LXXI.  237-262. 

1870. 

Herr  K.  entwickelt  zunächst  aus  dem  Hamilton*schen  Princip 
die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  eines  starren  Kör- 
pers von  beliebiger  Gestalt  und  beliebig  vertheilter  Masse  in  einer 
incompressiblen  homogenen  Flüssigkeit.  Die  Bedingungen  bei 
Aufstellung  der  Differentialgleichungen  sind  folgende:  Die  Fltts- 
Bigkeit,  in  der  keine  Reibung  stattfindet,  wird  durch  eine  im 
Unendlichen  liegende,  geschlossene,  feste  Fläche  begrenzt;  Wirbel- 
bewegungen sind  nicht  vorhanden,  (so  dass  nach  Helmholrz  ein 
Gteschwindigkeitspotential  existirt.)  Die  Geschwindigkeiten  ändern 
sich  überall  stetig  mit  den  Coordinaten.  Auf  den  Körper  wirken 
Kräfte,  die  ein  Potential  haben,  auf  die  Flüssigkeit  wirken  keine 
Kräfte.    Die  Bewegung  des  ganzen  Systems  ist  aus  dem  Kühe- 
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zustande  dadurch  hervorgegangen,  dass  auf  den  Körper  Erifte 
wirkten.    Die  unter  diesen  Bedingungen  aufgestellten  Differential- 
gleichungen, ursprünglich  18  mit  12  Bedingungsgleicbungen,  wer- 
den nun  durch  die  Annahme  vereinfacht,   dass  die  Kr&fte,   die 
auf  den  Körper   wirken,   verschwinden.    Für  die  vereinfachten 
Differentialgleichungen  ergeben  sich  dann  7  Integralgleichungen. 
Eine  weitere  Vereinfachung  tritt  femer  durch  die  Annahme  em, 
dass  die  Oberfläche   des  Körpers  eine  Rotationsfläche   und  die 
Vertheilung  in  ihm  symmetrisch  zur  Rotationsaxe  ist     (Letztere 
Vereinfachung  tritt  auch  ein,   wenn  der  Körper  kein  Rotations- 
körper, sondern  wenn  er  nur  in  Bezug  auf  zwei  oder  mehr  Paare 
auf  einander  senkrechter  Ebenen,  die  durch  die  Axe  gehen^  sym- 
metrisch ist.)    Nach  Einführung  der  letzten  Bedingungen  ist  es 
nun  möglich ,  die  Gleichungen  vollständig  zu  integriren.    Es  er- 
giebt  sich  die  Zeit  als  elliptisches  Integral  erster  Gattung,  in  dem 
die  Integrationsvariable  die  Geschwindigkeit  u  (parallel  der  Rota- 
tionsaxe) des  Anfangspunktes  des  im  Körper  festen  Coordinaten- 
Systems  ist.    Man  kann  daher  diese  Geschwindigkeit  als  ellip- 
tische Function   der  Zeit  darstellen;    auch   die   übrigen  Unb^ 
kannten  des  Problems  kann  man  als  elliptische  Integrale  durch  • 
ausdrücken. 

Für  einige  Specialfälle  lassen  sich  sämmtliche  Unbekannte 
des  Problems  leicht  als  elliptische  Functionen  der  Zeit  aas- 
drücken. Einer  dieser  Fälle,  der  hier  genauer  discutirt  wird,  ist 
bereits  von  Thomson  und  Tait  [Th.  u.  T.  Handbuch  der  theore- 
tischen Physik,  deutsch  von  Helmholtz  und  Wertheim,  Seite  297, 
(Seite  264  der  englischen  Ausgabe)]  behandelt;  für  diesen  Fall 
muss  man  noch  die  weiteren  Annahmen  machen,  dass  der  Körper 
um  seine  Axe  nicht  rotirt  und  dieselbe  in  einer  festen  Ebene 
bleibt.  —  Erwähnt  mag  noch  werden,  dass  sich  schon  ohne  die 
vereinfachenden  Voraussetzungen  über  die  Gestalt  des  Körpers 
und  die  Vertheilung  der  Masse  in  ihm  aus  den  Differentialglei- 
chungen beweisen  lässt,  dass  es  für  jeden  Körper  3  und  im  All- 
gemeinen nur  3  auf  einander  senkrechte  Richtungen  giebt,  in 
denen  er,  ohne  sich  zu  drehen,  in  der  Flüssigkeit  fortschreiten 
kann. 

Wn. 
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A.  Clebsch.     üeber    die    Bewegung   eines   Körpers    in 

einer  Flüssigkeit.      Clebsch  Ann.  in.  238-262.  1870. 

* 

\^  Das  Problem  der  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüssig- 

-  keit  wurde  zuerst  von  Dirichlet  mit  besonderer  Anwendung  auf 
die  Kugel  (Monatsber.  der  Berl.  Acad.  1852),  sodann  ganz  all- 
gemein von  dem  Verfasser  bebandelt  (Crelle's  J.  LIL),  sowie 
für  Rotationskörper  von  Hrn.  Hoppe  (Pogg.  Ann.  XCHI.).  Unter 
einem  neuen  Gesichtspunkt  erschien  das  Problem  in  dem  Buche 
yon  Thomson  und  Tait,  indem  vorzugsweise  auf  die  Integra- 
tion der  Bewegungsgleichungen  des  Körpers  Gewicht  gelegt 
wurde,  wobei  denn  der  Einfluss  der  Flüssigkeitsbewegung  sich 
nur  durch  gewisse  Constante  zu  erkennen  gab.  Diesen  Bewe- 
gungsgleichungen des  Körpers  gab  Hr.  Kirchhoff  (Borchardt  J. 
LXXI.  8.  p.  731.)  eine  elegante  Form,  und  integrirte  dieselben  für 
diejenigen  Fälle,  in  welchen  ein  gewisses  lineares  Integral  be- 
stand. Der  Verfasser  vorliegenden  Aufsatzes  verwandelt  zunächst 
das  System  der  6  Kirchhoff' sehen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung^  welche  die  Zeit  explicite  nicht  enthalten,  durch  eine 
einfache  Substitution  in  ein  solches^  dessen  Multiplicator  ausser- 
dem 1  ist,  so  dass  neben  drei  von  Kirchhoff  allgemein  aufge- 
Btellten  Integralen  nun  immer  noch  eines  zu  finden  bleibt,  um 
die  Integration  ausfuhren  zu  können.  Sodann  behandelt  der 
Verfasser  insbesondere  den  Fall,  in  welchem  ein  Integral  durch 
eine  quadratische  Function  der  Variabein,  einer  willkttrlichen 
'  Gonstanten  gleich  gesetzt^  sich  darstellt,  ein  Fall,  welcher  die 
[  Kirchhoff'schen  einschliesst.  Es  zeigt  sich,  dass  ausser  den  Kirch- 
'-  hoff'schen  Fällen  noch  einige  andere  existiren^  in  welchen  die 
*  Integration  gelingt;  dabei  involviren  die  durch  das  Princip  der 
letzten  Multiplicatoren  gefundenen  Integrale  höhere  algebraische 
Irrationalitäten.  CI. 

E.  Päd 0 VA.     Sul  moto   di  un  ellissoide  fluido  ed  omo- 

geneo.      Tesi.      Ann.  d.  Sc  Norm.  Pisa.  1868/69. 

Nachdem  die  Bestimmung  der  Potentialfunction  eines  homo- 
genen Ellipsoids,  dessen  Punkte  nach  dem  Newton'sohen  Gesetze 
wirken,  ftlr  den  Fall  vorausgeschickt  ist,  dass  die  Coordinaten- 
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Axen  nicht  mit  den  Axen  des  EUipsoids  zusammenfallen,  leitet 
der  Herr  Verfasser  nach  dem  Hamilton'schen  Principe  die  Diffe- 
rentialgleichungen für  die  Unbekannten  des  Problems  in  den  ver- 
schiedenen   Formen  von  Dirichlet,   Riemann   und   Brioschi  ab. 
Die  Integration  derselben  wird  nicht  ausgeführt.    Diese  Diffe- 
rentialgleichungen  zusammen  mit  den  Integralgleichungen,  die 
sich  aus  dem  Prineip  der  lebendigen  Kraft,    der  Erhaltung  der 
Flächen  und  der  Erhaltung  der  Rotation  ergeben,    reichen  aus, 
um  einige  allgemeine  Theoreme  zu  beweisen,    die  sich  auf  die 
Verbindung  zwischen  der  Bewegung  der  flüssigen  Theilchen  tiiid 
der  Form   des  EUipsoids   beziehen.    Damit   die  Bewegung  der 
Theilchen  gleichförmig  sei ,  müssen  die  Axen  des  EUipsoids  von 
constanter  Grösse  sein,  und  umgekehrt.    Bei  der  genauen  Unter- 
suchung der  Bewegungen,   welche  dem  EUipsoide   seine  Form 
erhalten,  gelangt  er  hiernach  zur  Untersuchung  der  Fälle,  Ar 
welche    das   Ellipsoid    stabil   seine    Form    erhält,    eine   Unter- 
suchung, die  sehr  vereinfacht  ist  durch  die  von  Riemann  ang^ 
stellten  Betrachtungen,  dass  sie  zusammengehöre  mit  der  Unter- 
suchung der  Gleichgewichtslagen  eines  Punktes ,    der  auf  einer 
gewissen  Oberfläche   dritter  Ordnung  gelegen  ist.     Wenn  das 
Ellipsoid  eine  stabile  Gleichgewichtslage  hat,  so  sind  die  Varia- 
tionen, denen  die  Axen  in  Folge  der  Einführung  einer  sehr  klei- 
nen Kraft  unterworfen  sind,  aus  zwei  Variationen  zusammenge- 
setzt, die  dem  Gesetz  der  Pendeloscillationen  folgen.  Dies  Theorem 
führt  den  Herrn  Verfasser  dazu,  die  Bewegungen  zu  betrachteOt 
bei  denen  die  Axen  periodischen  und  endlichen  Variationen  nnt^ 
werfen  sind;  er  findet,  dass  diese  periodische  Formverändemn; 
zu  einer  periodischen  Variation   mit  der  Rotation   der  flüssiges 

Theilchen  verbunden  ist. 

Jg.  (0). 

E,  Padova.     Del  meto  di  uu  ellissoide  in  un  fluide  in- 
coinpressibile  ed  indefiiiito.    BattagliDi  G.  Vlll.  325-332.  I87ft 

Um  die  Bewegung  des  Körpers  zu  bestimmen,  bestimmt  der 
Verfasser  die  Bewegung  einer  Flössigkeit,  in  welche  ein  fester 
unbeweglicher  Körper  eingetaucht  ist,  wenn  die  Punkte  der  FltU- 
sigkeit  von  beschleunigenden  Kräften  angegriffen  werden ,  die  io 
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Richtung  und  Intensität  einander  gleich  sind,  und  zwar  für  den 
Fall,  dass  der  Körper  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  ist. 

0. 

Bjerknes.  Om  den  samtidige  Bewaegelse  af  kugelför- 
mige   Legemer  i   et  inkompressibelt  Fluidum.      Forh. 

Christiania.   1869.  205. 

Die  Arbeit  enthält  sehr  ausfuhrliche  Entwickelungen  in  Be- 
zug auf  die  Bewegung  eines  Systems  von  Kugeln  in  einer  in- 
compressiblen  Flüssigkeit  Siehe  auch  „Om  en  Omsoetning  af 
oscillatoriske  Bewaegelser  i  progressive''  von  demselben  Ver- 
fasser (Forhandlinger  i  Videnskabsselskabet  i  Christiauia  Äaret 
1866.  —  Christiania  1869).  Hn.  (Wn.) 

DB  St.  Venant.  Demonstration  dl^mentaire  de  la  for- 
mule  de  propagation  d'une  onde  ou  d'une  intumes- 
cence  dans  un  canal  prismatique;  et  remarques  sur 
les  propagations  du  son  et  de  la  lumifere,  sur  les  re- 
sauts;  ainsi  que  sur  la  distinetion  des  riviferes  et  des 

torrents.     C.  R.  LXXI.  186-195.  1870. 

Wirkt  eine  constante  Kraft  auf  eine  unveränderliche  Masse, 
so  wird  der  letzteren  bekanntlich  eine  gleichförmig  beschleunigte 
Geschwindigkeit  ertheilt.  Wächst  aber  die  Masse,  auf  welche 
die  constante  Kraft  wirkt,  der  Zeit  proportional,  so  wird  dieser 
Masse  eine  constante  Geschwindigkeit  ertheilt;  ein  Fall,  der 
bei  den  Wellenbewegungen  eintritt.  Kennt  man  nun  bei  einer 
Wellenbewegung,  die  sich  in  einem  prismatischen  Räume  fort- 
pflanzt, in  Folge  einer  auf  die  eine  Endfläche  wirkenden  con- 
stanten  Kraft,  die  Verschiebung  des  ersten  Querschnitts  während 
der  Zeiteinheit,  so  kennt  man  damit  die  constante  Geschwindig- 
keit der  während  der  Zeiteinheit  bewegten  Masse.  Setzt  man 
das  Product  aus  dieser  Geschwindigkeit  und  der  in  Bewegung 
gesetzten  Masse  gleich  der  Constanten  bewegenden  Kraft,  so  hat 
man  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit.   Auf  diese  Weise  beweist  Herr  St.  V.  zuerst  die  bekannte 
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Formel  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  longitudinaler  Wel- 
len in  elastischen  [festen  oder  gasförmigen]  Medien: 

wo  £  der  Elasticitätscoefficient;  q  die  Dichtigkeit  ist,  femer  die 
Formel  fUr  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  transyersaler  Wellen 

wo  G  die  Kraft  ist,  welche  tangential  auf  die  Grundfläche  eines 
Prismas  wirkt  und  die  einzelnen  Querschnitte  in  ihrer  Ebene  so 
verschiebt^  dass  die  longitudinalen  Fasern  geradlinig  bleiben  und 
nach  der  Verschiebung  mit  ihrer  ursprünglichen  Richtung  einen 
Winkel  =  i  bilden. 

Ferner  wird  aus  demselben  Princip  abgeleitet  die  Lagrange' 
sehe  Formel  für  die  Geschwindigkeit  von  Wasserwellen  in  einen 
horizontalen  Kanal  von  überall  gleicher  Tiefe  h  und  überall 
gleichem  Querschnitt, 

hier  bedeutet  h  die  Tiefe,  g  die  Constante  der  Schwerkraft  Für 
einen  beliebigen  veränderlichen  Querschnitt  des  Kanals  leitet 
Herr  St.  V.  für  k  die  Formel  ab: 


^-Mr+i-y 


wo  to  der  Flächeninhalt  des  beliebigen  Querschnitts,  /  die  Ldnie, 
in  welcher  derselbe  die  Wi^sserfläche  schneidet,  «  die  Höhe  der 
Welle  ist. 

Hieran  knüpft  Herr  St.  V.  Betrachtungen  darüber,  was  an- 
treten muss,  wenn  das  Wasser  in  einem  Kanal,  in  dem  sich  eine 

Wellenbewegung  mit  der  Geschwindigkeit  k  =  Y^h  forfpflanit, 
vor  der  Wellenbewegung  nicht  in  Ruhe  war,  sondern^  vorwärts 
fliesst,  namentlich  falls  die  eigene  Geschwindigkeit  des  Wassiai 
U  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  k  der  Wellen  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind.  Hier  wird  die  Wirkung  der  Welle  eine 
ganz  verschiedene  sein,  je  nachdem  lP>gh  oder  tP<.gk;  in 
dem  letzteren  Falle  kann  ein  Rücksprung  des  Wassers  stattfindeo. 

Wn. 
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T.  BoüSSiNESQ.  Essai  sur  la  th^rie  des  ondes  liquides 
p^riodiques.     0.  R.  LXVIII.  905-906.  1869. 

)E  Saint -Venant.  Rapport  sur  un  memoire  de  M. 
Boussinesq  relatif  k  la  th^orie  des  ondes  liquides  p^ 
riodiques.    C.  R.  LXX.  360-367.  1870. 

r.  Boussinesq.  Note  compl^mentaire  au  memoire  sur 
les  ondes  liquides  p^riodiques.  —  ^Etablissement  de 
relations  gdndrales  et  nouvelles  eiitre  Tdnergie  interne 
d'un  Corps  fluide  ou  solide  et  ses  pressions  ou  forces 
^lastiques.    C.  R.  LXXI.  400  402.  1870. 

In  den  citirten  Abhandlungen  sind  nur  die  Resultate  einer 
^össeren  Arbeit  zusammengestellt.  Wir  geben  die  bauptsäch- 
iebsten  dieser  Resultate  kurz  an,  indem  wir  uns  einen  genaueren 
Bericht  nach  dem  Erscheinen  der  eigentlichen  Arbeit  vorbe- 
tialten. 

Herr  B.  stellt  ftir  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  neue  Dif- 
ferentialgleichungen auf,  in  denen  nicht  die  Geschwindigkeiten 
1er  einzelnen  Theilchen  figuriren,  sondern  die  Verrück ungeni 
üe  jene  MolecUle  erfahren.  Die  Differentialgleichungen  werden 
albgeleitet  durch  die  Betrachtung  des  Gleichgewichts  eines  recht- 
mnkligen  Parallelepipedons ,  dessen  Kanten  sehr  klein  sind. 
Die  allgemeinen  Gleichungen^  in  denen  die  Yerrückungen  der 
Ecken  jenes  Parallelepipedons  zunächst  beliebige  waren,  werden 
iann  durch  die  Annahme  vereinfacht,  dass  die  Verrückungen 
rar  sehr  klein  seien,  und  die  so  erhaltenen  Gleichungen  werden 
m(  das  Problem  der  Fortpflanzung  von  Wellen  in  der  Flüssig- 
keit angewandt.  Wird  die  Flüssigkeit  durch  zwei  horizontale 
Bbenen  begrenzt,  während  sie  an  den  Seiten  ins  Unendliche  aus- 
dehnt ist,  und  vollführt  ein  sehr  kleiner  Raum  periodische 
Miwingungen,  so  breiten  sich  dieselben  nach  folgenden  Ge- 
»etzen  in  der  Flüssigkeit  aus.  Jedes  Molecül  der  Flüssigkeit 
beschreibt  eine  Ellipse,  deren  Ebene  vertical  ist  und  durch  den 
Blittelpunkt  der  Erschütterung  geht.  Die  grosse  Axe  der  Ellipse 
ist  horizontal;  die  Ellipse  geht  an  der  Oberfläche  in  einen  Kreis 
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über,  am  Grunde  in  eine  gerade  Linie.  Die  Wellenflächen  sind 
nahezu  Kreiscylinder;  ihre  Fortpflanzungsgeachwindigkeit  ist  ver- 
schieden von  der  einer  isolirten  Welle.  Die  Amplitude  der  Be- 
wegung ändert  sich  in  derselben  Horizontalebene  von  einem  von 
der  Cylinderaxe  ausgehenden  Radiusvector  zum  andern,  ist  aber 
für  denselben  Radiusvector  der  Quadratwurzel  aus  der  Entfer- 
nung von  der  Axe  umgekehrt  proportional. 

In  der  dritten  der  oben  citirten  Arbeiten  werden  neue  Aus- 
drücke für  die  elastischen  Druckkräfte  angegeben ;  diese  werden 
dargestellt  1)  durch  die  Verrttckungen,  die  ein  MolecUl  erfahren, 
2)  durch  die  innere  Energie  ^,  die  ihrerseits  wieder  von  fol- 
genden Grössen  abhängt:  In  einem  kleinen  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipedon,  dessen  Kanten  ursprünglich  den  Coordinatenaxen 
parallel  sind,  werden  nach  den  YerrUckungen  die  Kanten  andere 
Längen,  sowie  andere  Richtung  haben.  Die  innere  Ener^e  ist 
nun  eine  Function  der  Dilatationen  der  Kanten^  sowie  ihrer  Ricb- 
tungsänderungen.  Die  aufgestellten  Ausdrücke  sollen  gleich- 
massig  für  feste  und  flüssige  Körper  gültig  sein. 

Wn. 

Beech.     Sur  la  thdorie   des  ondes  liquides  p^riodiques. 

C.  R.  LXVIII.  1099-1101.  1869. 

Für  die  Wellenbewegung  in  einer  unendlich  tiefen  Fltlssig- 
keit  werden  für  die  periodische  Bewegung  der  einzelnen  Mole- 
cüle  einige  Formeln  ohne  Beweis  mitgetheilt;  für  eine  endliche 
Wassertiefe  ist  es  dem  Verfasser  noch  nicht  gelungen,  die  ent- 
sprechenden Formeln  zu  finden.  Nach  den  obigen  Formek 
könnten  sich  die  einzelnen  Molecüle  nur  in  Kreisen  bewegen, 
nicht  in  Ellipsen^  wie  andere  Autoren  annehmen;  am  Grunde 
würde  keine  Bewegung  stattfinden.  —  Wn. 

J.  BoussiNESQ.     Essai    sur   la  throne    de   l'^coulement 
d'un  liquide  par  un  orifice  en  mince  paroi.  0.  R.  LXX. 

33-36,  177-181,  1279-1283.  1&70. 

Bei  der  Theorie  des  Ausflusses  von  Wasser  aus  einer  kleinen 
Oeffnung  in  dünner  Wand  unter  constanter  Druckhöhe  kann  mao, 
wenn  die  Dimensionen  der  Oeffiaung  sehr  klein  sind  gegen  die 
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Dimensionen  der  Flüssigkeit,  annehmen,  dass  ein  Geschwindig- 
keitspotential (p  existirt.  Man  nehme  die  Ebene  der  Oeffnung 
zur  xy  Ebene,  zur  sAxe  die  Normale  dieser  Ebene  nach  dem 
Innern  der  Flüssigkeit;  die  Geschwindigkeitscomponente  parallel 
J5  [— ft>]  sei  =  f(xy)  für  ä  =  0,  wo  /"  überall  =  0  ist  ausser  flir 
die  Punkte  der  Oeffnung,  so  ist  das  Geschwindigkeitspotential 
durch  folgende  Bedingungen  bestimmt:  1)  y  erfüllt  die  Glei- 
chung des  Potentials,  2)  die  drei  ersten  Differentialquotienten 
von  (p  (die  Geschwindigkeitscomponenten)  sind  im  Innern  der 
Flüssigkeit  in  hinreichender  Entfernung  von  der  Mündung  sehr 

klein;  3)  für  üs  =  0  ist  -^  =  —  f(xy).     Diesen    Bedingungen 

genügt  folgender  Ausdruck: 

+  » 


—  06 


ein  Ausdruck,  der  noch  andere  Formen  annehmen  kann,  wenn 
man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  I17  Polarcoordinaten 
einführt. 

Die  Function  f  muss,  wenn  die  obige  Formel  mit  der  Er- 
fahrung übereinstimmen  soll,  an  den  Rändern  und  in  der  Mitte 
der  Mündung  =  0  sein  [weil  die  Randmoleküle;  die  gar  keine 
Bewegung  parallel  z  besitzen,  eher  die  Mitte  treffen,  als  die  über 
der  Mitte  lagernden  Moleküle  dahin  gelangen].  Endlich  muss, 
wenn  h  die  constante  Druckhöhe  ist,  am  Rande  (wo  ja  co  =  0) 
tt'  -|-  fj^  =  2^Ä  sein,  falls  auf  die  Flüssigkeit  nur  der  atmosphä- 
rische Druck  wirkt:  darin  ist  u  =  -7^.  e  =  -S-. 

ox  oy 

Herr  B.  bestimmt  aus  den  ^fUnf  angegebenen  Bedingungen 
die  Form  der  Function  für  zwei  Fälle:  1)  wenn  die  Ausfluss- 
öffnung ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  x  und  y,  unter 
der  weitern  Annahme,  dass  parallel  der  einen  Rechtecksseite  (x) 
keine  Bewegung  stattfindet;  2)  wird  der  Fall  behandelt,  dass 
die  Ausflussöffnung  ein  kleiner  Kreis  ist. 

Für  den  ersten  Fall  wird 
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WO  b  die  Breite  der  Oeffnung  ist.  Bricht  man  die  Reihe  bei  e 
ab,  Bo  ergiebt  die  Bedingung,  dass  v^  =  2gk  fbr  die  Rftnder  der 
Mündung  ist: 

3^   /5-r 

Die  Ausflussmenge  wird  dann  y 2  6|/2piir=  0^6283.  26}^ 

wodurch  die  contractio  venae  für  diesen  Fall  der  Erfahrung  ge- 
mäss dargestellt  wird. 

Für   die   kreisförmige  Mündung   vom  Badius  R  ist,    wen 

Hier  nimmt  Herr  B.  an,  dass  c  =  0  sei  und  bricht  die  Beibe 
bei  &'  ab;  dann  ergiebt  sich 


c'  =  : 

Iß    •  %ß    •   ■  7» 

628 

^igh. 

Die 

Ausflussmenge  ist: 

.„  nn  — 

0,6566  j 

nR*^2gh. 

Die  Abweichung  des  Gontractionscoefflcienten  von  dem  dnrA 
die  Erfahrung  ermittelten  ist  hier  grösser  als  im  vorigen  Bei- 
spiel, was  auf  Kosten  der  grösseren  Beibung  zu  setzen  ist  Beia 
Ausfluss  von  Gasen,  wo  die  Beibung  geringer  ist,  ist  in  der  Thtt 
der  beobachtete  Contractionscoef&cient  0,65. 

Die  erwähnten  Formeln  haben,  den  Mangel,  dass  in  der 
ersten  fttr  y  =  6  / j ,  in  der  zweiten  für  r  =  Ä  >^l  f  ungefähr  des 

Werth  iyi7^2gh  annimmt,  wodurch  der  Druck  der  Flüssigkeit 
geringer  als  der  der  Atmosphäre  wird.  Es  wird  daher  als  wei- 
tere Annäherung  gesetzt: 

,«=e|;o_i;)[,+„(,_4+^ii)] 

Die  Bedingung,  dass  für  diese  Werthe  von  f  die  Antfoss- 
menge  dieselbe  sei  wie  für  den  Fall  m  =  0  oder  m^  =  0,  liefert 
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Gleichungen  zur  numerischen  Bestimmung  der  CoeflBcienten  k,  U^ 
k^j  k\,  wobei  m  und  m^  nahe  =  1  gesetzt  werden. 

Die  Ansicht  von  Navier,  wonach  in  allen  Punkten  der  Aus- 

flussöffnung   dieselbe  Geschwindigkeit  y2gh^   aber  in  verschie- 
dener Richtung  stattfindet,  verwirft  der  Verfasser.  Wn. 

D'EsTOCQUois.     Note    sur  le  mouveinent    des    liquides. 

C.  B.  LXVIII.  1207-1209.  1869. 

Unter  der  Annahme,  dass  ein  Geschwindigkeitspotential  q> 
existirt,  welches  nur  von  zwei  Coordinaten  y  und  z  abhängt,  ist 
eine  Lösung  der  hydrodynamischen  Gleichungen: 

(f  =  Ae°y»\na'z; 

and   es  ist  ferner  die  Geschwindigkeit  parallel  y  =  '-:rr^   ^i® 


f 


parallel  s  =  -,  -,  während  parallel  x  keine  Bewegung  des  Was- 
sers stattfindet.    Nimmt  man  nun  die  xy  Ebene  als  horizontale 
obere  Grenze  der  Flüssigkeit,  z  vertical,  so  kann  man  durch  die 
obige  Formel  den  Ausfluss  des  Wassers  unter  constanter  Druck- 
höhe darstellen  und  erhält  für  eine  rechteckige  Oeffnung,  deren 
'    Seiten  parallel  x  und  y,   eine   contractio  venae   an  den  Seiten, 
f   die  parallel  y  sind.    Der  Winkel,  den  die  Randstrahlen  mit  der 
.    Yerticalen  bilden,   ist  nach   den   obigen  Formeln,   wenn  k  die 

I  Dmckhöhe  ist,  ha;  die  gesammte  Geschwindigkeit  ist  y2ghy 
aber  nicht  parallel  z. 

Es  ist  somit,  falls  parallel  x  keine  Bewegung  stattfindet, 
ans  den  hydrodynamischen  Gleichungen  die  Möglichkeit  der  con- 
tractio venae  abgeleitet. 

Aehnlich  erklärt  schon  Navier  die  contractio  venae  dadurch, 
dass  alle  Strahlen  dieselbe  Geschwindigkeit,  aber  verschiedene 
Richtung  der  Geschwindigkeit  haben.  Wn. 

DE  Saint- Venant.  Rapport  sur  im  memoire  de  Mr. 
Maurice  Le'vy  relatif  k  rhydrodyiiaraique  des  li- 
quides horaogfenes  k  leur  dcoulement  rectiligne  et  per- 
manent.    C.  R.  LXVIII.  582-590.  1869. 

Die  Arbeit  des  Herrn  L^vy,  von  der  hier  nur  die  Resultate 

Foruchr.  d.  Matli.  II.   3.  50 
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mitgetheilt  werden,  beschäftigt  sich  mit  dem  Einfluss  der  Reibang 
auf  die  regelmässige  Bewegung  der  Flüssigkeiten.  Navier  nimmt 
bekanntlich  an^  dass  bei  der  Bewegung  des  Wassers  zwei  Thdl- 
chen  auf  einander  eine  dynamische  Wirkung  austtben,  die  tine 
Function  des  Abstands  beider  Theilchen  ist,  multiplicirt  mit  dfi 
Geschwindigkeit,  mit  der  sich  beide  Theilchen  nähern  oder  voi 
einander  entfernen.  Daraus  ergiebt  sich  ftlr  die  Reibung  zweiv 
Wasserschichten  auf  einander  ein  Ausdruck  von  der  Form 

wo  0  die  Geschwindigkeit  ist,  n  die  Normale  beider  Schiebten, 
£  eine  Constante.    Dupuit  nimmt  statt  dessen  eine  Reihe,  ik 

nach  Potenzen  von   -r-  fortschreitet.    Herr   Livy   verwirft  & 

letztere  Annahme  und  nimmt  daftir  an,  die  Reibung  sei  niek 
nur  von  dem  ersten,  sondern  auch  von  den  höheren  Differ®- 
tialquotienten  der  Geschwindigkeit  abhängig.  Er  theilt  die  Rei- 
bung zwischen  2  Schichten  in  zwei  Componenten,  eine  zur  Trci- 
nungsfläche  normale  und  eine  tangentiale;  für  beide  setzt  er 
Reihen,  die  die  sämmtlichen  Differentialquotienten  der  Geschwin* 
digkeitscomponenten  enthalten.  Die  Bedingung,  dass  diese  Aus- 
drücke bei  einer  Aenderung  des  Coordinatensystems  ungefindert 
bleiben,  giebt  eine  Vereinfachung;  es  fallen  z.  B.  alle  gradtt 
Differentialquotienten  fort.  Die  Formeln  werden  angewandt  «ri 
die  Reibung,  die  in  einem  gleichförmig  fliessenden  Strom  aaf 
einer  horizontalen  Fläche  in  der  Tiefe  z  stattfindet,  falls  dii 
Breite  sehr  gross  gegen  die  Tiefe  ist.  Hier  ist  die  Componente 
der  Reibung  parallel  x  [d.  h.  parallel  der  Richtung,  in  der  das 
Wasser  fortfliesstj 

WO  u  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  parallel   Xy  E^  und  £, 
Constante  sind. 

Der  Herr  Verfasser  bricht  die  Reihe  beim  zweiten  Gliede 
ab  und  setzt,  um  die  Gleichförmigkeit  der  Bewegung  auszu- 
drücken, diese  verzögernde  Kraft,  [auf  die  Flächeneinheit  bezo- 
gen] gleich  der  beschleunigenden  Kraft  JZr«;  wo  i  das  Gefille, 
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11  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  bedeutet,  und  findet  durch 
Integration  der  Gleichung  fllr  die  Geschwindigkeit  die  Formel 

u  =  ^^  +  A  cosz.  |/^+  ß.sin^^.  ^|l  +  C, 

worin  A,  ß,  C  willkürliche  Constante  sind. 

E 

Diese  Formel  stimmt,   wenn   man  -rr  sehr  klein  annimmt, 

mit  den  von  Bazin  aufgestellten  empirischen  Formeln  gut  ttber- 
ein.  Herr  St.  Yenant  bemerkt  zu  der  Arbeit,  dass  dieselbe  als 
ein  gelungener  Versuch  zu  betrachten  sei,  die  Theorie  mit  den 
Beobachtungen  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  wenn  man 
die  Annahme  der  Regeluiässigkeit  der  Bewegungen  macht,  dass 
es  aber  höchst  zweifelhaft  sei,  ob  diese  Annahme  der  Wirklich- 
keit entspricht.  Wn. 

DE  Saint-Venant.  Note  sur  les  valeurs  qua  prennent 
les  pressions  daiis  un  solide  ^lastique  isotrope  lorsque 
Ton  tient  compte  des  d^rivdes  d'oi-dre  sup^rieur  des 
d^placements   trfes-petits  que   leurs  points   ont  dprou- 

V^S.        C.  R.  LXVIII.  569-571.  1869. 

Herr  de  St.-Venant  ist  durch  die  Arbeit  des  Herrn  L6vy 
(siehe  p.  741.)  veranlasst  worden,  die  höheren  Derivirten  auch  bei 
den  Formeln  für  den  Druck  im  Innern  eines  elastischen  Kör- 
pers noch  zu  berücksichtigen.  Die  vorliegende  Arbeit  enthält 
die  dadurch  gewonnenen  Formeln.  0. 

P.  BüiLEAU.  Memoire  sur  les  bases  de  la  th^orie  du 
regime  uniforme  des  courants  liquides.    Liouvüle  J.    (2) 

XIV.  361-378.  1869. 

P.  BoiLEAU.  Memoire  sur  la  d^tennination  du  travail 
latent  dans  les  systfemes  k  mouvements  uniformes  ou 
uniformement  p^riodiques.   C.  R.  Lxx.  838-840.  1870. 

P.  BoiLEAU.     Nouvelles  ^tudes    sur  les  eaux   courants. 

C.  R.  LXIX.  862-864.  1869. 

Für  die  Bewegung  des  Wassers  in  Flüssen  und  Kanälen 
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fehlt  es  bisher  noch  an  einer  genttgenden  Theorie.  Der  Ver- 
fasser sucht  die  GrundzOge  einer  solchen  aufzustellen,  indem  er 
den  Begriff  der  inneren  latenten  Arbeit  der  Wassertb eilchen  eil- 
fahrt,  durch  welche  ein  Theil  der  Arbeit  der  Schwerkraft  absor- 
birt  wird,  so  dass  nicht  die  ganze  Schwerkraft  zur  Fortbewe- 
gung des  Wassers  verwandt  wird.  Da  sich  der  Verfasser  aber 
über  die  Natur  der  inneren  latenten  Bewegungen  keine  Vorstel- 
lungen bildet,  so  hat  man  keinerlei  Anhalt  zur  Berechnung  ihra 
Einflusses  a  priori.  Dasselbe  gilt  von  dem  Einfluss  der  Reibung 
der  FlUssigkeitstheilcheu  gegen  einander  und  an  der  festen  Waai 
Es  sind  daher  die  Formeln  des  Verfassers  als  rein  empirisebe 
zu  betrachten.  Die  Formeln  beziehen  sich  auf  das  in  der  Zeü- 
einheit  durch  den  Querschnitt  gehende  Wasserv'olumen,  wenn 
bekannt  sind:  das  Gefälle,  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  die 
mittlere  Geschwindigkeit,  der  Theil  der  Schwerkraft,  der  zu  den 
inneren  latenten  Bewegungen  verwandt  wird,  etc. 

In  der  letzten  Arbeit  giebt  der  Verfasser  eine  empirische 
Formel  für  die  Abhängigkeit  der  Wasser-Geschwindigkeit  t)  von 

der  Tiefe  a: 

t?  =  i4  —  ßa'  +  Cs, 

während  man  bisher  c  =  i4  —  Bz>*  annahm.  Wn. 

F.  Grashof.     Huniphreys'  und  Abbot's  Theorie  der  Be- 
wegung   des    Wassers    in   Flüssen   und  Kanälen.     2- 

dtech.  iDg.  XIII.  289-299.  353-363.  481-489.  1869. 

Eine  ausfllhrliche  Besprechung  des  Werkes  von  Humphreys 
und  Abbüt,  verbunden  mit  einer  Kritik  der  Zusätze,  die  H.  Gre- 
benau  seiner  Uebersetzung  hinzugefügt  hat.  Namentlich  wird 
die  „experimentelle  Theorie",  wie  die  Herren  Humphreys  und 
Abbot  ihre  Arbeit  genannt,  mit  den  Resultaten  der  Rechnung  in 
Verbindung  gebracht.  0. 

H.  Eesal.     Sur  la  question    du  mouvement  relatif .  de 
Teau  dans  les  aiibes  de  la  roue  Poncelet.    C.  R.  LXIX. 

1184-1185.     1869. 

Um  die  Bewegung  des  Wassers  in  unterschlächtigen  Rädern 
zu  bestimmen,  wird  folgendes  Problem  behandelt:    Es  soll  die 
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F  relative  Bewegung  eines  Punktes  bestimmt  werden,  der  auf  einer 
in  einer  Verticalebene  liegenden  Curve  fällt,  während  die  Curve 
sieb  gleichförmig  um  einen  Punkt  dieser  Ebene  dreht.  Es  wer- 
den die  Differentialgleichungen  angegeben,  falls  die  Curve  eine 
gerade  Linie,  ein  Kreis  oder  eine  beliebige  Curve  ist.  Fttr  den 
ersten  Fall  existirt  ein  Integral  in  geschlossener  Form,  für  den 
zweiten  Fall  lässt  sich  die  Gleichung  durch  eine  Reihe  integriren, 
die  nach  Potenzen  der  Zeit  fortschreitet,  während  für  den  dritten 
(allgemeinen)  Fall  die  Gleichung  nur  unter  bestimmten  An- 
nahmen integrabel  zu  sein  scheint.  —  Wn. 

J.  BoussiNESQ.  Theorie  des  experiences  de  Savart,  sur 
la  forme  quo  prend  uiie  veiiie  liquide  aprfes  s'§tre 
choquee  contra  uii  plan  circulaire.     C.  R.  LXIX.   45-48. 

128-132.  1869. 

Lässt  man  einen  Fltissigkeitsfaden  vertical  gegen  den  Mittel- 
punkt einer  kleinen  ebenen  Kreisscheibe  fallen,  so  breitet  sich 
die  Flüssigkeit  zu  einer  Rotationsfläche  aus,  deren  Axe  vertical 
ist  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  geht.  Ein  Stück 
unterhalb  der  Scheibe  zerfällt  die  Fläche  in  einzelne  Tropfen. 
Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  laugsam  genug,  so  nähert  sich 
die  Flüssigkeit  der  Rotationsaxc  und  schliesst  sich,  ehe  sie  in 
-i  Tropfen  zerfällt.  Diese  Beobachtung  von  Savart  unterwirft 
Herr  B.  der  Rechnung  unter  folgenden  Annahmen:  Die  Bewe- 
gung des  Wassers  auf  der  ganzen  Fläche  sei  stationär,  die  sehr 
I  geringe  Dicke  der  FlUssigkeitsmasse  sei  überall  constant,  die 
i  Bewegung  in  allen  Meridianebeucn  sei  dieselbe ;  auf  die  Flüssig- 
^  keit  «endlich  mögen  ausser  der  Schwere  nur  Capillarkräfte  wirken, 
deren  Intensität  k^C  [k  eine  Constante,  Cdie  mittlere  Krümmung 
der  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte],  und  deren  Richtung  die 
Normale  der  Fläche  ist.  Es  werden  die  beiden  Differentialglei- 
chungen des  Problems  aufgestellt,  deren  Integration  flir  die  Ge- 
schwindigkeit dieselbe  Gleicimng  liefert,  wie  ohne  die  Wirkung  der 
Capillarkräfte.  Ausserdem  ergeben  sich  zwei  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  zwischen  den  Coordinaten  jedes  Punktes 
der  Meridiancurve  und  dem  Bogen  jener  Curve.  Durch  Discus- 
bion  dieser  Gleichungen  werden  die   hauptsächlichsten  Erschei- 
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nungen  der  Bewegung  abgeleitet.  Ausserdem  wird  untersucht, 
unter  welchen  Bedingungen  die  Gestalt  der  Fläche  stabil  ist 
Für  einen  Specialfall  werden  endlich  noch  die  erwähnten  Diffe- 
rentialgleichungen nähernngs weise  integrirt  und  das  Resulüit 
mit  der  Savart'schen  Beobachtung  verglichen.  Wn. 

M.  Levy.  Sur  un  systfeme  tr^s  simple  de  vanne  k  d^ 
bit  constant  sous  pression  variable.     C.  R.  LXlX.    1128- 

1132.    1869. 

Um  durch  eine  Schleuse  bei  beliebigem  Zufluss  des  Wassen 
stets  dieselbe  Wassermenge  hindurchfliessen  zu  lassen,  schllgt 
Herr  L.  folgende  Constraction  vor.  Das  Schutzbrett  der  Schleuse 
soll  um  eine  horizontale  Axe  drehbar  sein;  stromabwärts  toa 
diesem  Brett  üiesst  das  Wasser  in  einen  gemauerten  Kanal, 
dessen  Längsprofil  am  Grunde  durch  eine  Curve  begrenzt  wird, 
die  von  dem  Schleusenbrett  ab  allmählich  steigt.  Wird  der  Zu- 
fluss des  Wassers  grösser,  so  wird  sich  das  anfänglich  verti- 
cale  Schleusenbrett  in  Folge  des  vermehrten  Druckes  drehen. 
Wäre  der  Boden  des  Abflusskanals  horizontal,  so  würde  jetxt 
durch  die  vergrösserte  Oefi'nung  mehr  Wasser  abfliessen.  Wegen 
der  gekrümmten  Gestalt  des  Kanals  wird  aber  durch  die  Dr^ 
hung  des  Bretts  die  Ausflussöfi*nung  verkleinert.  Herr  L.  stellt 
sich  die  Aufgabe,  welches  muss  die  Form  der  Bodeneurve  sein^ 
damit  bei  variirendem  Zufluss  stets  gleich  viel  Wasser  abfliesst 
Mit  Hülfe  von  empirischen  Formeln  werden  für  die  Erf&lluD| 
der  geforderten  Bedingungen  zwei  Gleichungen  aufgestellt,  am 
denen  man  die  Gestalt  der  Curve  ableiten  könnte.  Herr  L.  be- 
stimmt die  CuiTC  nur  graphisch  durch  Gonstruction  der  Kreise, 
deren  Einhüllende  jene  Curve  ist.  Wn. 

(Jhällis.  A  iiew  discussion  of  tlie  mathematical  theory 
of  oceanic  currents.  Phil.  Mag.  (4)  XXXIX.  18-32.  266-275, 
1870. 

Die  zweite  Arbeit  ist  eine  Vervollständigung  der  ersten,  die 
zum  Theil  irrthUmlich  war.  Die  Methode  der  Lösung  basirtaui 
der  gewöhnlichen  hydrodynamischen  Gleichung: 
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ir  Verfasser  setzt  voraus,  dass  der  Mond  sich  in  der  Ebene 
8  Aequators  bewege,  indera  er  durch  Annahme  gewisser  Win- 
ilgeschwindigkeiten  die  Erde  als  ruhend  betrachtet.  Dadurch 
LDD  er  die  Flutbewegung  als  oscillatorisch.  betrachten,  so  dass 
Ix  -f-  t>äy  -f-  ^dz  als  yollst&ndiges  Differential  (d(p)  angesehen 
erden  kann.  Zu  diesen  Principien  nimmt  der  Verfasser  ein 
iues  hinzu,  das  in  Folgendem  besteht:  Es  sei  (a)  durch  die 
ibstitutioncn  x  =  r  cos  X  cos  0,  y  =:  r  cos  A  sin  0,  «  =  r  sin  X  in 
3larcoordinaten  transformirt.    Dies  ergiebt: 

d^rcf  i  d*rq>        l   d^rrf      tang  A      drcp  __  ^ 

ezeichnet  man  diese  Gleichung  mit  0  =  0,   so  ist  das  neue 

rincip: 

d0  d0  d^ 

-——0    -——0  =  0 

dr   ~  ^'     dd  "  "'     dX        "• 

Csy.  (0.) 
\  K.  Abbott.     On  some  propositions  in  the  theory  of 

tldes.     Phil.  Mag.  (4)  XXXIX.  49-52.  187Ö. 

Die  Arbeit  enthält  elementare  Beweise  für  folgende  Behaup- 
iDgen:  1)  Wenn  es  keine  Reibung  giebt;  würde  unter  dem 
onde  niedrig  Wasser  sein.  2)  Die  Reibung  beschleunigt  die 
Biten  von  hoch  und  niedrig  Wasser.  3)  Es  giebt  neben  der 
icillatorischen  Bewegung  des  Wassers  einen  constanten  Strom, 
5r  durch  die  Wirkung  des  Mondes  hervorgerufen  wird.  4)  Die 
eij>ung  hat  die  Wirkung,  die  Länge  des  Tages  zu  vergrössem. 

Csy.  (0.) 
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Potentialtheorie. 

P.  G.  Tait.      On    Green's    and    other    allied    theorems. 

Trans,  of  Edinb.  XXVI.  I.  69-84.  1870. 

Der  Verfasser  ward  ursprünglich  gefllhrt  auf  das  Studina 
der  Quaternionen  durch  Hamilton's  bedeutungsvolles  Operations- 
zeichen 

^=  »-TT-  +J   -XT  +  * 


dx  dy  dz  ^ 

in  dem  t,  j,  k  die  Hamilton'schen  Quaternionen  bedeuten.  Der  Er- 
finder derselben  hatte  auf  ihre  weitgehende  Anwendbarkeit  in  der 
Physik  mehrfach  hingewiesen  (LecturesonQuaternion8§620).  Aber 
zu  dem  Zwecke  war  es  wUnschenswertb ,  eine  bestimmte  Inte- 
gration zu  haben,  die  auf  Quatertionen-Symbole  anwendbar  wäre; 
und  dieser  Mangel  war  von  Hamilton  noch  nicht  gehoben.  Hen 
Tait  hat  durch  einen  einfachen,  wenn  auch  nicht  rein  directen 
Process  diese  Lücke  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ausgefUlt, 
so  weit  als  die  Anwendung  der  Quaternionen  auf  Fragen,  die 
mit  der  Potentialtheorie  in  Verbindung  stehen,  es  erfordeit 
Dadurch  ist  es  ihm  möglich  geworden,  sehr  einfache  Bewein 
fllr  Green's  Theorem  und  andere  verwandte  Sätze  zu  gebeiL 
Die  Rechnung  mit  Quaternionen  lässt  sich  in  der  Folge,  ohae 
ihre  eigenen  Vortheile  einzubUssen,  auf  mannigfache  allgemein 
Theorien  anwenden,  auf  Anziehung,  Hydrodynamik  etc.  Zi 
einem  der  allgemeinen  Theoreme  wäre  der  Verfasser  beriiti 
1860  gelangt,  wenn  er  einen  im  Quart.  J.  (Quaternion  investi- 
gation  of  the  potential  of  a  closed  circuit)  behandelten  specielleB 
Fall  mit  Hülfe  der  hier  entwickelten  Principien  verallgemeinert 
hätte.  Cly.  (M.) 

A.  K.  GrOnwald.     Zur  Theorie  des  Potentiales.     Schlö- 

milch  Z.  XIV.  521-624.  1869. 

Clausius  hat  in  seiner  bekannten  Arbeit  über  das  Potential 
einen  ausfübrlicheu  Beweis  für  die  bekannte  Gleichung: 
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geliefert  Herr  Gr.  erhebt  nun  den  Anspruch,  in  obiger  Mit- 
theilung einen  ebenso  strengen  und  bedeutend  kürzeren  Beweis 
zu  geben;  in  Wirklichkeit  beweist  er  aber  nur  Folgendes:  Ist  V 
das  Potential  eines  beliebig  vertheilten  Agens  von  überall  end- 
licher Dichtigkeit,  und  hat  letztere  innerhalb  einer  beliebig  klei- 
nen Kugel   den  constanten  Werth  k^^  so   ist  innerhalb   dieser 

Kugel 

JV  =  —  Ank^. 

Der  Beweis  hierfllr  lässt  sich  allerdings  kurz  genug  fassen. 

B. 

J.  MouTiER.     Sur  la  fonctiou  potentielle  et  le  potentiel. 

Nouv.  Ann.  (2)  IX.  472-478   489-505.  1870. 

Enthält  eine  elementare  Darstellung  der  einfacheren  Sätze 
aus  der  Potentialtheorie  und  der  Elektrostatik,  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  die  Theorie  der  Leydener  Flasche. 

B. 

E.  Mathieu.     Sur  la  gen^ralisatlon    du  premier    et  du 

second   potentiel.    Liouville  J.  XV.  117-133.  1870. 

Unter  der  Bezeichnung  ^erstes  und  zweites  Potential"  wer- 
den hier  die  Ausdrücke 

r  =  / und  II?  =   /  rdm 

verstanden;  dm  bedeutet  das  Massenelement  eines  Körpers;  fer- 
ner ist  r'  =  (x—x'y  +  (y— yO'  +  (*""*0'>  wo  a?'  y'  %!  die  Coor- 
dinaten  von  dm  und  xy^  die  eines  beliebigen  Punktes  P  sind. 
Wenn  k  die  Dichtigkeit  in  P  bezeichnet,  so  folgt  aus  der  leicht 
zu  erweisenden  Relation  zrfir  =  2©,  dass  J {Jtd)=  —  4Lnk  oder 
=  0  ist^  je  nachdem  P  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Körpers 
liegt.  In  einer  früheren  Arbeit  hatte  Hr.  Mathieu  die  Functionen 
t)  und  w  näher  untersucht  und  speciell  nachgewiesen,  dass  jede 
Function  ir,  welche  der  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
/i  C/ho)  =  0  und  ausserdem  noch  bestimmten  Grenz-  und  Stetig- 
keitsbedingungen genügt,  sich  darstellen  lässt  als  die  Summe  des 
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eraten  und  des  zweiten  Potentials  einer  und  derselben  mit  Masse 
belegten  Fläche,  wobei  jedoch  die  zu  den  beiden  Potentialen  ge- 
hörigen Massenbelegungen  von  einander  verschieden  sind. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  sind  nun  die  so  erhalteneu  Re- 
sultate dahin  verallgemeinert,  dass  für  r'  der  Ausdruck 

Qc-afy        Cy^y'y      (^-Q' 
A        '^       B       '^       C 
und  entsprechend  Hlr  J  das  Symbol 

xQ*  -^3'  ^* 

3  =  ä4:,  +  b4:,  +  C  ^ 


gesetzt  wird.  Die  Entwickelung  der  früher  gefundenen  Sätze 
für  diesen  allgemeineren  Fall  bietet  keine  irgendwie  erheblichen 
Schwierigkeiten.  Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die 
Differentialgleichungen  dw  =  0  und  5(3fo)  =  0  für  die  Wärme- 
und  Elasticitätstheorie  krystallinischer  Körper  dieselbe  Rolle 
spielen,  wie  die  Gleichungen  Jfo  =  0  und  J(^/lto)  =  0  bei  iso- 
tropen Medien.  B. 

E.  Mathieu.  Memoire  sur  T^uation  aux  diflP^rences 
partielles  du  quatrifeme  ordre  JJu  =  0  et  sur  TÄjui- 
libre  d'eHasticit^  d'uii  corps  solide.    Liouville  J.   (2)    XIV. 

378-421.  1869.    C.  R.  LXIX.  1019-1021.  1870. 

Setzt  man 

so  ist  die  Bedeutung  des  Resultats  der  wiederholten  Operation 
J/Ju  unmittelbar  verständlich.  Während  nun  die  Theorie  der. 
Lösungen  der  Gleichung  Ju  =  0  und  ihre  Anwendung  auf  die 
Potentiale  in  der  Lehre  von  der  Anziehung,  der  Elasticität  und 
der  Temperaturbewegung  als  bekannt  angenommen,  die  dahin 
gehörigen  Sätze  jedoch  noch  einmal  zusammengestellt  werden, 
besteht  die  gegenwärtige  Arbeit  darin,  analoge  Sätze  f&r  die 
Lösungen  der  Gleichung  JJu  =  0  zu  entwickehi ,  und  darauf 
die  Berechnung  des  Gleichgewichts  der  Elasticität  in  einer  de- 
formirten  Platte,  welche  zu  eben  jener  Differentialgleichung  fllhrt, 
zu  gründen.    Hierbei  führt  der  Verfasser  den  Begriff  eines  zwei- 
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ten  Potentials  ein.  Bezeichnet  nämlich  r  den  Abstand  zweier 
Körperelemeute  {abc)  und  (xyz),  so  ist 

i  2 

J —  =  0;  Jr  =^  — ;  also  JJr  =  0, 
r  r 

und  insofern  dem  ersten  Potential  /—  dw  als  zweites  Potential 

die  Grösse    /  Qrdw  analog. 

Zunächst  wird  von  der  bekannten  Relation 

/t>Ju  dio  —  /uJvdw  =  /^3— ö^  ~  /"p~  ^^' 

wo  dw  ein  Körperelement,  da  einöElement  der  Oberfläche,  dn 
ein  normales  Linienelement  nach  der  Aussenseite  hin  bezeichnet, 
ausgehend  die  analoge  Formel  entwickelt: 

/m  JJu'  dw  —  I  u!  JJu  dw  =  /(  «*-p W  -^ — jda 

Hiervon   wird  Anwendung   gemacht   auf  den  Fall   u'  =  r. 

Dazu  war  es  nöthig,  den  Punkt  (abc),  in  welchem  —  unstetig 

wird,  durch  eine  um  denselben  beschriebene  Kugelfläche  abzu- 
Bchliessen.    Man  findet  alsdann: 

ön 

Statt  r  kann  man  nun  eine  Function  v!  von  a,  b,  c  setzen, 
welche  der  Gleichung  JJu'  =  0,  bezogen  auf  a,  b,  c  genQgt,  und 
auf  der  Innenseite  stetig  ist. 

Unter  den    weiteren  Sätzen  sind  die  folgenden  zu  nennen: 

Auf  einer  Fläche  a  lässt  sich  immer .  eine  Massenschicht,  und 
zwar  nur  auf  eine  Weise,. so  vertheilen,  dass  das  zweite  Poten- 
tial auf  der  Fläche  einen  gegebenen  Werth  hat. 

Jede  Function  m,  welche  auf  der  Innenseite  von  a  der  Glei- 
chung JJu  =  0  genügt  und  neben  ihren  Differentialquotieuten 
bis  zur  dritten  Ordnung  stetig  ist,  ist  die  Summe  eines  ersten 
und  eines  zweiten  Potentials  je  einer  Schicht  auf  der  Fläche, 
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Es  existirt  immer  eine,  und  zwar  nur  eine  Function  «, 
welche  auf  der  Innenseite  von  a  der  Gleichung  JJu  =  0  ge- 

nügt,   in  obigem  Sinne   stetig  ist,   und  deren  Werth    nebst  -rr- 

auf  der  Fläche  gegeben  ist;  desgleichen,  wenn  du  statt  -rr-  ge- 
geben ist. 

Genügt  eine  stetige  Function  von  der  Form 
M  =  AR  +  B  costS"  +  CsintS"  cost/;  -|-  D%\xi&  sini/;, 
wo  R  Radiusvector,  &  Breite,  \p  Länge,  A,  jB,  C,  D  Constante 
fbr  einen  festen  Anfangspunkt  sind,  auf  der  Aussenseite  von  o 
der  Gleichung  JJu  =  0  für  sehr  grosse  /2,  so  ist  sie  die  Summe 
eines  ersten  und  eines  zweiten  Potentials  je  einer  Schicht  auf 
der  Fläche. 

Es  wird  dann  weiter  von  der  Gestaltung  der  Formeln  und 
Sätze  in  Anwendung  auf  die  Ebene  gehandelt,  und  schliesslich 
die  Berechnung  der  zwei  Potentiale  durch  Keihenentwickelun^ 
beim  Gleichgewicht  der  Elasticität  in  einer  kreisförmigen  und 
einer  elliptischen  Platte  durchgeführt.  H. 

• 

DE  Saint -Venant.  Sur  un  potentiel  de  deuxifeme 
espece,  qui  resout  r^quation  aux  difterences  partielles 
du  quatrifeme  ordre  exprimaiit  requilibre  Interieur  des 
solides  elastiques  amorphes  non  isotropes.    C.  R.  LXIX. 

1107-1110.     1869. 

Bei  der  Lösung  des  Problems  des  Gleichgewichts  elastischer 
Körper  sind  Difl'erentialgleicliungen  von  folgender  Form  zu  lösen: 


+  c-3 


Die  Gleichung  1),   welche   fUr  a  =  b  =  c  in   die  Gleiehuog 
des  Putentials  übergeht,  wird  erfüllt  durch: 
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f(aßr)dadßdr 

Die  durch  die  Gleichung  2)  bestimmte  Function  nennt  Lam6 
ftlr  den  Fall  a  =  b:=c  Potential  der  zweiten  Gattung. 
Die  Lösung  dieser  Gleichung  ist: 

In  beiden  Integralen  ist  f  (aßy)  eine  willkürliche  Function; 
die  Integration  ist  auszudehnen  ttber  alle  Elemente  eines  belie- 
bigen Körpers.  Wn. 

W.  V.  Bkzoli).     Einige  analoge  Sätze  der  Photometrie 
und  Anzieliungslehre.    Pogg.  Ann.  CXLI.  91-94.  1870. 

Da  ein  leuchtender  Punkt  von  der  Intensität  t  ein  Flächen- 
element, dessen  Normale  mit  der  Verbindungslinie  jden  Winkel  a 
bildet,  in  der  Entfernung  r  mit  der  Helligkeit  beleuchtet: 

H  =  -Y  cos«, 

80  lässt  sich  H  sowohl  für  einen,  als  fUr  eine  Anzahl  leuchten- 
der Punkte  ebenso  darstellen,  wie  die  Anziehungscomponente 
nach  irgend  einer  llichtung  sich  durch  das  Potential  darstellen 
lässt : 

du  ' 
hier  ist  ?i  die  Normale  des  Flächenelements,  U  der  Ausdruck 
des  Potentials,  das  man  erhält,  wenn  man  die  leuchtenden  Punkte 
als  materielle  betrachtet,  deren  Massen  den  Intensitäten  der 
Lichtquellen  proportional  sind.  Aus  diesem  Ausdruck  lassen 
sich  für  die  Lichtintensität  analoge  Sätze  ableiten,  wie  in  der 
Potentialtheorie,  wobei  den  Niveauflächen  Flächen  gleicher  Hel- 
ligkeit entsprechen.  Wn. 

C.  Neumann.     Zur  Theorie  des  Potentiales.    Clebsch  Ann. 

IL  514.     1870. 

Ziehen  sich  zwei  materielle  Punkte  in  einer  Ebene  propor- 
tional ihren  Massen,   umgekehrt  proportional    ihrer  Entfernung 
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an,  so  lägst  sich  eine  Kreisperipherie  so  mit  Masse  belegen,  dass 
die  Wirkung  derselben  auf  äussere  (innere)  Punkte  identisch  \st 
mit  der  Wirkung  eines  beliebigen  inneren  (äusseren)  Punkt« 
von  bestimmter  Masse.  Dieser  Satz  ist  ohne  Beweis  mitgetheüL 
und  seine  Erweiterung  nicht  nur  auf  den  Raum,  sondern  aneh 
auf  eine  beliebige  einfache  Mannigfaltigkeit  angedeutet. 

B. 

E.  Päd  o VA.      Sopra    due    teoreiui    del    Sgr.    Neumano. 

Battglini  G.  VIII.  296-301.    1870. 

Herleitung  der  in  dem  vorangehenden  Referat  angegebesei 
Sätze  und  ihrer  Verallgemeinerung  fllr  n-fache  Mannigfaltigkeii 

B. 

F.  Lucas.     Nouvelles  propriet^s  de  la  fonction   poten- 
tielle.    C.  R.  LXX.  1397-1400.    1870. 

I 

Der  Verfasser  theilt  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe,  je- 
doch ohne  Beweis  mit:  Es  sei  ein  System  von  iV Atomen  gegeben; 
die  Wirkung  der  äusseren  und  inneren  Kräfte  sei  so  beschaffeoi 
dass  ein  Potential  existirt  und  das  System  im  Gleichgewicht  ist 
Man  soll  nun  die  Bewegung  jedes  einzelnen  Atoms  in  geschlos- 
sener Form  ermitteln,  wenn  dasselbe  um  eine  beliebige  Strecke 
aus  seiner  Ruhelage  verschoben  wird  und  eine  beliebige  An- 
fangsgeschwindigkeit erhält,  vorausgesetzt,  dass  jene  Verschie- 
bungen unendlich  klein  seien,  im  Vergleich  mit  der  gegenseitiges 
Entfernung  der  Atome. 

Der  Verfasser  beabsichtigt  eine  ausfllhrliche  Mittheilung  ii 
Liouville's  J.  zu  geben.  B. 

J.  SoMOFF.     Note  sur  Tattraction  exerc^e  par  une  couche  I 
materielle    trfes-mince    sur    un    point    de    sa    surface. 

Bull,  de  St.  P^tersbourg  XIII.  1-5.  1869. 

Laplace  hat  den  Satz  aufgestellt:  „Die  Resultante  der  An- 
ziehung der  Punkte  einer  sehr  dünnen  Schicht  auf  einen  Funkt 
der  Oberfläche  —  die  Anziehung  erfolgt  umgekehrt  proportioDal 
dem  Quadrat  der  Entfernung  —  liegt  in  der  in  dem  Punkte  er- 
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richteten  Normale  und  ist  gleich  dem  Product  der  Dichtigkeit 
iD  dem  Punkte  in  den  Umfang  des  Kreises,  dessen  Radius  gleich 
der  Dicke  der  Schicht  ist,  vorausgesetzt,  dass  nur  die  Punkte 
berücksichtigt  werden,  die  sich  von  dem  angezogenen  Punkte 
erreichen  lassen,  ohne  eine  der  Begrenzungsflächen  zu  treffen/' 
Diesen  Satz  hat  Ghasles  benutzt,  um  die  Anziehung  einer  dünnen 
Schicht  zwischen  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  zu  bestimmen. 
Hr.  R^sal  hat  bei  Gelegenheit  der  Reproduction  der  Chasles'schen 
Ableitung  in  seinem  „Trait^  6l6ni.  de  M6c.  Celeste.  Paris  1865" 
bemerkt,  dass  die  meisten  Beweise  desselben  ungenau  seien, 
indem  sie  auf  der  Vernachlässigung  einer  unendlich  kleinen 
Grösse  von  derselben  Ordnung,  wie  die  Dicke  der  Schicht,  be- 
ruhten und  hatte  einen  Beweis  gegeben,  der  diesen  Uebelstand 
vermeidet,  aber  sehr  lang  ist.  Der  Verfasser  giebt  nun  hier 
einen  kürzeren  Beweis  (der  von  Hm.  R^sal  ist  Ref.  leider  un- 
bekannt geblieben,  da  ihm  das  Werk  nicht  zugänglich  war, 
indem  er  zwei  Fälle  unterscheidet:  1)  den  Fall,  wo  alle  Schnitte 
der  Oberfläche,  die  den  angezogenen  Punktenthält,  mit  Normal- 
ebenen convexe  Curven  nach  Aussen  sind ,  und  2)  wo  alle 
diese  Schnitte  concave  Curven  sind.  •    0. 

F.  Mertens.     Bestimmung  des   Potentials    eines   homo- 
genen  Ellipsoids.    Borchardt  J.  LXX.  1-9.    1869. 

Mit  Hülfe  einer  von  Jakobi  herrührenden  Formel  zur  Trans- 
formation vielfacher  Integrale  gelingt  es  dem  Verfasser  das  drei- 
fache Integral  für  das  Potential  in  ein  einfaches  umzuwandeln. 
Dasselbe  nimmt  unmittelbar  die  bekannte,  von  Dirichlet  her- 
rührende Form  des  Potentials  an,  sobald  das  Ellipsoid  auf  seine 
Hauptaxen  bezogen  wird.  Die  Kenntniss  dev  letzteren  ist  jedoch 
gar  nicht  nöthig,  vielmehr  lässt  sich  die  Rechnung  vollständig 
durchführen,    sobald  nur   der  Anfangspunkt  der  rechtwinkligen 

Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  fällt. 

B. 

L.  Kkonecker.     Zur  Potentialtheorie.     Borchardt  J.   LXX. 

246-48.  1869 

Herleitung  folgenden  Satzes :  Der  Raum  t  sei  mit  Masse  von 
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beliebiger  Dichtigkeit  f  und  der  Raum  6  mit  Masse  von  der 
Dichtigkeit  „Eins'^  erftillt;  das  Potential  beider  Massen  sei  0, 
und  0,,  0,,  03  seien  die  nach  den  rechtwinkligen  Axen  genom- 
menen Componenten  der  Attraction.  Denkt  man  sich  nun  die 
Masse  0  in  der  Richtung  der  a;-Axe  unendlich  wenig  verschoben 
und  bezeichnet  das  Verhältniss  der  dadurch  bewirkten  Aenderung 
von  0,  in  der  Grösse  der  Verschiebung  selbst  durch  0, , ,  und 
die  analogen  auf  die  anderen  beiden  Axen  bezüglichen  Ausdrücke 
durch  0„,  033,  so  ist  die  Summe  0,,  -f-  0„  +  0,,  gleich  der 
mit  —  4;c  multiplicirten  Masse  desjenigen  Theiles  von  t,  welcher 
mit  dem  Raum  0  zusammenfällt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  geht  von  einer  einfachen  Identität 
aus  und  macht  über  die  Dichtigkeitsfunction  f  nur  diejenigen 
Voraussetzungen,  welche  für  die  Existenz  des  Potentials  und 
seiner  ersten  Ableitungen  nothwendig  sind.  Setzt  man  auch  noch 
die  Existenz  der  zweiten  Ableitungen  voraus,  dann  kann  man 
aus  jener  Relation  die  bekannte  partielle  Differentialgleichung 
für  das  Potential  herleiten,  indem  man  den  Raum  d  unendlich 
klein  werden  lässt.  6. 

A.  Cayley.     Note  on  the  attraction  of  ellipsoids.    Not  of 

Astr.  S.  XXIX.  254-257.    1869. 

Untersuchung  der  Attraction  gewisser  Theile  einer  Kugel- 
schale von  gleichförmiger  Dicke  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der 
äusseren  Oberfläche;  die  Erläuterung  zu  dem  Satze,  dass  die 
Anziehung  einer  unendlich  dünnen  Schale,  die  durch  zwei  ähc- 
liche  und  ähnlich  liegende  Ellipsoide  begrenzt  ist,  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  der  äusseren  Fläche,  die  Richtung  der  Normale  in 
diesem  Punkte  hat  und  gleich  der  doppelten  Anziehung  einer 
unendlichen  Platte  ist,   deren  Dicke  gleich  der  normalen  Dicke 

der  Schale  in  diesem  Punkte  ist. 

Cly.  (M.) 

F.  Grube.     Zur  Geschichte  des  Mac-Laurin'schen  Satzes 
betreffend  die  Anziehung  confocaler  Ellipsoide.   Schlo- 

milch  Z.  XIV.  261-266.     1869. 

Siebe  Abschn.  I.  Gap.  1.  p.  29. 
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F.  Grube.  Ueber  die  Anziehung  der  von  einer  Fläche 
zweiten  Grades  und  von  zwei  zu  deren  Axen  senk- 
rechten Ebenen   begrenzten  Körper  stumpfe.    Schlömilch 

Z.  XIV.  267-289.     1869. 

Der  Verfasser  bat  folgende  Attractionsprobleme  auf  ellip- 
tische Integrale  zurückgeführt;  1)  die  Componenten  einer  para- 
boloidischen  Schale,  welche  den  Hauptaxen  ihres  elliptischen 
Querschnitts  parallel  sind,  2)  die  Componenten  einer  unendlich 
dünnen  Schale,  welche  von  zwei  ähnlichen  Flächen  zweiten  Gra- 
des und  zwei  zur  Axe  derselben  senkrechten  Ebenen  begrenzt 
wird,  3)  die  seukrecht  zum  Querschnitt  gerichtete  Componente 
eines  von  zwei  parallelen  Ebenen  und  von  einer  centrischen 
Oberfläche  zweiten  Grades  begrenzten  Körpers,  wenn  der  ange- 
zogene Punkt  in  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  senk- 
recht zu  ihrer  Axe  gelegten  Ebene  liegt,  4)  die  Componenten 
einer  Kugelschale.  Die  Kesultate  sind  auf  folgenden  Ausdruck 
für  das  Potential   einer   unendlich  dünnen  elliptischen  Scheibe: 


/      '^s-^X'-a 


.0         b'^s  c^s 


V  =  2k]'pp'  dxj       r  s  +  pk       s  +  p'k      ds 

«  ]/(Ä  +  pÄ)  (5  +  p'Ä)  * 

gegründet,  der  vermittelst  der  Dirichlet'schen  Methode  des  dis- 
continuirlichen  Factors  auf  demselben  Wege  erlangt  ist,  den 
Dirichlet  zur  Bestimmung  des  Potentials  eines  EUipsoids  einge- 
schlagen hat.  0. 

R.  DEL  Grosso.     Memoria  suir  attrazionc  degli  sferoidi. 

Battaglni  G.  VII   137-151.  193-209.    18G9.  VIII.   97-128.  206-221.  333- 
365.     1870. 

Die  vorliegende  grössere  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Theile. 
Der  erste  Theil  handelt  von  der  Anziehung  der  Sphäroide  bei 
gleichförmiger  Dichtigkeit.  Nach  Ableitung  der  bekannten  Sätze 
über  das  Potential  einer  Masse  bezüglich  eines  Punktes  werden 
die  allgemeinen  Formeln  zur  Berechnung  des  Potentiales  einer 
Masse  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  aufgestellt.  Es  werden 
sodann  die  Anziehungscomponenten  eines  von  einer  geschlos- 
senen Fläche  zweiten  Grades  begrenzten  Körpers,  wie  auch  die 

Fortscbr.  d.  Math.  II.   3.  51 
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einer  ßphririschcn  Masse  und  eines  Cylinders  mit  onendlieher 
Axe  bestimmt,  und  endlich  auch  die  eines  Körpers,  der  von  einer 
allgemeinen  Fläche  zweiten  Grades  begrenzt  ist.  Nachdem  im 
Weiteren  die  Sätze  von  Mac  Laurin,  Jvory  und  Newton  tlber  die 
Anziehung  coufoealer  Ellipsoide  bewiesen,  werden  dieselben  zur 
Herleitung  der  Formeln  für  die  Anziehung  eines  homogenen 
Ellipsoides  benutzt.  Den  Schluss  dieses  Theiles  der  Arbeit  bilden 
einige  Chasles'sche  Sätze  über  Xiveaufiächen,  die  mit  Hülfe  eines 
Satzes  ron  Green  bewiesen  werden.  Der  zweite  Theil  behandelt 
die  Anziehung  eines  Körpers  von  variabler  Dichtigkeit,  der  sich 
nur  wenig  von  einer  Kugel  unterscheidet,  mit  Hülfe  der  Kugel- 
functioncn.  Neue  Gesichtspunkte  enthält  die  Arbeit  nicht,  son- 
dern ist  nur  eine  zusammenhängende  Darstellung  von  Bekanntem. 

0. 

« 

0.  ScHLöMiL('n.     Ucher  die  Anziehung   eines  EHipsoids 
auf  einen  äusseren  Punkt.    Schlömilch  Z.  XV.  216.  388.  1870. 

Für  den  Fall,  dass  die  drei  Axen  des  anziehenden  EHip- 
soids wenig  von  einander  verschieden  sind,  werden  mittelst  des 
Jvory'schen  Satzes  die  Anziehungscomponenten  in  endlicher 
Form  dargestellt.  ~  Die  zweite  Note  enthält  die  Berichtigung 
eines  Schreibfehlers.  Wn. 

IC.  Padova.     Sul  nioto  di   un  ellissoide  fluido  ed  omo- 

geneo.    Ann.  d.  Sc.  Norm.  Pisa.  1868/69. 

Siehe  Abschn.  X.  Cap.  4.  B.  p.  734. 


Elfter  Abschnitt 

Mathematische  Physik. 

Capitel  1. 
IMolecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

R.  Wolf.     Hanclbucli  der  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 

und    Astronomie.     Zürich.  I.  Bd.  1869-1870. 

Das  Werk  eutliillt  in  den  Abschnitten  XXV.-XXXII.  die 
Elemente  der  mathematischen  Physik;  die  Anmerkungen  zeichnen 
sicii  durch  einen  Kcichthum  an  literarisch-historischen  Notizen 
aus.  M. 

VE  Saint- Vp:nant.  Rapport  sur  cinq  m^moires  de  Mr. 
Lucas  intitules:  Recherches  conecrnant  la  m^canique 
des  atomes.     C.  R.  LXX.  311-321.  1870. 

Ein  Bericht  Über  die  Arbeiten  des  Herrn  Lucas,  dcre^  Re- 
sultate bereits  im  vorigen  Jahresberichte  besprochen  sind.  (Siehe 
Fortschr.  d.  Math.,  Band  l  p.  319).  Wn. 

F.  Lucas.     Etüde  sur  la  m^canique  des  atomes.   Liou- 

villo  J.  (2)  XV.  137-192.  1870     C.  R.  LXVIII.  1313-1316.  1869.    C.  R. 
LXX.  509-511.   1870. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  die  ^Mechanik  der  Atome" 
von  einem  etwas  anderen  Gesichtspunkte  aus  behandelt,  als  in 
den  früher  besprochenen  (siehe  oben).  Der  Verfasser  betrachtet 
eine  begrenzte  Anzahl  von  Atomen,  deren  Dimensionen  gegen 
ihre  gegenseitige  Entfernung  verschwindend  klein  sind,  so  das« 

51* 
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man  die  Masse  derselben  in  einem  Punkte  conecntrirt  denken 
kann.  Masse  und  Coordination  sind  flir  jeden  Punkt  gegeben. 
Zwischen  je  zwei  Atomen  wird  eine  anziehende  oder  abstossende 
Wirkung  angenommen,  die  proportional  den  Massen  und  einer 
beliebigen  Function  der  Entfernung  ist;  es  wird  ferner  voraus- 
gesetzt, dass  das  System  unter  der  Wirkung  der  genannten  Kräfte 
im  Gleichgewicht  ist.  Werden  nun  die  sämmtlichen  Atome  aus 
ihrer  ursprünglichen  Lage  ein  wenig  verschoben,  so  ändert  sich 
ihre  gegenseitige  Wirkung.  Man  kann  die  neuen  Kräfte  nach 
Potenzen  der  relativen  VerrQckung  entwickeln  und  hat  dabei 
wegen  der  Kleinheit  der  VerrUckungcn  nur  die  ersten  Potenzen 
zu  berücksichtigen.  Die  constanten  Glieder  der  Entwickelung 
verschwinden  wegen  der  Gleichgcwichtsbedingungen.  —  Die  er- 
wähnten, durch  die  Verrtickung  hervorgerufenen  Kräfte  werden 
in  zwei  Theile  gctheilt,  deren  erster  (effort  de  döplacement)  da- 
durch entsteht,  dass  das  Atom,  dessen  Bewegung  betrachtet 
werden  soll,  allein  verschoben  wird,  während  alle  andern  fest 
bleiben;  der  zweite  Theil  (effort  de  deformation)  entsteht,  wenn 
das  Atom  fest  bleibt,  alle  andern  sich  bewegen.  Die  Compo- 
nenten  der  ersten  Kraft  sind  lineare  Functionen  der  Compo- 
nenten  der  Vorrückung  des  Atoms.  Daraus  folgt,  dass,  wenn 
das  verschobene  Theilcheu  sich  auf  einer  Kugel  bewegt,  die 
Kräfte  die  Riidienvcctoren  eines  EUipsoids  bilden.  Auf  die  Haupt- 
axen  dieses  EUipsoids  bezogen  sind  die  Componenten  i/,  r,  tc 
der  Kraft: 

u  =  —  H.x,  v  =  —  Ay,  w=—Lz, 

Hier  bedeuten  ff,  K,  L  Constante,  x,  y,  5  die  Projectionen  der 
Verrückung  auf  die  Axen.  Sind  die  drei  Constanten  (physische 
Parameter  genannt)  positiv,  so  sucht  die  Kraft  das  betrachtete 
Atom  in  seine  frühere  Lage  zurückzuführen;  das  Gleichgewicht 
ist  stabil.  Sind  jene  Parameter  =  0,  so  ist  das  Gleichgewicht 
indifferent;  sind  sie  alle  drei  negativ,  so  ist  das  Gleichgewicht 
labil.    Diese  drei  Fälle  entsprechen  den  drei  Aggregatzuständen.— 

Um  die  Bewegung  des  Atoms  zu  erhalten,  hat  man,  wenn 
man  von  den  Hauptaxen  zu  einem  beliebigen  Coordinatensystem 
zurückkehrt,  drei  Differentialgleichungen  von  folgender  Form 
zu  integriren:  , 
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-  -^  =  A.x  +  P,y  +  R.z. 

Diese  lassen  sieh  in  bekannter  Weise  auf  die  eine  zurück- 
führen: 

deren  Integrale  ftir  die  verschiedenen  Fälle,  wo  s  positiv,  Null 
oder  negativ  ist,  bekannt  sind,  s  selbst  ist  hierbei  die  Wurzel 
einer  Gleichung  dritten  Grades,  deren  Coefficienton  aus  A,  P,  R  etc. 
zusammengesetzt  sind.  Diese  Gleicliung,  die  sieh  leicht  in  Form 
einer  Determinante  darstellen  hisst,  hat  drei  reelle  Wurzeln,  die 
vorher  erwähnten  physischen  Parameter.  Es  wird  die  Berech- 
nung dieser  Parameter  fllr  den  Fall  gegeben,  dass  die  gegen- 
seitige Wirkung  zweier  Atome  irgend  einer  (positiven  oder  ne- 
gativen) Potenz  der  Entfernung  proportional  ist. 

Ashnliche  Gleichungen,  wie  oben,  erhält  man  für  die  Be- 
wegung der  Atome,  wenn  eins  derselben  fest,  alle  übrigen  be- 
weglieh sind;  nur  hat  man  hier  3(iY— 1)  Gleichungen,  und  die 
rechte  Seite  jeder  Gleichung  ist  die  Sunmie  von  3(iV— 1)  linea- 
ren Gliedern,  falls  N  die  Anzahl  der  Atome  des  Systems  ist. 
Es  tritt  hier  dieselbe  Ilülfsgleichung  fllr  E  auf,  nur  dass  s  hier 
die  Wurzel  einer  Gleichung  vom  Grade  3(.Y— 1)  ist.  Auch  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung,  die  dynamische  Parameter  genannt 
werden,  sind  sämmtlich  reell;  ihre  Werthe  sind  unabhängig  von 
der  Richtung  der  Coordinatenaxon.  —  Es  wird  zum  Schluss  ge- 
zeigt, dass,  wenn  alle  A^Atome  eine  Verrückung  erfahren,  die 
Zahl  der  in  die  Lösung  eintretenden  willkürlichen  Constanten 
sich  auf  GN  reduciren  lässt. 

Wir  bemerken  dazu,  dass  sowohl  die  Methode,  als  die  Re- 
sultate nur  zum  Theil  Neues  enthalten,  da  analoge  Betrachtun- 
gen in  vielen  Problemen  der  Molecularphysik  schon  angestellt 
sind.     Die  entwickelten  Resultate   gestatten   ferner   noch   keine 

Anwendung  auf  wirkliche  physikalische  Fragen. 

Wn. 

Leray.     Tli(^oric  iiouvclle  de  la  gravitatioii.    C.  R.  LXIX. 

615-621.  1869.    lD8t.  1  sect.  XXXVII.  331-334.  1869.    Mondes  (2)  XXL 
269-273.    1869. 


7(32  ^^*  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

Lecoq  de  Boisbaudran.     Note  sur  la  tlieorie  de  la  pe- 

santeur.     C.  11.  LXIX.    703-705.  18C9.    Inst.  1  sect.    XXXVII.  333- 
334.     18G9. 

Herr  Leray  stellt  eine  Hypothese  zur  Erklärung  der  Attrac- 
tion  auf.  Er  nimmt  einen  Aether  an,  der  in  allen  Punkten  von 
gleichen  Strömen  nach  allen  Richtungen  erfüllt  ist.  Durch  die 
Einwirkung  dieses  Aethers  beim  Eiudringen  in  die  Körper  sucht 
er  Magnetismus,  Wärme  und  Licht  der  Gestirne  zu  erklären. 
Er  ist  durch  philosophische  Betrachtungen  zu  seiner  Hypothese 
gelangt.  Herr  Lecoq  de  Boisbaudran  ist  zu  einer  ähnliehen 
Hypothese  gekommen,  die  in  der  Note  kurz  angedeutet  wird. 

0. 

W.  C.  WiTTWER.     Beiträge    zur  Molecularpliysik.    Schiö- 

milch  Z.  XV.  32-116.  1870, 

Fortsetzung  der  Arbeit,  die  in  den  Fortschr.  d.  M.  L  348-349 
besprochen  ist.  Der  Verfasser  fasst  das  Resultat  seiner  Unter- 
suchungen selbst  kurz  in  folgenden  Sätzen  zusammen:  1)  Es 
giobt  zweierlei  träge,  materielle  Substanzen  in  der  Natur,  Aetlier- 
theilchen  und  Massentheilchen.  2)  Gleichartiges  stösst  sich  ab; 
Ungleichartiges  zieht  sich  au.    3)  Beide  Arten  von  Kräften  sind 

dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional. 

0. 

A.  Beer.     Einleitung  in  die  mathematisclie  Theorie  der 

Elasticität     und    CapillaritUt.       (Herausj^a^gebeD    von    Giesen.) 
Leipzig  18Üi). 

Das  vorliegende  Buch  will  die  im  Titel  angegebenen  Theo- 
rien nicht  erschöpfen,  sondern  nur  die  wichtigsten  Resultate  der- 
selben auf  dem  ktlrzesten  Wege  ableiten.  Im  ersten  Theile  wird 
demgemäss  nur  das  elastische  Gleichgewicht  homogener  isotroper 
(nicht  krystallinischer)  Körper  behandelt,  sowie  die  Oscillationen 
isotroper  Medien,  falls  die  Amplitude  der  Schwingung  nur 
von  einer  Coordinate  abhängig  ist.  Der  experimentellen  Prtl- 
fung  der  Theorie  werden  besondere  Capitel  gewidmet. 

Im  zweiten  Theile  wird  die  Theorie  der  Capillarität  verhält- 
nissmäsbig  ausführlicher  behandelt^   als  die   der  Elasticität  im 
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ersten.  Nach  einer  Auseinandersetzung  der  GrundzUge  der 
Gauss'seben  Theorie  folgt  die  Anwendung  dieser  Theorie  auf  ein 
System,  das  nur  aus  einer  Flüssigkeit  und  eiiiem  festen  Körper 
besteht,  auf  die  Aendcrung  des  hydrostatischen  Druckes  durch 
Capillarität  etc.  Zum  Schluss  wird  das  Gleichgewicht  eines  aus 
zwei  Flüssigkeiten  und  einem  festen  Körper  bestehenden  »Systems 
ausführlich  behandelt  und  auf  die  bekannten  Plateau'ßcheu  Ver- 
suche angewandt.  Wn. 

DE  Saint -Venant.  Preu/e  tlieorique  de  Tegalite  des 
deux  eoefticients  de  resistance  au  cisaillement  et  Tex- 
tension  ou  h  la  eompre^ssion  daiis  le  mouvement  con- 
tinu  de  deformation  daris  des  solides  ductiles  au  de  la 
des  limitcs  de  leur  (^^lasticite.  C.  R  LXX.  b09-3u.  1870. 

Herr  Tresca  hat  experimentell  gezeigt,  dass  die  Coefficientea 
des  Widerstandes,  den  ein  fester  Körper  dem  transversalen  Glei- 
ten der  einzelnen  Schichten,  und  des  Widerstandes,  den  er  einer 
Crompression  entgegensetzt,  gleich  sind,  wenigstens  für  den  Fall, 
wo  die  Elasticitätsgrenze  überschritten  ist.  Herr  St.-V.  beweist 
die  Gleichheit  beider  Coefficienten  theoretisch,  indem  er  die  Ar- 
beit berechnet,  die  erforderlich  ist,  um  durch  tangentiale  oder 
normale  Druckkräfte  einem  rechtwinkligen  Parallelepipedon  die- 
selbe Deformation  zu  ertlieilen.     Die  Gleichheit   der  geleisteten 

Arbeit  bedingt  die  Gleichheit  der  Coefficienten. 

Wn. 

DE  Saint-Venant.  Siir  un  jDotentlel  de  deuxieme  espfece, 
qui  r^sout  requation  aux  ditterences  partielles  du  qua- 
tri^me  ordre  expriinaiit  requilibre  Interieur  des  solides 
elastiques  amorphes   iion  isotropes.     C.  K.    LXiX.    1107- 

1110.     1869. 

Siehe  Abschnitt  X.,  Cap.  5.  p.  752. 

E.  Mathieu.  Memoire  sur  T^quatioii  aux  difiercnces 
partielles  du  quatrifeme  ordre  JJu=0  et  sur  requi- 
libre  d'elastieite  d'un  corps  solide.     Liouville  J.   (2)  XIV. 

378-421.  C.  R.  LXIX.  1019-1021.   1869. 
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E.  Matiiieü.     Sur  le  mouvement  vibratoire  d'une  plaque. 

Liouville  J.  (2)  XIV.  241-259.   18G0. 

In  der  ersten  Abhandlung  wird  die  Berechnung  des  Gleich- 
gewichts einer  deformirten  circulären  und  elliptischen  Platte  auf 
die  vorausgehende  Theorie  des  zweiten  Potentials  gegründet 
(siehe  Abschn.  X.  Cap.  5,  p.  752),  in  der  zweiten  die  Vibration  einer 
solchen  berechnet.  Die  zuerst  von  Poisson  bewiesene  Differen- 
tialgleichung für  letztere  lautet: 

WO  a'  = ,  und  zwar  h  die  Dicke,  o  die  Dichtigkeit,  k  eine 

von  beiden  Elasticitätscoefficienten  abhängige  Constante,  tr  die 
normale  Verschiebung  ist.  Vor  Specialisirung  der  Begrenzung 
werden  einige  Formeln  entwickelt.  Die  Amplitude  einer  eiofach 
periodischen  Schwingung  u  wird  durch  eine  lineare  Gleichung 
vierter  Ordnung  bestimmt,  die  sich  in  zwei  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  von  gleicher  Form  zerlegen  lässt, 

so  dass  also  t  immer  eine  zweite  Lösung  liefert.  Man  kann 
dann  durch  die  Substitution 

zwei  Gleichungen,  eine  fllr  U  allein,  eine  für  V  allein,  ableiten, 
deren  Integrale  dann  die  gewünschte  Form  für  u  ergeben.  Sind 
überhaupt  ti,  n'  zwei  Speciallösungen,  so  ergiebt  sich  mittelst 
einiger  partiellen  Integrationen: 


=/8s(u 


(/*  _  f 4)    ffuu'  dx  dy 


,  dJu  du'         .  f  du  d/fu\ 

dn  ön  dn  dn  J 


wo  zur  Linken  über  die  Platte,  zur  Rechton  über  den  Umfang 
zu  integrireu  ist.  Diese  Grösse  verschwindet  in  den  4  Fällen, 
wo  auf  dem  Umfang  durchgängig 
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1.  w  =  0,  -1^  =  0; 

'     an 

2.  ^«=0,-^-0; 

3.  u  =0,     Ju  =  0; 
du  dJu 

4.    -TT-  =  0,  —r, —  =  0 

OM  an 

ist.  Hierin  sind  die  möglichen  Grenzbedingungen  ausgedrückt. 
Der  erste  Fall  ist  der  einer  Platte  mit  eingefügtem  Riinde.  Auf 
ihn  lässt  sich  der  zweite  leicht  zurlickfiihren,  weil  /Ju  =  l'v  und 
V  Lösung  der  Gleichung  ist.  Der  dritte  Fall  ist  dem  Ausdruck 
zufolge  identisch  mit  dem  einer  vibrirenden  Membran  (s.  Fortschr. 
d.  M.  I.  354.) 

Die  Berechnung  beschränkt  sich  auf  den  ersten  Fall.  Sie 
wird  zuerst  an  einer  kreisförmigen  Platte  mit  Anwendung  von 
Polarcoordinaten  r,  a  Ausgeführt ,  indem  Kreise  r  =  const.  und 
Radien  a  =  const.    die  Knotcnlinien  ergeben.    Das  Resultat  ist 

M  :^  (ylcoswa  -f-  ßsinw«)  {C/i(r,0  +  DR  (r,  -  Ol , 
wo  n  willkürliche  ganze  Zahl, 

^  '   ^  kt:!i  1.2...ÄCw-|-l)(w  +  2)...CM-hA0 

ist,  und  die  Gonstanten  —  und  l  durch    die  Grenzbedingungen 

zu  bestimmen  sind. 

Die  elliptisch  begrenzte  Platte  hat  zu  Knotenlinien  confo- 
cale  Ellipsen  und  Hyperbeln.  Es  werden  diesen  entsprechende 
Coordinaten  eingeführt,  übereini>timmend  mit  der  erwähnten  Be- 
rechnung der  Vibration  einer  Membran.  Die  Darstellung  ge- 
schieht durch  Reihen,  deren  Coefficienten  jedoch  kein  einfaches 
Gesetz  erkennen  lassen.  II. 

L.  F.  Mknabrka.*)    Principe  g^iieral  poiir  determiner  les 
pressions  et   les  tensions  dans   un   Systeme    olastique. 

Turin  1868. 

Betrachtet  man  ein  System  von  materiellen  Punkten,  die  unter 

*)  Die  RedactioQ  bekam  erst  Dach  Schluss   des  Jahrgangs  Kennioiss 
von  dieser  Arbeit    Das  Referat  wird  daher  jetzt  uachgehuit. 


jcucui  ruiiu  viuc  ut'sutiuuro  ii^  jtuiuust:  auiaiciiuii  uiuuii, 
zur  BeKtinimuDg  der  UnbekannteD  norh  feblenden  Glei 
zu  erbalten,  lu  der  vorlicgendcD  Arbeit  wird  nun  ei: 
meiucs  l'rineip  auf'^eetellt,  vou  dein  aus  man  stetn,  ne' 
fUr  die  iUigsercn  Kräfte  iiütbigca  Gleicbangen,  zu  den  d 
Ibigt-u  für  die  iimereu  Kräfte  gilangcn  kann.  Wies  Prini 
l'otgcmlcrniassen  auugcs|irocbpn :  ^Wenn  sieb  irgeod  ein  eis 
System  unter  der  Wirkung  äusserer  KrUfte  in  (ileichgewic 
EO  iut  die  durch  die  inneren  Kräfte  enlwiekelte  Arbeit 
nimuiii.''  Naclideui  »udann  an  einigen  Beispielen  gez< 
das»  die  auä  die<iem  Priiicip  sii-b  ergebenden  Gleiebung 
selben  sind,  wie  dii-jeuigen,  wclcLe  uian  bei  der  dircc 
Ihüde  aus  der  Bctraelitung  diT  geomctriscben  Bediugunj 
y^Hteiiia  erliüll,  wird  ein  llcweia  derselbeu  gegeben,  jedoi 
der  Vuiauasetzung  kleiner  Verrllckuugen.  Zum  ticblusa  v 
riiiicij)  aueb  auf  den  Fall  ait^gcdebul,  dass  das  Öj'Stci 
Punkte  oder  starre  Theile  eutliält. 

J.  iL  Küims.     Oll   tlie   ütianis  to    wliicli  ordnain 
Kubject  und  on  tLic  vibiutioii»  ot'  i^olid  bodies  iu  g 

Truii».  v(.  tauibiiriai;  XI.  iß).  3a4-a&y.    1B69. 


I..  F.  JMknabkka.     Uitiicidiizioin  sul  prlucipio   di 
Citil.    Atti  <][  ToriDu.   V.  1870. 
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par  L.  F.  Menabrea."  Herr  Menabrea  fasst  diese  Notizen  zu- 
Bamraen  als  Unterlage  für  ein  Theorem,  welches  er  „Gleichung  der 
Elasticität''  genannt  und  in  seiner  Abhandlung:  „Principe  göneral 
pour  d^terminer  les  pressions  et  les  tensious  dans  un  systöme 
«lastique**  (Mein,  di  Torino  (2)  XXV.  1608  s.  p.  7G5.)  aufgestellt 
hatte;  dies  Theorem  war  in  einer  Schrift:  „Errore  del  p?incipio 
d'ölasticitä.  formolato  dal  sig.  L.  F.  Menabrea,  Ccuno  eritico  di 
Emilio  Sabbia,  Torino  1861)'*  angegriffen  worden.  Die  Bemer- 
kungen des  Hrn.  Parodi  beziehen  sich  ebenfalls  auf  diese  Schrift. 

Jg.  (0.) 

Phillips.  De  T^quillbre  des  solides  elastiques  semhlables. 

C.  R.  LXVIII    75-79.     1869. 

Der  Verfasser  hat,  von  den  fundamentalen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen ausgehend,  das  Gleichgewicht  ähnlicher  elasti- 
Msher  Körper  untersucht,  die,  homogen  und  von  constanter  Eia- 
i^cität,  äusseren  Kräften  unterworfen  sind,  die  auf  die  Oberfläche 
►<ler  auf  die  gan^e  Masse  wirken.  Er  ist  dabei  zur  Aufstellung 
olgender  Frage  gelangt:  „Welche  Bedingungen  müssen  erfüllt 
ein,  damit  in  der  Deformation  die  elementaren  VerrUckungen 
Oniologer  Punkte  parallel  sind  und  in  constantem  Verhältniss 
teben,  und  damit  es  sich  ebenso  verhalte  für  .die  elastischen 
-li'Öfte,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Oberfläche,  die  auf  zwei 
öxnologe,  in  der  Masse  des  Körpers  genommene  Oberflächen- 
l^mente  wirken."  Die  Art  der  mathematischen  Behandlung  ist 
^^ess  in  dem  vorliegenden  Auszug  zu  wenig  hervortretend,  um 
^ttheres  darüber  berichten  zu  können.  0. 

IdiLLiPS.     Du  mouvemeiit  des    corps    solides  elastiques 
semblables.   C.  R.  LXIX.  911-912.  1869. 

Nur  kurze  Anzeige.  Der  Bericht  folgt  nach  dem  Erscheinen 
^^r  ausführlichen  Arbeit.  Wn. 

ViRöCH.     Theorie  der  ElaHticitUt   und  Festigkeit  dünner 

Platten.     Z.  dtach.  Ing.  XIIL    371-377.    417-423.    489  493.    545-501. 
1869. 

Nachdem  kurz  die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linien 
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für  die  Biegung  balkenfürmiger  Körper  eDtwickelt  ist,  leitet  der 
Verfasser  ausführlich  die  üifferentialgleichuDg  der  elastischa 
Fläclieu  her  und  giebt  im  letzten  Theile  Änwendangen  seiicr 
Resultate  auf  runde  dünne  Platten.  0. 

KiKSCMi.      Ueber    die    Festigkeit     rechteckiger     Plattei, 
welche  «im  Rande  lose  aufliegen.     Z.  dtsch.  Ing.  XIV.  381- 

369.     1870. 

Ausdehnung  der  obigen  Arbeit  auf  den  Fall,  wo  die  Platli 
rechteckig  ist.  0. 

L.  Ihjltzmann.     Ueber  die  Festigkeit  zweier  mit  Drud 
übereiiuiiider  gesteckter  cylindrischer  Röhren.  Wien,  k 

LIX.  G79-689.     1809. 

Auf  einem  holilon  Cylinder  aus  einem  homogenen  und  m 
tropen  Medium,  dessen  Querschnitt  ein  von  zwei  coneentrischei 
Kreisen  begrenzter  Iiing  sei,  wirken  folgende  Kräfte:  Auf  & 
innere  und  äussere  Mantelfläche  je  eine  constante  normale  Druck- 
kraft [die  innere  bedeutend  stärker,  als  die  äussere],  auf  di« 
senkrecht  zur  Axe  liegenden  Endflächen  eine  normale  ZugknA 
Unter  diesen  Bedingungen  ist  es  leicht,  die  im  Innern  eintreleihl 
den  Deformationen,  sowie  die  dort  vorhandenen  elastisch«] 
Druckkräfte  (die  elastischen  Spannungen)  zu  berechnen.  Ä 
Hülfe  der  so  erhaltenen  Ausdrücke  kann  man  dann,  wenn  & 
Dimensionen  und  die  Zngfertigkeit  des  Materials  gegeben  siM 
entweder  die  äusserstc  Grenze  des  inneren  Drucks,  oder,  wei 
dieser  gegeben  ist,  die  Grenze  des  Verhältnisses  beider  Radid 
bestimmen,  die  noch  möglich  ist,  ohne  dass  eine  dauernde  ft- 
formation  eintritt.  Es  ergiebt  sich,  dass  der  innere  Druck  n* 
stärker  sein  darf,  als  die  Zugfestigkeit,  vermehrt  um  zwo 
Atmosphären,  falls  t:er  äussere  Druck  gleich  dem  Atmosphäreur 
druck  ist.  Günstiger  wird  das  Verhältniss,  wenn  der  Körper 
aus  zwei  solchen  hohlen  Cylindern  besteht,  die  mit  einem  ge- 
wissen Drucke  über  einander  gepresst  sind,  derart  dass  der 
äussere  Radius  des  inneren  Cylinders  zugleich  der  innere  Radius 
des  äussern  ist.    Herr  B.  stellt   die   für   dieBen  Fall  geltenden 
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rmeln  auf,  wenn  das  Material  beider  Cylinder  verschieden  ist, 
l  leitet  daraus  den  Werth  ab,  den  der  gemeinsame  Radius 
der  Cylinder  haben  muss,  damit  der  innere  Druck  den  grösst- 
s^lichen  Werth  erreicht.  Wn. 

Okatow.    Notiz  über  das  Glcicligewiclit  eines  scliwc- 
ren  Drahtes,   dessen  Axe   eine  Schraubenlinie   bildet. 

Dlebsch  Ann.  II.  9  12.    1869. 

Die  Axe  eines  Drahtes  von  kreisförmigem  Querschnitt  und 

b  allen  Richtungen  gleicher  Elasticität   bildet  im  nattlrlichen 

tande  eine  Schraubenlinie   auf  dem  Mantel    eines  Cylinders 

verticaier  Axe,   mit   dessen  Gruudkreisen   die  Enden   der 

raubenlinie  so  verbunden  sind,  dass  der  Draht  die  Wirkung 

beiden  Kräftepaarc  auf  sich  nimmt,    die  in  diesen  Kreisen 

en   und   mit  zwei   gleichen,    aber   entgegengesetzten   Dreh- 

ncnten  M  auf  den   Draht   wirken.    Die  Mittelpunkte   dieser 

tise  dienen  zugleich  als  Angriffspunkte  zweier  entgegengesetzter 

tikaler  Kräfte.    Beim  Uebergang  aus  dem  natllrlichen  in  das 

jtische  Gleichgewicht  ändert  sich  der  Durchmesser  des  Cvlin- 

8  um  C;  jeder  Punkt  der  Schraubenlinie  verschiebt  sich  fer- 

parallel  der  Axe  des  Cylinders  um  Y  und  dreht  sich  endlich 

die  Axe  um  einen  Kreisbogen  B.    Diese  drei  Grössen  wcr- 

durch  Formeln  dargestellt,    die,  streng  genommen,   nur  für 

ihe  Punkte  der  Schraubenlinie  Geltung  haben,    welche  beim 

itischen  Gleichgewicht  um  eine  ganze  Anzahl  von  Umgängen 

1  unteren  Ende  des  Drahtes  entfernt  sind,  die  aber  auch  fllr 

übrigen  Punkte  eine  Annäherung  enthalten,  deren  Genauig- 

t  mit  der  Anzahl   der  Windungen  des  Drahtes  wächst.    Zum 

luss  werden   die  Lagen   der  Molecüle   nach  der  Formverän- 

ang  bestimmt,  die  vorher  zu  demselben  Querschnitte  gehörten. 

Molecüle  bilden    nach   der  Formänderung  eine  Ebene;    nur 

Durchmesser  bleibt  gradlinig,    alle  andern    formen    sich  in 

he  Parabeln  um.  (). 

S.  Ball.  On  an  elementary  proof  of  a  theorem  of 
jagrange.   Phil.  Mag.  (4)  xxxix.  107-108.  1870. 

„Wenn  eine  dehnbare  oder  undebnbare  Membran  unter  dem 
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Einfluss  von  Kräften,  die  in  jedem  Punkte  normal  zur  Oberfläche 
sind,  im  Gleicligewicbt  ist,  so  ist  der  normale^Druck  in  eine« 
Punkte  gleich  der  Spannung  in  ihm,  multiplieirt  mit  der  Sumae 
der  reciproken  Werthe  der  Hauptkrtiramungsradien." 

Csy.  (0.) 

W.  C.  WiTTWRR.     Anwendung   der    Lehre   vom    Stosse 
elastisclicr   Körper    auf    einige   Wärmeerscheinungeo. 

Schlömilch  Z.  XIV.  478-505.  1869. 

Ohne  wesentliches  mathematisches  Interesse.  Der  Verfasser 
sucht  die  Erscheinungen  der  Wärme  auf  die  Bewegung  elasti- 
scher Köri)er,  die  in  einer  Reihe  aufeinander  folgen,  zurfickzB^ 
fiihren.  0. 


H.  Rksal.     De  requilibre,   de  Tdlasticit^   et   de  la  r&i- 
stance  du  ressort  a  boudin.     C.  R.  LXIX.  42-43.  1869. 

Angabe  zweier  Formeln  aus  einer  grösseren  Arbeit  des  Ver- 
fassers, ohne  Ableitung.  0. 

H.  ScHNEEUKLi.  Ucbcr  das  Verhältniss  der  Quercon- 
traction  zur  Längendilatation.   Wolf.  J.  XIV.  375-407.  I8ö 

—  Pojrg.  Auu.  CXL.  598-621.  187o'l' 

Nicht  mathematisch ;  es  werden  nur  im  Laufe  der  rein  eift 

rimentellen  Untersuchung  einige  bekannte  Formeln  der  Elast 

citätstheorie  für  die  Rechnung  angewandt. 

Wn. 

M.  Kuhn.  Ableitung  der  Gleichungen  fiir  die  Bewe 
gung  eines  elastischen  Theilchens  und  Nachweis  fSr 
die  Richtigkeit  der  Bezeichnung  „pendelartige  Schwin- 
gung",   welche    für   diese  Bewegungsforra   gebraucBt 

wird.      Pr.  Wien.  1869. 

I 

Elementare  Beweise  für  die  Formeln,  die  den  Scbwingnngf- 
zustand  eines  elastischen  Theilchens  und  die  BeweguDg  des 
Pendels  darstellen.  Der  Gang  des  Beweises  fftr  die  erale  Formd 
ist   (wie  gewohnlich)   folgender:    Aus   der  Annahme,   daas  die 
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elastische  Kraft,  welche  das  Theikhen  in  seine  Gleich <jro\vicbts- 
lage  zu  führen  sucht,  dem  Abstand  von  der  Gleicligewichtslage 
proportional  ist,  und  aus  dem  Satze,  dass  diese  Kraft  gleich  der 
Masse,  multiplicirt  mit  dem  Zuwachs  der  Geschwindigkeit,  auf 
die  Zeiteinheit  bezogen,  wird  für  die  Bewegung  eine  gewisse 
Formel  abgeleitet.  Dieselbe  Formel  crgiebt  sich,  wenn  man  ein 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  einem  Kreise  sich  be\ve- 
gendes  Theilchen  auf  den  Durclimesser  projicirt  denkt.  Durch 
geeignete  Wahl  der  Constanten  werden  beide  Bewegungen  iden- 
tisch. —  Aehnlich  ist  die  Ableitung  für  die  Peudelgleichung. 

Wn. 

J.  Stahl.      Ucber    ciiiiofe  Punkte    in    der    Theorie    der 
Capillarerscheiniuigen.     Pogg.  Ann,  cxxxix.  239-261.  1870. 

Der  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  die  der  Theorie  der 
Capillarerscheinungen  entgegengesetzten  Einwürfe  zu  widerlegen. 
Vorzugsweise  kommen  hier  die  Einwürfe  von  Poisson  und  von 
Dawidow  in  Betracht.  Die  Einv*^ürfe  von  Poisson,  die  sich  im 
Wesenthchen  auf  die  Werthe  der  in  der  Laplace'schen  Theorie 
auftretenden  Cönstanten  beziehen,  werden  nur  kurz  besprochen. 
Dawidow  war,  von  dem  Princip  der  virtuellen  Bewegungen  aus- 
gehend, zu  demselben  Resultate  wie  Poisson  gelangt,  dass  nfim- 
lich  unter  der  Annahme  einer  gleichförmigen  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  die  in  der  Laplace'sclien  Theorie  auftretende  Con- 
stante  H=^0  sei;  es  sei  daher  unter  der  Annahme  einer  gleich- 
förmigen Diclitigkeit  überhaupt  keine  Theorie  der  Capillarität 
möglich.  Zur  Widerlegung  dieses  Einwurfs  verallgemeinert  der 
Verfasser  die  Gauss'sche  Ableitung  der  Grundgleichungen  der 
Capillarität,  indem  er  ihre  Anwendbarkeit  auch  für  den  Fall 
nachweist,  dass  die  Dichtigkeit  an  der  Grenze  der  Flüssigkeit 
variabel  ist;  und  zwar  wird  gleich  der  Fall  durchgeführt,  dass 
im  Haarröhrchen  zwei  verschiedene  Flüssigkeiten  übereinander 
stehen.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  ist  in  der  Gauss'- 
schen  Theorie  bekanntlich,  dass  eine  gewisse  Summe  von  Inte- 
gralen ein  Maximum  ist.  Diese  Summe  ist  hier  dieselbe,  nur 
die  Berechnung  der  vielfachen  bestimmten  Integrale  ändert  sich 
durch  die  Annahme  der  variablen  Dichtigkeit.    Die  Ausltihrun^ 
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dieser  Rechnungen  führt  zu  denselben  Gleichungen,  die  Poißson 
aufgesiellt  hat,  Gleichungen,  die  in  der  Form  mit  denen  von 
Laplacc  übereinstimmen.  Das  erhaltene  Resultat  ist  unmittelbar 
auch  auf  den  Fall  anwendbar,  dass  die  Dichtigkeit  constant  ist, 
und  ergiebt,  dass  die  Laplace'sche  Constante  i5rnicht=Oi8t 
Dawidow  war,  wie  gezeigt  wird,  zu  seinem  falschen  Resultate 
nur  durch  unstatthafte  Vernachlässigungen  gelangt.  Damit  ist 
gezeigt,  dass  die  Betrachtung  einer  gleichförmigen  Dichtigkeit 
fllr  die  Capillaritiitsthcorie  gentigt,  da  die  Berücksichtigung  der 
an  der  Grenze  variablen  Dichtigkeit  zu  Gleichungen  von  der- 
selben Form  führt.  —  Zum  Schluss  wird  durch  das  Princip  der 
virtuellen    Bewegung    die    Grösse    des   Ilorizontaldrucks    einer 

Flüssigkeit  auf  eine  verticalc  Ebene  berechnet. 

Wn. 

L.  Boi/rzMANN.  lieber  die  Ableitung  der  Grandglei- 
chiingeii  der  Ca})illaritUt  aus  dem  Principe  der  vir- 
tuclleu  Geschwindigkeiten.  Pogg.  Ann.  CLI.  582-590  1870. 

Herr  B.  findet  in  der  Gauss'schen  Theorie  der  Capillarität 
den  Mangel,  dass  die  über  alle  Molecülpaare  zu  erstreckenden 
Öumiuen  durch  Integrale  ermittelt  werden.  Dies  kann  nur  dann 
zu  richtigen  Resultaten  führen ,  wenn  die  einem  Molecül  unmit- 
telbar benachbarten  Molecüle  nur  einen  verschwindenden  Theil 
der  Summe  liefern.  Liefern  jene  Molecüle  Endliches,  so  ge- 
stattet die  Diöcontinuität  der  Materie  die  Integration  nicht.  Au« 
demselben  Grunde  hat  man  in  der  Elasticitätstheorie  die  Aus- 
werthung  der  Summen  durch  Integrale  schon  längst  verlassen. 
—  Herr  B,  gicbt  dann  eine  Ableitung  der  Grundgleichungen  der 
Capillaritätstheorie,  welche  von  den  obigen  Einwürfen  frei  ist 
und  ausserdem  den  Umstand  in  Rechnung  zieht,  dass  die  Flüs- 
sigkeitsmolecüle  aus  verschiedenen  heterogenen  Atomen  bestehen 
können.  Nach  dem  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  ist  es 
zum  Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  erforderlich,  dass,  wenn  f(r) 
das  Wirkungsgesetz  zwischen  je  zwei  Atomen  von  der  Entfer- 
nung r,  wenn  ferner  y  (r)  =  /f(r)dr,  die  Variation  der  Aber 
alle  Atome  erstreckten  Doppelsumme  ££  (p  (r),  vermehrt  am  die 


Capitel  1.    Moleealarpbjsik,  Elasticität  n.  Capillaritat.  773 

Variation  der  EräftefuDction  der  äusseren  Kräfte  =  0  sei.  Die 
Doppelsumme  lässt  sich  zerlegen  in  eine  Summe  aus  dem  cod- 
stanten  Volumen  der  Flüssigkeit  und  dem  Flächeninhalt  jeder 
der  Berührungsflächen  der  Flüssigkeit  mit  den  festen  Körpern, 
jeden  Summanden  noch  mit  einer  gewissen  Constante  multipli- 
cirt  Somit  ist  man  auf  eine  Gleichung  von  derselben  Form  ge- 
langt wie  bei  der  Gauss'schen  Theorie.  Was  die  Berechnung 
jener  Doppelsumme  betrifft,  müssen  wir  auf  die  Arbeit  des 
Herrn  B.  verweisen;  bemerkt  mag  noch  werden,  dass  die  dabei 
anzustellenden  Betrachtungen  zum  grossen  Theil  analog  den  Be- 
trachtungen der  Elasticitätstheorie  sind. 

Wn. 

P.  DU  Bois-Reymond.  Ueber  den  Antheil  der  Capilla- 
ritat an  den  Erscheinungen  der  Ausbreitung  der  Flüs- 
sigkeiten.    Pogg.  Ann.  CXXXIX.  262-275.  1870. 

Der  Verfasser  zeigt  zunächst,  dass,  wenn  ein  Tropfen  einer 
JPltlssigkeit  auf  einer  andern  Flüssigkeit  schwimmt,  die  Meridian- 
«urve  jenes  Tropfens  (den  Tropfen  als  Rotationskörper  ange- 
iiommen)  weder  an  seiner  freien,  no(\h  an  seiner  untern  Fläche 
^nen  Wendepunkt  haben  kann.  Der  Beweis  dieses  Satzes  be- 
Taht  auf  Folgendem :  Wenn  man  zwei  Punkte  der  Oberfläche  des 
Tropfens  durch  einen  unendlich  dttnnen  Kanal  verbindet,  muss, 
damit  die  in  dem  Kanal  enthaltene  Flüssigkeit  unter  dem  Ein- 

tass  der  Schwere  und  der  Capillarkräfte  im  Gleichgewicht  sei^ 

I         1 

-5-  +  -=-   mit   der   Höhendifferenz   der  Endpunkte   des  Kanals 

wachsen,  wenn  R^  und  /2,  die  Krümmungshalbmesser  der  Fläche 
am  untern  Endpunkte  des  Kanals  bedeuten.  Diese  Bedingung 
tchliesst  einen  Wendepunkt  der  Meridiancurve  aus. 

Es  werden  dann  aus  dem  Ncumann'schen  Satze  über  die 
Bandwinkel  dreier  aneinanderstossender  Flüssigkeiten,  unter  der 
Annahme,  dass  eine  dieser  Flüssigkeiten  Luft  sei,  für  gewisse 
Wertbe  der  Capillaritätsconstanten  die  Kandwinkel  abgeleitet 
Endlich  macht  der  Herr  Verfasser  darauf  aufmerksam,  dass  bei 
der  Ausbreitung  gewisser  mit  Dämpfen  imprägnirter  Flüssig- 
keiten noch    eigenthümliche  Strömungen    eintreten,    die  durch 

Fortschr.  d.  Math.  U.  3.  52 


Referat  im  nftcbsten  JabreBbencbt. 
KoNiECKi.     Elementare    Darstellung    der    Gapill 

lehre.     Pr.  Berlin.  1869. 

Der  Verfasser  stellt  die  historische  Entwickelung  de: 
laritätstheorie  kurz  dar,  giebt  dabei  für  die  Hauptsätze 
mentaren  Beweise  an  and  vergleicht  schliesslich  die  The< 
den  neueren  Beobachtungen.    Neues  enthält  die  Arbeit  i 

\ 

J.  MouTiER.     Sur  Tangle  de  raccordement  d*un 
avec  une  paroi  solide    C.  R.  Lxx.  612-615.  1870. 

Clairaut  berechnet  bei  seiner  Erklärung  der  Gapillar 
nungen  die  Wirkung  der  FlUssigkeitsmolecüle  untereinan 
die  Einwirkung  der  festen  Wand  auf  sie,  indem  er  di 
fläche  der  Flüssigkeit  anfänglich  als  horizontal  annimmt 
Ungenauigkeit  im  Beweise  verbessert  Herr  M.,  indem 
Componenten  der  Capillarkräfte  unter  der  Annahme  be 
dass  die  Flüssigkeit  mit  der  festen  Wand  den  Winkel  i 
Soll  nun  die  Wirkung  der  festen  Wand  der  Wirkung  d< 
sigkeitsmolecüle  unter  einander  das  Gleichgewicht  hali 
muss  die  Resultante  dieser  Kräfte  senkrecht  zur  Oberflä 
Flüssigkeit  sein.  Diese  Bedingung  giebt  aber  i  =  0.  Ue 
mit  der  Erfahrung  übereinstimmenden  Werth  von  i  zu  e 
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BoussiNESQ.  Theorie  des  experiences  de  Savart  sur 
la  forme  que  prend  une  veine  liquide  aprfes  s'ßtre 
choqu^  contre  un  plan  circulaire.    C.  R.  LXIX.   45-48. 

123-182.  1869. 

Siehe  Abschn.  X.  Cap.  4.  B.  p.  745. 
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MooN.     On  the  theory  of  sound.  Phil.  Mag.  (4)  XXXVII. 

189-200.  1869. 

Es  wird  bewiesen,  dass  die  Differentialgleichung 

d'y  _  ,  d'x 
IT  "  ""  IT' 
siehe  gewöhnlich  angewandt  wird,  um  den  Ausdruck  der  Be- 
rgung des  Schalls  in  leeren  Röhren  zu  geben,  nieht  correct  ist. 
irner  wird  gezeigt,  dass  Laplace's  Methode  zur  Bestimmung 
8  Unterschiedes,  welcher  zwischen  der  theoretischen  und  expe- 
nentellen  Geschwindigkeit  existirt,  auf  einer  falschen  Annahme 
iruht-  Es  wird  eine  Lösung  gegeben,  die  frei  von  beiden  Ein- 
änden  ist.  Csy.  (0.) 

i  Saint- VENANT.  Demonstration  ^Idmentaire  de  la  for- 
mule  de  propagation  d'une  onde  ou  d'une  intumesceuce 
dans  un  canal  prismatique;  et  remarques  sur  les  pro- 
pagations  du  son  et  de  la  lumi^re,  sur  les  resauts ;  ainsi 
que   sur   la  distinction    des  riviferes   et   des    torrents. 

C.  R.  LXXI.  186-195.  1870. 

Siehe  Abschn.  X.  Gap.  4.  B.  p.  735. 

.  Terquem.  £tude  sur  le  timbre  des  sons,  produits 
par  des  cbocs  discontinus  et  en  particulier  par  la  Si- 
rene.   Ann.  de  l'^c.  Norm.  VII.  269-365.  1870. 

Der  Ton  einer  Sirene  verdankt  seine  Entstehung  den  StSssen 
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der  discoDtinuirlich  ausströmeDden  Luft  und    den    daraus  en^ 
gtehenden  VerdichtuD^ea  und  Verd&nnaDgen.    Der  Verfasser  h« 
diese  Bcwegungserscbeinung  einer   mathematiseben  Bebandlmi 
unterzogen.    Er  geht  dabei  von   der  vereinfacheDden  Annalm 
aus.  dass.  wenn  die  Oeffnungen  einander  gegenüber  stebeo,  & 
Luft  stets  mit  constanter  Geschwindigkeit  ausströme.    Die  Gröm 
und  der  Verlauf  der  Verdichtungen  wird  deshalb  wesentlich  toi 
Grösse  und  Form  der  an  einander  vorübergehenden  Oeffnungeif 
von  ihren  Entfernungen,  sowie  von  ihren  relativen  Gescbwindig- 
keiten  abhängen.    Ist  diese,  in  jedem  besonderen  Fall  leicht  n 
bestimmende  Function  der  Zeit  gegeben,  so  kann    sie  stets  ii 
Form  einer  Fourier'schen  Reihe  entwickelt  werden.     Die  Coci-  - 
cienten  der  einzelnen  Glieder  geben  dann  die  Amplituden  dr  I 
Obertone.    Der  Verfasser  hat  in  dieser  Weise  eine  grosse  A»  1 
wähl    spezieller    Fälle    durchgeführt,     indem    er    yerschiedci  | 
Formen    der    Oeffnungen  —  Rechtecke,    Rhomben,    Dreiedi^l 
Kreise  — ,   annimmt.    Man  findet  daher  eine  reiche  Sammloi; 
von   Entwickelungen   spezieller   Functionen   nach    Fonrier^ieka 
Reihen. 

Die  weiteren  Entwickelungen,  die  mathematisch  alle  inde^ 
selben  Weise  durchgeftihrt  werden,  schliessen  sich  an  Versnek 
von  Savart  und  Seebeck  an  und  geben  deren  Erklärung  mit  Htf ; 
der  Theorie  der  Obertöne.  Ok. 

J.  BouKGET.     Sur  le    raouvement  vibratoire    des  m» 
branes  dlastiqaes.  lost.  xxxviiL  i  sect  189-190.  1869. 

Die  Resultate  der  Berechnung  der  Vibrationen  einer  qoaM 
formigen  Membran ,  welche  der  Verfasser  früher  gegeben  bA 
zeigte  zwar  in  Hinsicht  der  Knotenlinien  genügende  Ueberriirl 
Stimmung  mit  der  Beobachtung,  doch  hinsichtlich  der  TonMl 
grosse  Abweichungen  bis  zu  zwei  ganzen  Tönen.  Der  oflb 
Versuch  dieselben  zu  erklären,  nämlich  durch  Theilnahme  dl 
Randes  an  der  Bewegung,  erwies  sich  unzureichend.  Im  gege^ 
wärtigen  Aufsatz  zieht  der  Verf.  nun  den  Luftwiderstand  in  Berfick- 
sichtigung,  indem  er  ihn  der  Geschwindigkeit  proportional  seill 
Die  Differentialgleichung  lautet  dann: 


! 
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d'^fiD    .  ^     dw         .  /d'tt?    .   d*u> 


dt'    'dt  \dx'    '    dy' 

irch  Zerlegung  der  Normalverschiebung  tr  in  drei  Factoren, 
3  einzeln  Functionen  von  tj  von  x,  von  y  sind,  ergiebt  sich, 
rade  wie  im  Fall  eines  Widerstandscoefficienten  a  =  0 ,  ein 
rticuläres  Integral  für  einfach  periodische  Schwingung 

tt?  =  Jffe"""'  C'cosw^  +  asin  wO  am  — r—  sm  — r-^, 

>  A  die  Seite  des  Quadrats,  1,  »'  die  Enotenzahl  bestimmende 
nze  Zahlen  sind.  Die  Enotenlinien  sind  demnach  unabhängig 
Q  a;  dagegen  ergiebt  sich  für  die  Schwingungszahl  in  der 
iteinheit: 


iv,.=^i/i.+i"-r^v 


\cfiy 

ese  wird  also  durch  den  Luftwiderstand  vermindert,   wie  es 
ch  die  Beobachtungsresultate  fordern.  H. 

/KuNDT.  Zur  Theorie  der  Schwingungen  in  Luftplatten. 

Pogg.  Ann.  CXXXVU.  466-470.  1869. 

Nimmt  man  fllr  die  Schallbewegung  in  einer  unendlich  dUn- 
n  Luftplatte  die  Bewegung  als  nur  von  zwei  Dimensionen  ab- 
ngig  an,  so  wird  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  die- 
Ibe,  wie  fUr  eine  MembraU;  nämlich: 

dt'  "^   \dx'^  öy'J' 

bedeutet  für  die  Luftplatte  das  Geschwindigkeitspotential,  für 
e  Membran  dagegen  die  Entfernung  des  Theilcbens  aus  seiner 
leichgewichtslage.  Bei  beiden  Bewegungen  sind  jedoch  die 
renzbedingungen  vei  schieden.  Bei  der  allseitig  gespannten 
embran  wird  am  Rande  9)  =  0 ;  bei  der  Luftplatte  ist  [wenn  n 

e  Normale  des  Randes]  -^  =  0    für   die   begrenzte   Platte, 

ahrend  fttr  die  Platte  mit  ofienem  Rande  --^  =  0  ist.  Herr  K. 

at 

5tzt  voraus,  dass  im  letzteren  Falle  nicht  nur  -^  =  0,  sondern 
ach  9  ==  0  sei,  dann  ergiebt  sich,  dass  (wegen  der  verschiedenen 
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Bedeutung  von  y)  die  Bewegung  der  Luflplatte  und  der  Mem- 
bran die  entgegengesetzte  ist ;  wo  auf  der  Membran  Ruhe,  ist  in 
der  Luftplatte  Bewegung,  und  umgekehrt.  Zum  Schluss  wirf 
für  eine  rechteckige  Platte  ein  partikuläres  Integral  aufgestellt, 

das  der  Randbedingung -^  =  0  genügt,  und  gezeigt,    dass  für 

dies  partikuläre  Integral  dann  auch  f)  =  0  wird  am  Rande. 
Somit  ist  die  Möglichkeit  der  Voraussetzung  <]p  =  0  für  einen 
Specialfall  bewiesen.  Wn. 

E.  Warburg.     lieber  tönende  Systeme.  Pogg.  Ann.  CXXXVL 

89-102.  1869. 

Ein  gespannter  Faden,  auf  dessen  Elemente  dämpfenie 
Kräfte  wirken,  sei  an  eine  Stimmgabel  geknüpft,  welche  äuxA 
äussere  Kräfte  in  fortdauernder  periodischer  Bewegung  gehalten 
wird;  es  soll  die  Kraft  untersucht  werden,  die  der  Faden  auf 
die  Stimmgabel  ausübt.  Die  dämpfenden  Kräfte  seien  propor- 
tional der  Geschwindigkeit ,  so  ist  die  Differentialgleichung  der 
Bewegung  des  Fadens 

^'y  -^«^„o,  ^y 

dt'  ""    dx'         dt  • 

Dazu  kommt  als  Grenzbedingung,  dass  das  eine  Ende  des  h 
dens  fest  ist,  das  andere  periodische  Schwingungen  ausfttlurt 
Für  den  stationären  Zustand  der  Bewegung  wird  das  Integnl 
dieser  Differentialgleichung  aufgestellt,  aus  dem  folgt,  dass. die 
gesammte  Bewegung  des  Fadens  so  vor  sich  geht,  als  wäre  sie 
hervorgebracht  durch  die  Interferenz  zweier  Wellen,  die  nai 
entgegengesetzten  Seiten  fortschreiten.  Nimmt  man  nun  an,  dm 
der  Faden   auf  die  Stimmgabel   an  der  Befestigungsstelle  eine 

Kraft  proportional  -t^  ausübt,  so  folgt,  dass  diese  Kraft  aus  swei 

Theilen  besteht,  deren  einer  proportional  den  Elongationen  der 
Stimmgabel,  der  andere  proportional  der  Qeschwindigkeit  der 
selben,  aber  von  entgegengesetzter  Richtung  ist.  Schwingt  die 
Stimmgabel  nur  unter  dem  Einfiuss  der  Elasticität,  bo  wird  der 
erste   Theil  jener  Kraft  die  Tonhöhe  ändern,    der  zweite  die 


i 
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Schwingungen  der  Gabel  dämpfen.    Beide  Wirkungen  sind  um 
80  stärker,  je  stärker  die  Resonanz  des  Fadens  ist. 

Wn. 

E.  Warburg.     Bestimmung    der    Schallgeschwindigkeit 
in  weichen  Körpern.    Pogg.  Ann.  cxxxvi.  285-299.  1869. 

In  der  allgemeinen  Gleichung  für  die  Bewegung  transversal 
schwingender  Stäbe  werden  die  Integrationsconstanten  für  den 
Fall  bestimmt,  wo  das  eine  Ende  der  Stäbe  frei  ist,  das  andere 
periodische  Schwingungen  voUfUhrt.  Daraus  werden  die  Absoissen 
der  Knoten  bestimmt  als  Wurzeln  einer  transcendenten  Gleichung. 
F(lr  solche  Knoten,  welche  dem  festen  Ende  nicht  zu  nahe  liegen, 
nimmt  die  transcendente  Gleichung  eine  einfache  Form  an,  aus 
der  sich  eine  einfache  Beziehung  zwischen  den  Lagen  ent- 
sprechender  Knoten  in  Stäben  mit  verschiedener  Schallgeschwin- 
digkeit ergiebt.  Wn. 

R.  Hoppe.     Berechnung  der  Vibrationen  einer  Saite  mit 
Berücksichtigung    ihre»   Biegungswiderstandes.     Pogg. 

Ann.  CXL.  263-271.  1870. 

Es  werden  die  drei  Fälle  berücksichtigt,  dass  die  Saite  an 
beiden  Enden  fest,  an  beiden  Enden  frei  und  an  einem  Ende 
fest,  am  anderen  frei  ist.  0. 

V.  V.  Lang.     Einleitung    in    die    theoretische    Physik. 

Zweites  Heft.      Licht.     Braunschweig  1868. 

Das  vorliegende,  für  das  erste  Studium  der  mathematischen 
Optik  sehr  empfehlenswerthe  Buch  leitet  die  wesentlichsten  Re- 
sultate der  theoretischen  Optik  (auch  die  Lichtbrechung  in  dop- 
pelt brechenden  Medien),  sowie  die  Lichtbewegung  an  Linsen, 
auf  möglichst  elementarem  We^e  ab.  Bei  den  Beweisen  wird 
nur  analytische  Geometrie,  keine  DiflFerential-  und  Integralrech- 
nung vorausgesetzt.  Bei  der  Reflexion,  sowie  bei  der  Krystall- 
optik  ist  die  Fresnel-Cauchy'sche  Vorstellung  (die  Schwingung 
senkrecht  zur  Polarisationscbene)   zu  Grunde  gelegt.    In  jedem 
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einzelnen  Abschnitt  sind  die  Originalabhandlungen  fast  voUftia* 
dig  angegeben. 

Das  erste,  frUber  erschienene  Hefl  behandelt  in  ähnlicher 
Weise  folgende  Kapitel :  Mechanik,  Schwere,  Magnetismus,  Elek- 
tricität.  Wn. 

O.   AlRY.      Geometrical   Optics.     London,  Macmillan  1870. 

Colnet-d'Hüart.     Memoire  sur  la  thdorie  math^matique 
de  la  chaleur  et  de  la  lumi^re.     Luembourg  1870. 

Die  vorliegende  Arbeit  sucht  die  Gesetze  der  Licbtschwin- 
gungen  in  Zusammenhang  zu  bringen  mit  denen  der  Bew^^m; 
der  Wärme  in  ponderablen  Körpern,  indem  sie  für  die  Wä^Il^ 
erscheinungen  folgende  Erklärung  aufstellt:  ^,Wird  ein  elastiseha 
Medium  durch  irgend  welche  Kräfte  aus  seiner  Gleichgewichli- 
läge  gebracht,    so  pflanzt  sich  die  Erschfltterung  ^  wellenförmii 
durch   das  Medium  fort,   und  wir   empfinden  diese  YibratioiMi 
als  Licht.    Bei  diesen  Vibrationen   werden   aber   die  einzelneH 
MolecUle  (die  der  Verfasser  sowohl  in  isotropen,  als  in  krysttl- 
linischen  Medien  als  kugelförmig  annimmt)   nicht  blos  aus  ihrer 
ursprünglichen  Lage  verrückt,  sondern  es  wird  gleichzeitig  Jedem 
einzelnen  Molecül  eine  Rotation   um  seinen  Mittelpunkt  ertheilt 
Diese   Rotation   der   Molecüle   soll    die   Ursache   aller    Wärme- 
erscheinungen sein.''   Abgesehen  davon,  dass  für  diese  Hypothese 
keine  physikalische  Thatsache  spricht,  kann  sich  Referent  bxlA 
mit  den  Gründen,  die  der  Herr  Verfasser  anführt,  um  die  Hypo- 
these plausibel  zu  machen,  durchaus  nicht  einverstanden  erkläreiL 
Herr  C.  entwickelt  zuerst  auf  gleiche  Art,  wie  Cauchy,  Ausdrücke 
für  die  elastischen  Druckkräfte,  die  dadurch  entstehen,  dass  ein 
Theil  des  (isotrop  angenommenen)  Mediums  aus  seiner  ursprüng- 
lichen Gleichgewichtslage  verrückt  ist.    Er  bildet  dann  fbr  einen 
Punkt  eines  kugelförmigen  Molecüls  die  von  diesen  Ejräften  her- 
rührenden Drehungsmomeute  unter  der  Voraussetzung ,  dass  die 
Dimensionen  der  Kugel  klein   sind   gegen   die  Entfernung  der 
nächsten  Molecüle.    Daraus  ergeben  sich  dann  durch  Integration 
die  Drehungsmomente  für  die  ganze  Kugel,  sowie  die  Gleichun- 
gen für  die  Rotation  der  Kugel.    Nun  wird  weiter  so  geseUosses: 
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361180  wie  die  Verrttckung  eines  Molecttls  aus  seiner  Gleich- 
»wicbtslage  elastische  Druckkräfte  hervorruft,  so  muss  auch  die 
Station  eines  Molecüls  ohne  VerrUckung  elastische  Kräfte  her- 
»rrufen.  Dies  ist  (was  der  Verfasser  nicht  angiebt)  nur  dann 
3htig,  wenn  man  annimmt,  die  zwischen  den  einzelnen  Mole- 
len wirkenden  Kräfte  seien  nicht  nur  Functionen  der  Entfer- 
ing,  sondern  auch  der  Geschwindigkeit.  Bei  Herrn  C.  würden 
gar  diese  Kräfte  nur  Functionen  der  Rotationsgeschwindigkeit 
in.  Vorher,  bei  Ableitung  der  Gleichungen  für  die  Verschie- 
ing  der  Molecüle,  war  aber  (mit  Cauchy)  angenommen,  zwischen 
in  Molecülen  seien  Kräfte  wirksam,  die  nur  Functionen  der 
itfernung  seien.  Es  würden  sich  demnach  folgende  Anschauun- 
n  über  das  Wesen  der  Molecularkräfte  ergeben :  Bei  der  Ver- 
hiebung der  Theilchen  ohne  Rotation  sind  zwischen  den  Mole- 
len nur  Kräfte  wirksam,  die  Functionen  der  Entfernung  sind, 
i  der  Rotation  der  Molecüle  kommen  Kräße  hinzu^  die  von  der 
itfernung  und  der  Geschwindigkeit  der  Molecüle  abhängen, 
nde  Vorstellungen,  so  neben  einander  gestellt,  scheinen  dem 
iferenten  unvereinbar  zu  sein;  mindestens  liegt  in  der  An- 
hauung insofern  eine  Inconsequeuz,  als  die  Molecularkräfte 
cht  von  vornherein  als  Functionen  der  Entfernung  und  der  Ge- 
(iwindigkeit  angenommen  sind.  —  Für  die  Richtigkeit  seiner 
inahme,  dass  durch  blosse  Rotation  eines  Molecüls  ohne  Ver- 
ekung  neue  Elasticitätskräfte  hervorgerufen  werden,  führt  der 
Erfasser  die  Torsion  eines  Cylinders  an.  Was  der  Verfasser 
er  über  sagt,  trifft  nicht  den  Kern  der  Sache,  der  in  der  oben 
geführten  Anschauung  über  das  Wesen  der  Molecularkräfte  liegt. 
Obwohl  wir  uns  demnach  mit  der  Theorie  des  Herrn  Ver- 
Miers  nicht  befreunden  können,  fuhren  wir  die  hauptsächlichsten 
r  von  ihm  abgeleiteten  Resultate  an.  Herr  C.  entwickelt  auf 
nz  analoge  Weise,  wie  Cauchy,  Ausdrücke  für  die  elastischen 
äfte,  die  durch  Rotation  der  Molecüle  neu  entstanden  sein 
Uen,  und  erhält  auf  diese  Weise  Elasticitätsgleichuugen,  die 
3  bekannte  Form  haben,  nur  dass  noch  zwei  neue  Glieder 
izugefügt  sind.  Die  Gleichungen  werden  integrirt  unter  der 
inahme  longitudinaler  oder  transversaler  ebener  Wellen.  Die 
rtpfianzungsgeschwindigkeit  der  ersteren  ergiebt  sich  als  unab- 
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hängig  von  der  Rotationsgeschwindigkeit  der  Holecüle,  w&hrend 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transversalen  Wellen  die 
Rotationsgeschwindigkeit  enthält.  Durch  jene  Rotation  wird  die 
Dispersion  erklärt,  und  das  Fehlen  der  Dispersion  im  frei« 
Aether  soll  davon  herrühren,  dass  dessen  MolecUle  nicht  rotiren. 
Endlich  soll  auch  bei  transversalen  ebenen  Wellen  die  räum- 
liche Dilatation  nicht  =  0  sein,  sondern  eine  periodische  FanctioD 
der  Zeit  und  des  Ortes.  —  Alle  diese  Folgerungen  werden  jedoch 
mit  der  besprochenen  Hypothese,  die  uns  unhaltbar  erscheint, 
ungültig.  Wn. 

C.  Neümann.    Ueber  die  Aetherbewegung  in  Krystallea 

Clebsch  Aon.  I,  325-358;  II.  182-186.  1869.  1870. 

Die  Anwenduug  der  allgemeinen  Elasticitätsgleichungen  ait 
die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in  krystallinischen  Medien  er- 
giebt  bekanntlieh,  dass  eine  longitudinale  und  zwei  nahezo 
transversale  Wellen  möglich  sind.  Dies  Resultat  weicht  von  der 
Erscheinung  in  sofern  ab ,  als  die  longitudinale  Welle  sich  in 
keiner  Weise  nachweisen  lässt  und  die  beiden  transversalen 
Wellen  nach  den  Fresnerschen  Gesetzen  genau  transversal  sein 
sollten.  Ein  mit  den  Fresnerschen  Gesetzen  mehr  flbereinstim- 
mendes  Resultat  erhält  man,  wenn  man  zu  den  gewöhnlichen 
Annahmen  über  die  Elasticität  und  Dichtigkeit  des  Aethers  nod 
folgende  hinzugefügt:  Die  Dichtigkeit  des  Aethers  ist  zwar  seb 
starken  Kräften  gegenüber  veränderlich,  hingegen  schwachen 
Kräften  gegenüber  so  gut  wie  unveränderlich,  so  dass  man  bd 
der  Vibrationsbewegung  den  Aether  als  ein  incompressibles  Me- 
dium betrachten  kann.  Diese  Hypothese,  die  von  Hm  C.  Nenmann 
in  seiner  Dissertation  [Explicare  tentatur,  quomodo  fiat,  ut  lueit 
planum  polarisationis  per  vires  electricas  vel  magnetiQaa  decli- 
netur,  Halle  1858]  und  in  seiner  Schrift  „die  magnetische  Dre- 
hung der  Polarisationsebene''  zuerst  aufgestellt  ist,  wird  auch 
der  gegenwärtigen  Arbeit  zu  Grunde  gelegt.  Durch  diese  Hypo- 
these werden  die  longitudinalen  Wellen,  bei  denen  ja  stets  eine 
Aenderung  der  Aetherdichtigkeit  stattfindet,  ausgeschlossen;  die 
beiden  transversalen  Wellen  ferner  ergeben  sich  als  genau  senk- 
recht zur  Nonnale  der  Wellenebene.  -—  Die  Differentialgleichungen 
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f&r  die  Bewegung  des  Aethers  werden  unter  Zugrundelegung 
obiger  Hypothese: 

ö'u  -.       m  dl 

WOZU  zwei  ähnliche  Gleichungen  für  die  Schwingungscoroponenten 
ü  und  w  kommen.  Die  drei  Gleichungen  enthalten  ausser  u,  o,  tr 
noch  eine  vierte  Unbekannte  A;  es  kommt  aber  zu  den  drei 
Differentialgleichungen  noch  als  vierte  die  Bedingung  der  Incom- 
pressibilität  hinzu: 


dx    '    8y    '    ö« 

Für  die  Componenten  der  zwischen  den  Molecülen  wirkenden 
Anziehungskräfte  (X)  setzt  Herr  N.  unter  der  Voraussetzung, 
dass  nur  solche  Krystalle  betrachtet  werden,  die  durch  drei  auf 
einander  senkrechte  Ebenen  symmetrisch  theilbar  sind,  die  all- 
gemeinen Ausdrücke 

und  ähnlich  fllr  Y  und  Z.  Integrirt  man  dann,  wie  gewöhnlich 
die  Differentialgleichungen  für  den  Fall  ebener  Wellen,  so  er- 
geben sich  zwei  genau  transversale  Wellen.  Fügt  man  noch  die 
Annahme  hinzu,  dass  die  Einwirkung  der  ponderablen  Molecüle 
auf  die  Aethertheilchen  (die  in  den  Ausdrücken  für  X  in  den 
Goefficienten  1^  enthalten  sind)  gleich  Null  ist,  so  sind  die  Vibra- 
tionsrichtungen beider  Wellen  genau  auf  einander  senkrecht. 
Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  m  der  Wellen  ergiebt  sich 
eine  quadratische  Gleichung;  um  diese  auf  eine  einfache  Form 
zu  bringen,  werden  zwischen  den  sechs  Goefficienten  A,,,  ä,,  etc. 
drei  itelationen  angenommen: 

*a3+An=6A3,  =66 

*tt  +  ^J8  =6A„  =  6a. 
Die  Gleichung  fUr  m  nimmt  dann,  wenn  a,  /?,  y  die  Cosi- 
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Dus    der  Winkel  bezeichnen,   die  die  Wellennormale   mit  den 
Krystallaxen  bildet,  folgende  Form  an: 

^  a*  B"  y' 


wo  _ 

ist. 

Nimmt  man  dazu  die  Formeln,  die  die  Schwingangsrichtungen 
der  beiden  Wellen  bestimmen,  so  stellen  diese  Formeln  genau 
die  Fresnel'schcn  Gesetze  dar,  falls  man  nur  die  Vibrationsebene 
und  Polarisationsebene  als  identisch  nimmt,  und  falls  die  Coeffi- 
cienten  ä,,  ä,,  ä^,  einander  gleich  sind. 

Herr  N.  untersucht  dann  weiter  die  in  Bezug  auf  die  Coeffi- 
cienten  A,,,  A^,  etc.  gemachten  Annahmen  näher,  indem  er  auf 
die  Bildung  der  Differentialgleichungen  und  der  Ausdrücke  f&r 
X,  F,  Z  zurückgeht.  Wegen  der  Anziehung,  die  die  Aether- 
theilchen  durch  die  ponderablen  Molecüle  zu  erleiden  haben,  ist 
die  Dichtigkeit  und  damit  die  Coefficienten  ft,  (die  bekanntlich 
gewisse  über  die  Aethertheilchen  auszudehnende  Summen  bedeuten) 
als  periodische  Functionen  des  Raumes  anzusehen.  Wegen  der 
angenommenen  Incompressibilität  ist  jedoch  die  periodische  Aen- 
derung  der  Dichtigkeit  nur  sehr  gering,  und  man  kann  daher  an 
Stelle  der  periodischen  Functionen  ft  ihre  Constanten  Mittelwerthe 
setzen.  Durch  Untersuchung  der  Verschiebungen,  welche  nöthig 
sind,  den  wirklichen  Zustand  des  Aethers  in  einen  absolut  gleich- 
förmigen überzuführen,  ergiebt  sich,  dass  zwischen  den  con- 
stanten  Mittelwerthen  Relationen  stattfinden  müssen,  die  genau 
identisch  sind  mit  den  vorher  angenommenen  ä^j  +ä,,  =  6ä,,  etc. 
Ebenso  ergiebt  sich,  dass  die  constanten  Mittelwerthe  der  Coeffi- 
cienten ]^  =  0  sind.  Dass  aber  die  Coefficienten  Ä,,  A^,  A,  ein- 
ander gleich  sind,  was  zur  völligen  Uebereinstimmung  der  Re- 
sultate mit  den  FresneVschen  Gesetzen  nothwendig  ist,  lässt  sich 
aus  den  Grunddarstellungen  nicht  ableiten,  wenn  es  mit  den- 
selben auch  nicht  in  Widerspruch  zu  stehen  scheint. 

In  einem  Nachtrage  lässt  Herr  N.  die  Annahme  Ä^  =  A,  =  Jk„ 
die  sich  aus  den  Grund  Vorstellungen  nicht  ableiten  liesSi  fidlen 
and  setzt  an  deren  Stelle  die  Annahme: 
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*I   "^  *«3  =  ^2  —  Kl   =="  Äj  —  ^1  1- 

Diese  ÄDDafame  wird,  wie  aus  der  Bildung  der  Summen  h  folgt, 
erfüllt,  wenn  die  Wirkung  zwischen  zwei  Aethertheilchen  entweder 
der  sechsten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist, 
oder  aus  zwei  Theilen  besteht,  einem  umgekehrt  proportional 
der  vierten,  dem  andern  umgekehrt  proportional  der  sechsten 
Potenz  der  Entfernung.  In  diesem  Falle  führen  die  Ausdrücke 
fflr  die  Schwingungsrichtung  genau  auf  die  Fresnerschen  Gesetze; 
die  Vibrationsrichtung  ist  dann  senkrecht  zur.  Polarisations- 
richtung^  während  bei  der  ersten  Annahme  beide  Richtungen 
zusammenfielen.  Wn. 

A.  Brill.     üeber  die  DifiFerentialgleichungen  für  Licht- 

SChwingungen.     Clebsch  Ann   I.  225-252.  1869. 

Der  Herr  Verfasser  behandelt  folgende  Frage:  Welches  ist 
die  allgemeinste  Form  der  Lösungen  der  Elasticitätsgleichungen, 
wenn  diese  Lösungen  Lichtschwingungen  von  gegebener  Wellen- 
länge entsprechen  sollen,  d.  h.  wenn  folgende  Bedingungen  er- 
füllt sein  sollen: 

1)  Die  Componenten  u,  v,  w  des  Schwingungsausschlags 
haben  die  Form: 

Sl.e    ^ 

wo  l  eine  reelle  Function  der  Coordinaten  bedeutet,  die  auf 
einer  Wellenfläche  constant  ist,  ß  eine  reelle  Function  der  Coor- 
dinaten, r  eine  Gonstante. 

2)  Die  Componenten  parallel  dem  vom  Erschütteningspunkte 
ans  gezogenen  Radiusvector  sind  =  0. 

3)  Die  Schwingungen  erfolgen   ohne  räumliche  Dilatation; 

es  ist  also 

du        dt    i    dw  _  ^ 

dx        dy        di  ~ 

Zur  Lösung  der  Aufgabe  wird  ein  System  orthogonaler  krumm- 
liniger Coordinaten  (p,  Q^ ,  p,)  eingeführt,  und  zwar  besteht  eins  von 
den  drei  orthogonalen  Flächensystemen  (g)  aus  concentrischen  Ku- 
geln« Sind  dann  U,  F,  W  die  Componenten  der  Schwingung  parallel 
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p9  ?n  ßt  (^^^^  ^  parallel  dem  Radiusreetor),  bo  ist  nach  Bedin- 
gung 2)  (/  =  0,  während  die  anderen  Bedingungen  f&r  V  und  )f 
folgende  Werthe  ergeben: 

*  oft  *  öpi 

Hierin  ist  F  eine  Function  von  l  und  ^  allein,  wenn  X  ausser 
p  noch  ft  und  ft  enthält;  enthält  X  nur  ^,  so  ist  F  eine  bdie- 

bige  Function  von  p,  ft,  ft.    Ferner  sind  -^  und    -~5-     die 

A,  Ä, 

Bogenelemente  senkrecht  zu  den  Flächen  g^  =  Const.  und  ft  = 

Const,  also:  ' 

Aus  den  obigen  Ausdrucken  folgt,  dass  bei  einer  beliebig 
gestalteten  Wellenfläche  die  Schwingungen  längs  der  Elemente 
der  Durchschnittscurven  der  Wellenfläche  mit  den  concentrischeo 
Kugeln  stattfinden. 

Es  werden  nun  die  isotropen,  die  einaxigen  und  zweiaxigen 
Medien  besonders  behandelt,  und  es  ergiebt  sich  dabei  das  Re- 
sultat, dass  in  isotropen  Medien  ftir  Kugelwellen,  in  optisch  ein- 
axigen Medien  für  ellipsoidische  Wellen  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit eine  sehr  mannigfaltige  sein  kann^  während  ftlr 
die  Kugelwellen  in  optisch  einaxigen  und  für  die  Wellen  der 
Fresnerschen  Wellenfläche  in  optisch  zweiaxigen  Medien  nur  eine 
gleichförmige  Geschwindigkeit  möglich  ist. 

Für  isotrope  Medien  werden  die  Elasticitätsgleichungen 
auf  das  obige  System  orthogonaler  Goordinaten  transformirt,  und 
es  wird  die  Annahme  gemacht,  dass  die  Wellenflächen  concen- 
trische  Kugeln,  dass  also  l  nur  eine  Function  von  q  ist  Die 
Aufgabe  reducirt  sich  dann  auf  die  Integration  zweier  Differen- 
tialgleichungen, einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  für  Si  mit  den  unabhängigen  Yariabeln  g^  und  q^  und 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  fllr  A, 
von  welcher  Grösse  X  abhängt  Die  Differentialgleichung  fiUr  ü 
lässt  sich,  wenn  man  statt  ^,,  ^,  gewöhnliche  Pokrcoordiraten 
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einführt,  durch  eine  Reihe  integriren.    Die  Differentialgleichung 
für  R  ist: 


5^  =  Ä(r  +  4) 


ß  eine  willkürliche  Constante,    T  eine  Constante,   die  von   den 
EUasticitätsconstanten  abhängt. 
I  Aus  dem  Integral   dieser  Gleichung,    flir   das  schon  Euler 

\  eine  Reihenentwickelung  gegeben  hat,  bestimmt  sich  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit, welche  =  -~  ist,  da  (>  =  Const.  eine 
Wellenfläche: 

Die  hierbei  auftretende  partielle  Differentialgleichung  far  Si 
erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  des  Potentials  auf  die  Coor- 
dinaten  ^,  p, ,  q^  transformirt  und  die  Differentialquotienten  nach 
^  =  0  setzt.  Die  Lösungen  dieser  Differentialgleichung  liefern 
gleichzeitig  eine  bemerkenswerthe  Klasse  ron  Lösungen  der 
Differentialgleichung : 

Für  optisch  einaxige  Medien  sind  die  allgemeinsten 
Lösungen  der  Elasticitätsgleichungen  in  gewöhnlichen  rechtwink- 
ligen Coo]:4inaten : 

_____ö^___o|^        _dS        d^ 
"~"        dy'         dz'  '  ^^'d^'^dydx' 

dS     ,     d'T 


dy         6z dx  ' 

T  und  S  sind  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

d'T  _       /d'T        d'T         d'T  \ 
dt'    "       \  dx'  +    dy'    +    dz'  y' 

wo  a  und  6  die  Elasticitätsconstanten  sind.  Die  Schwingungen 
in  diesen  Medien  setzen  sich  somit  aus  zwei  Theilen  zusammen, 
deren  ein  von  S  abhängiger  Theil  den  Kugelwellen   entspricht. 
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Fahrt  man  ftlr  diese  Polarcoordinaten  ein,  eo  ergeben  sich  (ttr  die 
Schwiogungscomponenten  parallel  den  neuen  Coordioaten  Aus- 
drücke, durch  welche  sowohl  die  SchwiDgungsrichtung,  als  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eindeutig  bestimmt  sind;  letzter« 
ist  zugleich  constant  =  6.  Der  zweite,  Ton  T  abhängige  TheS 
der  Lösung  führt  auf  ellipsoidische  Wellen,  fQr  die  ähnliche  Ge- 
setze gelten,  wie  für  die  Eugelwellen  in  isotropen  Medien. 

Für  optisch  zweiazige  Medien  werden  als  Coordinatea 
concentrische  Kugelflächen  q  =  Const.  und  für  Q^  und  p,  ellip- 
tische Kugelcoordinaten  eingeführt.  Die  Elastieitätsgleicbongea 
werden  für  diesen  Fall  aus  dem  Hamilton'schen  Prindp  abg»* 
leitet,  dass  die  erste  Variation  des  Integrals 


/« 


dt(J]-T) 


verschwindet,  unter  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systeoi 
verstanden.  Dabei  ist  die  Voraussetzung  gemacht,  daas  £( 
zwischen  den  einzelnen  Theilchen  des  elastischen  Mediams  wi^ 
kenden  Kräfte  eine  Kräftefunction  V  besitzen.  Es  werden  die 
Ausdrücke  für  T  und  U  auf  das  neue  Coordinatensystem  trau- 
formirt  und  dann  aus  dem  Verschwinden  der  ersten  Yariatieii 
des  Hamilton'schen  Integrals  für  die  Elasticitätsgleichungen  dne 
besondere  Form  aufgestellt,  aus  welcher  das  oben  angegebene 
Resultat  für  Wellen  der  Fresnerschen  Wellenfläche  folgt 

Wn. 

E.  Ketteler.  Ueber  den  Einfluss  der  ponderablen 
MolecUle  auf  die  Dispersion  des  Lichts  und  über  die 
Bedeutung  der   Constanten  in   der  DispersionsformeL 

Berl  Monatsb.  1870.  137.  Pogg.  Ann.  CXL.  1-53.  177-213.    1870. 

Der  Haupttheil  der  AVbeit  ist  rein  {fliysikalisch;  es  soll  am 
sämmtlichen  vorhandenen  Beobachtungen  eine  möglichst  voll- 
kommene empirische  Dispersionsfoimel  abgeleitet  werden.  Die 
Formel,  wenn  auch  empirisch,  ist  doch  von  grossem  theoretischem 
Interesse.    Sie  ist 
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wenn  n  der  Brechungsexponent,  /  die  innere  Wellenlänge  des 
betreflfenden  Mediums,  A",  A^  B,  C  dem  Medium  eigenthümliche 
Constante  sind.  Die  Formel  ist  von  A  ab  mit  den  ersten  Glie- 
dern der  von  Cauchy  theoretisch  abgeleiteten  Dispersionsformel 
identisch.  Das  erste  Glied  K-  T,  welches  bei  Cauchy  fehlt,  muss, 
wie  der  Verfasser  aus  experimentellen  Daten  abgeleitet  hat,  noth- 
wendig  hinzugefügt  werden.  —  Der  zweite  Theil  der  Arbeit  giebt 
eine  formelle  Interpretation  der  Constanten,  die  von  rein  physi- 
kalischem Interesse  ist.  —  Der  dritte  Theil  endlich  ist  theore- 
tisch. Der  Verfasser  wiederholt  die  hauptsächlichsten  Entwicke- 
lungen  aus  Briot's:  ^Essais  sur  la  thöorie  mathömatique  de  la 
lumi^re"  (Paris  1869)  Buch  3.  Briot  nimmt  zur  Erklärung  der 
Dispersion  an,  durch  die  Anziehung  der  ponderablen  Molectile 
Bei  der  Aether  innerhalb  der  ponderablen  Körper  ungleichförmig 
vertheilt,  die  Aetherdichtigkeit  sei  daher  eine  periodische  Function 
des  Raumes.  Die  directe  Einwirkung  der  ponderablen  Molecttle 
auf  den  schwingenden  Aether  setzt  er  dagegen  =  0. 

Herr  K.  zeigt  nun,  dass,  wenn  man  diese  letztere  Kraft 
nicht  vernachlässigt,  aus  den  Briot\schen  Gleichungen  sich  für 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  Formel  ergiebt,  die  der 
Form  nach  völlig  mit  der  obigen  empirischen  tibereinstimmt.  — 
Die  empirischen  Daten  der  vorliegenden  Arbeit  liefern  ein  reiches 
Material  zum  weiteren  Ausbau  der  Theorie.  Wn. 

Challis.     The  disporsion   of  light  on  tlie  hypothesis  of 

undulations.    Phil.  Mag.  (4)  XXXVIII.  268-280.  1869. 

Csy. 
M.  EicoüR.     Sur  la  dispersiou  de  la  lumifere.  C.  R.  LXIX. 

1231-1233.  1869.    C.  R.  LXX.  115-119.  1870. 

Ohne  Beweis  wird  für  die  Dispersion  des  Lichtes  folgende 
(theoretisch  abgeleitete)  Formel  mitgetheilt: 

Ran       'oan 

'^"-T-  =  -T-' 

WO  R  den  Brechungsindex  für  Strahlen  von  der  Wellenlänge  / 
bedeutet;  a  und  q  sind  Constante,  die  von  der  Natur  des  Me- 
diums abhängen.  Wn. 

Fortschr.  d.  Muth.  II.   3.  53 
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P.  Glan.     Ueber  die  Absorption  des  Lichtes.    Pogg.  Ann. 

CXLL  58-83.  1870. 

Nach  einem  experimentellen  Theil  behandelt  der  Verfasser 
das  Problem  der  Absorption  des  Lichtes  auf  Grund  der  Annahme, 
dass  die  Aetherschwingungen  zum  Theil  an  die  Eörpermoleefile 
übertragen  werden.  Diese  Annahme  fahrt  auf  eine  ähnliche  Di^ 
ferentialgleichung,  wie  sie  Helmholtz  in  seiner  Abhandlung  ftber 
Combinationstöne  aufgestellt  und  integrirt  hat. 

Ok. 

W.  Veltmann.     FresneFs  Hjrpothese  zur  Erklärung  der 
Aberrationserscbeinungen.    Astr.  Nachr.  LXXV.  145-160.  isa 

W.  Veltmann.     Ueber  die  Foi-tpflanzung  des  Lichts  h 

bewegten   Medien.     Astr.  Nachr.  LXXVI.  127-144.     1870. 

Die  Erscheinungen  der  Aberration,  deren  Erklärung  dnrdi 
die  Vibrationstheorie  Schwierigkeiten  macht  und  nur  unter  Za- 
hülfenahme  gewisser  (von  Fresnel  zuerst  aufgestellter)  neuer 
Hypothesen  möglich  ist,  werden  hier  von  folgendem  Gesichts- 
punkte aus  behandelt.  Zwei  Medien,  in  welchen  eine  Weltes- 
bewegung  des  Lichts  stattfindet,  bewegen  sich  mit  gemeinsamer 
Geschwindigkeit  parallel  ihrer  Trennungsfläche;  wie  wird  en 
ursprünglich  zur  Trennungsfläche  senkrechter  Lichtstrahl  modi- 
ficirt?  Zur  Behandlung  dieser  Frage  wird  die  Vorstellung  la 
Grunde  gelegt,  dass  die  Vibrationen  des  Aethers  mit  dem 
Medium,  das  den  Aether  enthält,  ohne  sonstige  Veränderan; 
fortbewegt  werden,  dass  die  Richtung  dieser  Fortbewegung  die- 
selbe wie  die  des  Mediums  ist,  aber  eine  andere  Geschwindi^ 
keit  besitzen  kann.  Unter  dieser  Annahme  tri£Et  der  ursprttnglidi 
senkrechte  Strahl  die  Trennungsfläche  schief.  Nimmt  man  weiter 
an,  dass  für  die  relativen  Strahlen  das  Snellius'sche  Brechunge- 
gesetz gilt,  so  lässt  sich  daraus  die  Geschwindigkeit  ablei- 
ten^  mit  der  die  Wellenbewegung  an  der  Translationsbewegung 

des  Mediums  theilnimmt,  =  c =-  c.    Hierin    ist    c    die    Ge- 

9 

schwindigkeit  der  Translationsbewegung    des  MediumB,  q  diQ 
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Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  im  leeren  Räume 
(freien  Aether),  v  die  in  dem  betrachteten  Medium.  Die  Formel, 
welche  der  mathematische  Ausdruck  der  oben  erwähnten  FresneV- 
schen  Hypothese  ist,  ist  nur  eine  angenäherte  und  gilt  nur, 
wenn  v  sehr  gross  gegen  c  ist.  —  Es  wird  dann  dasselbe  Pro- 
blem behandelt  für  den  Fall  eines  die  Trennungsfläche  schief 
treffenden  Strahls,  falls  die  Translationsbewegung  in  der  Ein- 
fallsebene stattfindet.  Das  Resultat  ist  dasselbe  wie  vorher, 
d.  h.  soll  flir  die  relativen  Strahlen  das  Brechungsgesetz  gelten, 
80  muss  die  Wellenbewegung  an  der  Translationsbewegung  theil- 
nehmen,  aber  nicht  mit  der  ganzen  Geschwindigkeit,  sondern 
nur  mit  der  durch  die  obige  Formel  ausgedrückten.  Diese  For- 
mel ist  somit  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
flir,  dass  die  relativen  Strahlen  das  Brechungsgesetz  befolgen; 
die  absoluten  Strahlen  befolgen  das  Brechungsgesetz  nicht.  — 
Das  Resultat  bleibt,  wie  in  der  zweiten  Arbeit  gezeigt  wird,  das- 
selbe, wenn  die  Richtung  der  Translationsbewegung  der  Medien 
auch  in  der  Einfallsebene  liegt. 

An  diese  Untersuchungen  schliessen  sich  Anwendungen  auf 
die  Brechung  an  Linsen  und  Prismen.  Referent  bemerkt  noch, 
dass  Herr  Klinkerfues  in  seiner  Schrift  „Die  Aberration  der  Fix- 
sterne" (Leipzig  1867)  eine  andere  Vorstellung  zu  Grunde  legt, 
indem  er  annimmt,  dass  für  die  Lage  des  geschlängelten  oder 
gebrochenen  Strahls  nur  diejenigen  translatorischen  Bewegungen 
des  Aethers  von  Einfluss  sind,  welche  die  Scheidewand  oder  die 
Dichtigkeit  des  Mittels  ändern.  Danach  würde  die  Beschaffen- 
heit des  Objectivs  eines  Fernrohrs  die  Aberrationsconstante  än- 
dern, was  nach  den  Fresnel'schen  Formeln,  die  Herr  V.  behan- 
delt, nicht  der  Fall  ist.  Eine  Entscheidung  zwischen  beiden 
Ansichten  scheint  nur  die  Beobachtung  herbeiführen  zu  können. 

Wn. 

E.  Jochmann.  Ueber  eine  von  Quincke  beobachtete  Klasse 
von  Beugungserscheinungen  und  über  die  Phasen- 
änderung der  Lichtstrahlen  bei  totaler  und  metal- 
lischer Reflexion.    Pogg.  Ann.  CXXXVI.  561-588.  1869. 

Herr  Quincke  hat  die  Interferenzstreifen   beobachtet  ^   die 

53* 
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entstehen,  wenn  Lichtstrahlen  an  der  Hypotenusenfläche  eines 
gleichschenklig-rechtwinkligen  Glasprismas  im  Innern  des  Prismas 
so  reflectirt  werden,  dass  die  Reflexion  theils  an  Luft,  ihdk 
an  Metall  (mit  dem  ein  Theil  der  Hypotenusenfläche  belegt 
ist)  geschiebt.  Jochmann  unterwirft  diese  Erscheinung  der 
Rechnung,  indem  er  nach  dem  Huyghens'schen  Princip  den 
Schwingungszustand  irgend  eines  Punktes  auf  dem  Schirnn,  sä 
welchem  die  Beugungserscheinung  beobachtet  wird,  durch  dk 
Summe  zweier  Doppelintegrale  darstellt.  Dieser  Ausdruck  wirf 
dann  auf  zwei  bekannte  einfache  Integrale  reducirt,  die  auch  bei 
anderen  Beugungserscheiuungen  eine  Rolle  spielen;  Fresnel  hli 
für  diese  Integrale,  die  nicht  in  endlicher  Form  berechnet  werdet 
können,  eine  Tabelle  mit  Hülfe  von  Näherungsformeln  entworf« 
Aus  dem  reducirten  Ausdruck  für  den  Schwingungszustand  will 
die  Intensität  in  dem  beobachteten  Punkte  abgeleitet,  und  dann 
die  Stellen  der  Maxima  und  Minima  der  Intensität.  Um  die 
Werthe  der  letzteren  mit  den  beobachteten  Werthen  vergleichen 
zu  können,  werden  endlich  aus  den  optischen  Constanten  des 
Prismas  und  der  Metallbelegung  die  Werthe  fllr  die  Amplituden 
des  an  Silber  und  an  Luft  reflectirten  Strahles,  sowie  der  Phasen- 
Unterschied  beider  Strahlen  berechnet.  Diese  Rechnung  wird 
zuerst  ausgeführt  mit  Hülfe  der  von  Cauchy  gegebenen  R^ 
flexionsformeln,  dann  aber  auch  mit  Hülfe  der  von  Neumann 
aufgestellten  Formeln.  Die  beiden  Resultate  stimmen  mit  den 
Beobachtungen  gut  tiberein.  Diese  geben  daher  keine  Entschei- 
dung darüber,  welche  von  den  beiden  Lichttheorien  den  Vonag 
verdient,  d.  h.  ob  man  mit  Fresnel  und  Cauchy  annehmen  muss. 
dass  die  Schwingungen  des  polarisirten  Lichtes  senkrecht  m 
Polarisationsebene,  oder  mit  Neumann,  dass  sie  in  der  Polarist- 
tionsebene  stattfinden.  Wn. 

E.  LoMMEL.     Die  Fraunhofer'schen  Beugungserscheinun- 
gen  in  elementarer  Darstellung.    Schlömilch  z.  XIV.  147. 

1869. 

Während  in  den  bekannten  Darstellungen  der  Beugongs- 
erscheinungen  zunächst  der  Intensitätsausdruck  fUr  einen  belie- 
bigen Bildpunkt    durch    weitläufige   Summationen    oder   doreb 
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iDtegralrechnung  aufgestellt  und  durch  dessen  Discussion  die 
Erscheinung  abgeleitet  wird,  verzichtet  die  vorliegende  synthe- 
tische Darstellung  auf  die  Herstellung  des  allgemeinen  Ausdrucks 
der  Intensität  und  betrachtet  die  geometrische  Seite  der  Erschei- 
nung, sowie  die  geometrischen  Gründe  für  das  Gesetz  der  Inten- 
sitätsvertheilung.  Diese  Darstellung  gewährt  einen  grösseren 
Einblick  in  die  Entstehung  der  Erscheinung  und  bildet  gewisser- 
maassen  eine  Ergänzung  der  analytischen  Darstellung.  Es  lässt 
sich  auf  diesem  Wege  sowohl  die  Construction  der  Beugungs- 
bilder für  die  wichtigsten  Fälle  ableiten,  als  auch  die  Intensität 
in  den  hauptsächlichsten  Punkten  des  Bildes.  Dem  Inhalte  nach 
giebt  die  vorliegende  Arbeit  hauptsächlich  eine  elementare  Dar- 
stellung der  Resultate,  die  Schwerd  in  seinem  bekannten  Werke 
über  die  Beugungserscheinungen,  analytisch  abgeleitet  hat.  Zum 
Schluss  wird  der  Satz  abgeleitet,  dass  der  Beugungswinkel  für 
einen  bestimmten  Bildpunkt  ein  Minimum  wird,  wenn  die  Nor- 
male des  Schirmes  denselben  halbirt. 

Wn. 

E.  LoMMEL.     Ueber    die    Anwendung    der    Besserschen 
Functionen  in  der  Theorie  der  Beugung.     Schlömilch  z. 

XV.  141-169.    1870. 

Siehe  Abschn.  VII.  Cap.  2.  p.  258- 

A.  Kurz.      Berechnung     der     hyperbolischen     dunkeln 
Büschel  in  zweiaxigen  Kiystallen.  Schlömilch  z.  XV.  209- 

215.     1870. 

Aus  dem  Schnitt  einer  gegebenen  Wellenebcne  mit  der 
FresneVschen  Elasticitätsfläche  wird  eine  quadratische  Gleichung 
aufgestellt  für  die  Vibrationsazimuthe  der  beiden  der  Wellen- 
fläche zugehörigen  Strahlen,  wobei  die  Krystallfläche  senkrecht 
zur  Mittellinie  der  optischen  Axen  angenommen  wird.  Die  bis- 
her innerhalb  des  Krystalls  betrachteten  Strahlen  erleiden  dann 
noch  eine  Brechung  in  die  Luft,  wobei  nur  nahezu  senkrecht 
austretende  Strahlen  berücksichtigt  werden,  für  die  das  gewöhn- 
liche Brechungsgesetz  gilt.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass  alle 
Strahlen,   die  einem   bestimmten  Vibrationsazimuthe  angehören, 


794  ^^*  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

auf  einer  Hyperbel  zu  liegen  scheinen,  deren  Gleichung  in  Polar- 
coordinaten  aufgestellt  wird.  Die  Hyperbel  ist  nur  nahezu  gleich- 
seitig. Es  folgen  dann  einige  Transformationen  der  Hyperbcl- 
gleichung,  sowie  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  für  den 
Scheitel  aller  Hyperbeln.  Endlich  werden  für  den  Salpeter  die 
Hyperbeln  wirklich  berechnet.  Wn. 

E.  Reusch.     Coiistructionen  zur  Lehre   von  den  Haupt- 
und   Brennpunkten    eines   Linsensystems.     Mit  Atla& 

Leipzig  1870. 

Für  die  Art  und  Weise,  wie  Lichtstrahlen  beim  Durchgao; 
durch  ein  System  von  Linsen  ihre  Richtung  ändern,  ist  zuerst 
von  Gauss  in  seinen  dioptrischen  Untersuchungen  durch  Einf&Ii- 
rung  der  „Hauptpunkte'*  eine  einfache  geometrische  Darstellmv 
gegeben.  Die  Resultate  der  Gauss'schen  Theorie  sind  dann  v« 
Herrn  C.  Neumanu  (die  Haupt-  und  Brenn- Punkte  eines  Linsoi- 
systems,  Leipzig  186(5)  auch  auf  elementarem  Wege  entwickelt 
An  die  Arbeit  von  C.  Neumann  anknüpfend,  giebt  Herr  Reusch 
für  eine  grosse  Zahl  hierher  gehöriger  Aufgaben  eine  graphische 
Behandlung  in  der  Art,  dass  er  mit  Beibehaltung  der  Axen- 
strecken  oder  Abscissen  die  zugehörigen  Ordinaten  [die  ja  fto 
Strahlen,  welche  mit  der  Axe  kleine  Winkel  bilden,  nur  sehr 
kleine  Grössen  sind]  in  einem  sehr  vergrösserten  Massstabe  auf- 
trägt. In  der  so  erhaltenen  schematischen  Figur  sind  die  Axeih 
schnitte  von  Linien  identisch  'mit  den  wirklichen  Axeuschnitteo 
des  Linsensystems;  parallele  Gerade  der  schematischen  Figur  ent- 
sprechen parallelen  Geraden  des  Systems  etc.  In  dieser  Art  wird 
zunächst  der  Fall  zweier  brechenden  Medien  behandelt,  die  längs 
einer  sphärischen  Fläche  zusammentreffen,  und  dann  der  Weg 
eines  beliebigen  Strahls  durch  eine  Reihe  von  brechenden  Medien 
verfolgt,  wobei  sich  die  Hauptpunkte  in  jedem  Fall  in  einfacher 
Weise  ergeben.  Es  folgt  dann  die  Besprechung  der  eigentlichen 
Linsen  und  der  wichtigsten  dioptrischen  Instrumente.  Neben  den 
Constructionen,  die  mit  grosser  Sorgfalt  ausgeführt  sind,  enthält 
die  Arbeit  auch  die  Aufstellung  der  Grundformeln  und  die  Be- 
rechnung der  Cardinalpunkte  i\ir  gewisse  Hauptfälle. 

Wn. 
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Kbamm.     Ueber    die    Brechung    des    Lichtes    in    einem 
System  von  Flächen  zweiter  Ordnung.   Pr.  Marburg  1869. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  Gauss'schen  diop- 
trisehen  Untersuchungen  auf  den  Fall  ausgedehnt,  wo  die 
brechenden  Medien  statt  von  centrirten  Kugelflächen,  von  anderen 
Flächen  zweiter  Ordnung  begrenzt  werden.  Wie  bei  Gauss  die 
Hittelpunkte  sämmtlicher  Kugelfläcben  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  so  werden  hier  die  Hauptaxen  sämmtlicher  Flächen 
als  parallel  angenommen;  eine  der  Hauptaxen  fällt  bei  sämmt- 
lichen  Flächen  in  die  Axe  x^  so  dass  die  Gleichung  einer  belie- 
bigen Fläche  (auf  den  Scheitel  als  Anfangspunkt  bezogen)  lautet 

oa;'  +  6a;  +  c**  +  dy'  +  c  =  0. 

Die  Berechnung  der  Richtung  der  gebrochenen  Strahlen  ge- 
schieht sowohl  bei  einer  brechenden  Fläche,  als  bei  einem 
System  Schritt  für  Schritt  wie  bei  Gauss,  indem  nur  Strahlen 
betrachtet  werden,  die  mit  der  a;Axe  sehr  kleine  Winkel  bilden. 
In  den  Resultaten  tritt  insofern  eine  Aenderung  gegen  die  Gauss'- 
Bchen  Resultate  ein,  dass  statt  des  Kugelradius  die  beiden  Haupt- 
krOmmungsradien  im  Scheitel  der  Fläche  in  die  beiden  Glei- 
chungen des  Strahls  eintreten.  Von  den  Resultaten  heben  wir 
folgende  hervor.  Die  Brechung  durch  das  System  kann  (wie 
bei  Kugelfläcben)  ersetzt  werden  durch  die  Brechung  an  einer 
einzigen  Fläche,  verbunden  mit  einer  Verschiebung  des  Strahls 
sich  selbst  parallel.  Ein  von  einem  Punkte  ausgehendes  Strahlcn- 
bttndel  wird  durch  die  Brechung  so  modificirt,  dass  die  aus- 
tretenden Strahlen  zwei  den  Axen  y  und  s  parallele  Brennlinien 
bilden,  die  nicht  durch  denselben  Punkt  gehen.  Aehnlicbe  Mo- 
dificationen  erleidet  ein  Bündel  paralleler  Strahlen.  Schliess- 
lich werden  die  erhaltenen  Formeln  auf  Cylinderlinsen  ange- 
wandt, und* für  diese  die  Abstände  der  Brennlinien  vom  Scheitel 
berechnet.  Wn. 

KüDELKA.     Die  Gesetze  der  Lichtbrechung.    Qrunert  Arch. 

L.  18-56.  121-157.  241-278     1869 

Von  dem  Snellius'schen  Brechungsgesetz  ausgehend  ent- 
wickelt der  Verfasser  auf  die  elementarste  und  breiteste  Weise 
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die  geometrischen  Erscheinungen  der  Lichtbrechung  fSr  eine  ebene 
Fläche,  ein  Prisma  und  eine  Kugelfläche.  In  mathematischer 
Beziehung  enthält  die  Arbeit  weder  dem  Inhalt  noch  der  Form 
nach  etwas  Neues;  in  physikalischer  Beziehung  enthält  sie  Us- 
wichtiges,  indem  sie  die  Nevvton*sche  Farbentheorie  umstossei 
und  die  prismatischen  Farben  durch  reine  Contrastwirkungen 
erklären  will.  Wn. 

W.  Graffweg.  Ueber  Linsen,  welche  von  einem  ho- 
mogenes Licht  ausstralilenden  Punkte  ein  mathema- 
tisch genaues  Bild  geben.    Schlömilch  z.  XV.  311-324.  187a 

Der  Verfasser  behandelt  die  Frage :  Welches  muss  die  Greme 
zwischen  zwei  Medien  von  gegebener  optischer  Dichtigkeit  sein, 
damit  die  von  einem  Punkte  des  einen  Mediums  ausgehende! 
Strahlen  sich  nach  der  Brechung  in  einem  reellen  oder  yirtußUei 
Punkte  vereinigen? 

Als  Resultat  ergiebt  sich  eine  Rotationsfläche  mit  der  He- 

ridiancurve 

fnr  +  ns  =  Const., 

wo  r  und  s  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  von  dem 
leuchtenden  Punkte,  resp.  seinem  Bilde,  m  und  r  die  Brechung»- 
indices  beider  Medien  sind.  Ableitung  und  Discussion  des  Re- 
sultats bieten  nichts  Bemcrkenswerthes.  Wn. 

H.  Zinken,  gen.  Sommkr.  Untersuchungen  über  die 
Dioptrik  der  Linsen-Systeme.  Braunschweig,  Vieweg  1870. 

Der  Verfasser  behandelt  im  ersten  Theile  als  Vorbereitung 
die  Theorie  der  Brechung  in  erweiterter  Gauss'seher  Methode, 
indem  er  auch  die  Glieder  der  sphärischen  Abweichung,  die 
Gauss  vernachlässigt  hatte,  berücksichtigt.  Im  zweiten  Theile 
wird  dann  das  Bild,  das  durch  ein  Linsensystem  entsteht,  einer 
eingehenden  Erörterung  unterworfen.  Der  dritte  Theil  behan- 
delt die  umgekehrte  Aufgabe,  die  Berechnung  eines  Systems, 
das  ein  gegebenes  Object  in  vorgeschriebener  Weise  abbilden 
soll,  und  bespricht  die  Mäugel,  die  dabei  hervortreten.  Im  vier- 
ten Theile  endUch  wird  die  Lage  des  gebrochenen  Strahles  aas 
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der  des  einfaHenden  genau  bestimmt,  d.  h.  mit  BerttcksiclitigUDg 
auch  der  vorher  vernachlässigten  höheren  Glieder  der  sphärischen 
Gentralabweichung  etc.,  und  dadurch  werden  Mittel  zur  Correction 
fbr  die  im  dritten  Theil  .besprochene  Aufgabe  gewonnen. 

0. 

E.  Hill.     On  a  practical  method  of  finding  the  magni- 

fying  power  of  a  telescope.    Messenger  V.  84-85.  1869. 

Beweis,  dass  die  vergrössernde  Kraft  eines  Fernrohrs  mit 
Ocular  gleich  ist  dem  Verhältniss  des  Objectivglases  zu  dem 
Durchmesser  des  deutlichen   Bildes,  welches  das  Ocular  giebt 

Glr.  (0.) 

O.  AiRY.  To  find  the  condition  of  minimum  deviation 
of  a  ray  of  liglit  passing  through  a  prism  composed 
of    a    medium    denser    than    the    original    medium, 

Messenger  V.  88-90.    1869. 

Ohne  Anwendung  der  Differentialrechnung. 

Glr.  (0.) 

W.  V.  Bezold.  Einige  analoge  Sätze  der  Photometrie 
und  Anziehungslehre.    Pogg.  Ann.  CXLL  91-94.    1870. 

Siehe  Abschn.  X.  Cap.  5.  p.  753. 
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Elektricität  und  Magnetismus. 

C.  Neumann.     Notizen    zu   einer   kürzlich   erschienenen 
Schrift     über     die    Principien    der     Elektrodynamik. 

Clebach  Ann.  I.  317-329.     1869. 

Siehe  Fortschr.  d.  Math.  I.  p.  371. 
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W.  Weber.     Ueber  einen  einfachen  Anssprucli  des  all- 
gemeinen   Grundgesetzes    der   elektrischen   Wirkung. 

Pogg.  ADD.  CXXXVI.  485-489.  1869. 

Die  Wirkung  zweier  elektrischer  Massen  auf  einander  hat 
nach  dem  Weber^schen  Gesetz  das  Potential: 

Nennt  man  „Anregung  zur  Bewegung  bei  relativer  Ruhe^  den 

Ausdruck: ,   dagegen:   „relative  Bewegung  ohne  Anregung 

dr 
zur  Bewegung"  das  Quadrat  von:  —  =  c,   so  ist  das  Potential 

dr 
bei  einer  beliebigen  Geschwindigkeit:  -^   derjenige    Bruchtheil 

des  ersten  Grenzwerths: 

der  an  dem  zweiten  fehlt,  da: 

Es  knüpfen  sich  hieran  noch  weitere  Speculationen,  die  in* 
dess  zu  neuen  Ergebnissen  nicht  führen  und^  wie  der  Verfasser 
selbst  zugiebt,  noch  nicht  geeignet  sind,  als  Grundlage  einer 
mathematischen  Theorie  der  bewegten  Elektricität  zu  dienen. 

Ok. 

J.  Stefan.    Ueber  die  Grundformeln  der  Elektrodynamik. 

Wien   Ber.  LIX.  693-759.  1869.  Carl  Rep.  V.  57-59.    1869. 

Es  ist  bekannt,  dass  das  elektrodynamische  Ampöre'sche 
Grundgesetz  keineswegs  das  einzig  mögliche  ist,  welches  die 
elektrodynamischen  Bewegungserscheinungen  für  geschlossene 
Ströme  übereinstimmend  mit  der  Erfahrung  ergiebt  Schon 
Grassmann  (Pogg.  Ann.  LXIV)  hat  vor  längerer  Zeit  ein  zweites 
aufgestellt,  ohne  dass  bis  jetzt  eine  Entscheiflung  zwischen  beiden 
getroffen  werden  konnte.  Stefan  hat  in  der  vorliegenden  Ab* 
handlung  die  Frage  von  dem  allgemeinsten  Gesichtspunkt  anf- 
gefasst.    Sein  Zweck  ist,  alle  möglichen  Elementargesetze  aof- 
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zustellen,  die  alle  fttr  geschlossene  Ströme  zu  demselben  Re- 
sultat fuhren.  Dabei  ist  zunächst  von  den  bekannten  Ampöre- 
schen  Voraussetzungen  diejenige  auszuscheiden,  die  nicht  als 
allgemein  aufzufassen  ist,  nämlich,  dass  die  Wirkung  zweier 
Elemente  dem  Princip  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  folgt 
Dagegen  wird,  als  durch  die  Erfahrung  bewiesen,  beibehalten, 
dass  es  gestattet  ist,  tWr  die  Wirkung  eines  Elementes  auf  ein 
anderes  die  Summe  der  Wirkungen  von  3  rechtwinkligen  Com- 
ponenten  des  einen  auf  die  drei  rechtwinkligen  Componenten 
des  anderen,  zu  substituiren.  Bei  der  Entwickelung  dieser  Kräfte 
treten  4  unbekannte  Constanten  in  das  Resultat,  die  nur  einer 
Bedingungsgleichung  zu  genügen  brauchen,  während  eine  zweite 
dieser  Constanten  noch  bestimmt  wird  durch  eine  Wahl  für  die 
Einheit  der  Stromintensität. 

Zwei  der  4  Constanten  bleiben  also  stets  willkürlich,  und 
bei  den  einfachsten  Annahmen  für  dieselben  (nämlich  =  0),  ge- 
langt man  zu  7  verschiedenen  Elementargesetzen,  von  denen 
3  dem  Princip  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  genügen  (hier- 
unter das  Amp^re'sche),  4  dagegen  nicht  (hierunter  das  Grass- 
mann'sche). 

Im  weiteren  Verlauf  der  Arbeit  wird  gezeigt,  dass  keinerlei 
Versuche  mit  geschlossenen  Strömen  für  eines  dieser  Gesetze 
entscheiden  können.  Ok. 

Eeynard.     Nouvelle    th^orie    des    actions    ^lectrodyna- 

miques.   Ann.  de  Chem.  et  de  Phys.  (4)  XIX.  272-328.  1870. 

J.  Bertrand.   Rapport  sur  Reynard,  vue  nouvelle  sur  la 
th^orie  des  actions  61ectrodynamique.    C.  R.  Lxviii.  ii56. 

1869. 

Reynard  verwirft  ebenfalls  die  Amp6re*sche  Hypothese  der 
Anwendbarkeit  des  Princips  von  Wirkung  und  Gegenwirkung 
auf  zwei  Stromelemente,  führt  dagegen  eine  andere,  ebenso 
wenig  bewiesene  ein.  Er  denkt  sich  nämlich  die  elektrodyna- 
mische Wirkung  übertragen  durch  ein  flüssiges  Medium.  Dann 
muss  die  Resultante  senkrecht  gegen  das  angegriffene  Element 
stehen.    Hieraus  leitet  er  ein  neues  Grundgesetz  ab,  das  übrigens 


I 
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nur  eine  Reproduction  des  Grassmann'scben  Gesetzes  ist.    Da- 
nach ist  die  Wirkung  von  ds  auf  (W: 

i'i''ds'ds'      .    Q. 

, •  sin  xr  coBfij 

r 

wo  &  der  Winkel  von  ds  mit  der  Verbindungslinie  r,  (jl  dagegen 
der  Winkel  von  ds'  mit  der  durch  ds  und  r  gelegten  Ebene  ist 

Er  weist  ferner  die  Uebereinstimmung  der  aus  dem  Gesetze 
sich  ergebenden  Formeln  für  geschlossene  Ströme  mit  den  von 
Ampere  gefundenen  nach  und  sucht  endlich  eine  spezielle  Vor- 
stellung von  der  Uebertragung  durch  das  flüssige  Medium  zu 
geben,  indem  er  eine  Fortpflanzung  durch  Wirbelbewegungen 
annimmt. 

Bertrand  macht  in  seinem  Bericht  über  diese  Arbeit  darauf 
aufmerksam,  dass  schon  Gauss  (t.  V.  p.  618)  eine  ähnliche  Um- 
wandlung des  Ampöre'schen  Gesetzes  vorgenommen  hat. 

Ok. 

H.  Helmholtz.  Über  die  Bewegungsgleichungen  der  Elek- 
tricität  für  ruhende  Körper.  Borchardt  J.  LXXli.  57-129. 1870. 

Bei  der  Anwendung  der  aus  dem  Weber'schen  Grundgesetze 
abgeleiteten  Bewegungsgleichungen  der  elektrischen  Ströme  auf 
eine  neue  Aufgabe  der  Elektrodynamik  ergaben  sich  physikalisch 
unzulässige  Folgerungen.  Eine  genauere  Untersuchung  zeigte» 
„dass  der  Grund  davon  in  den  Principien  der  Theorie  stecke, 
dass  nämlich  nach  den  Folgerungen  aus  der  Weber'schen  Theorie 
das  Gleichgewicht  der  ruhenden  Elektricität  in  einem  leitenden 
Körper  labil  sei,  und  dass  deshalb  die  darauf  gegründete  Theorie 
die  Möglichkeit  von  elektrischen  Strömen  anzeige,  die  zu  immei 
grösser  werdenden  Werthen  der  Strömungsintensität  und  der 
elektrischen  Dichtigkeit  fortschritten.^  Es  scheine  daher  das 
Weber  sehe  Gesetz  für  die  Wirkung  elektrischer  Theilchen  auf 
einander  unzulänglich  zu  sein;  ausserdem  widerspreche  es  dem 
Gesetze  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  insofern,  als 
zwei  elektrische  Theilchen,  die  sich  nach  dem  Gesetze  bewegen  und 
mit  endlicher  Geschwiudigkeit  beginnen,  in  endlicher  Entfernung 
von  einander  unendliche  lebendige  Kraft  erreichen  und  ateo  eine 


Capitel  3.    Elektrioität  und  Magnetismus.  gOl 

unendlieh  grosse  Arbeit  leisten  können.  Verfasser  geht  in  seinen 
Untersuchungen  Über  die  Bewegungsgleichungen  der  Elektricität 
Yon  einem  Ausdrucke  für  das  Potential  zweier  Stromelemente 
aus,  welcher  eine  unbekannte  Constante  x  enthält  und  welcher 
die  sämmtlichen  bisher  bekannten  Ausdrücke  für  das  Potential 
als  specielle  Fälle  in  sich  begreift. 

Bezeichnen  wir  mit  Ds  und  Da  die  Elemente  der  Länge 
zweier  linearen  Leiter  s  und  <y,  mit  (Z>s,  Da)  den  Winkel,  wel- 
chen die  Richtungen  beider  mit  einander  bilden,  mit  r  ihre  Ent- 
fernung, mit  t  die  Intensität  des  Stromes  in  s,  mit  J  diejenige 
in  <y,  so  ist  das  Potential  der  beiden  Stromelemente  gleich: 

.  -  ~  4'  -^  [(i  +*)  cos  (Z>5, Da)  +  (i-k)  cos  (r, Ds)  cos  (r,  Da)} 

Ds'Da. 

Darin  ist  J'  eine  Constante,  deren  Grösse  von  dem  zur 
Messung  der  Stromstärke  gebrauchten  Maasse  abhängt.  Für  *=1 
geht  dieser  Ausdruck  in  den  von  F.  E.  Neumann  gebrauchten 
über,  für  *  =  0  in  den  von  Cl.  Maxwell,  für  ä  =  —  1  in  den  von 
Weber. 

Der  zweite  Paragraph  der  Abhandlung  enthält  die  Ableitung 
des  elektro-dynamischen  Potentials  für  Ströme,  die  continuirlich 
im  Räume  verbreitet  sind,  sowie  Umformungen  der  gewonnenen 
Ausdrücke,  welche  den  von  Kirchhoflf  in  einem  ähnlichen  Falle 
angewandten  Umformungen  analog  sind. 

Sind  M,  r,  to  die  Coraponenten  der  elektrischen  Strömung 
in  der  Richtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  a,  so  kann 
•  man  die  Werthe  des  elektrodynamischen  Potentials,  welches  die 
sämmtlichen  vorhandenen  Ströme  in  Bezug  auf  die  Stromcom- 
ponenten  ii,  u,  w  im  Stromelement  dxdydz  hervorbringen,  der 
Reihe  nach  mit 

—  A^  •  V '  u  -  dxdydz 

—  A^ '  V  '  V  *  dxdydz 

—  A* '  W'tD'  dxdydz 

bezeichnen. 

Ist  r«  =  (^x^iy  +  (y-17)«  +  (;j-0',  80  ist 
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+k     u    ,  1— fc     iT-l 


»^///i'r^-T-^ 


2         r' 

nnd  entsprechend  V  und  W  gleich  einem  ähnlichen  Ausdrucke. 
Unter  dem  Integralzeichen  sind  ti,  r,  to  als  Functionen  von  |,  ti,  J 
zu  nehmen,  und  die  Integration  ist  tlber  alle  Stellen  des  Raumes, 
in  denen  elektrische  Strömungen  vorhanden  sind,  auszudehnen. 
Bezeichnet  man  mit  ^  den  folgenden  Ausdruck: 

80  können,  vorausgesetzt,  dass  ^  einen  endlichen  Werth  hat, 
was  immer  der  Fall  ist,  wenn  nur  endliche  elektrische  Massen 
mit  endlicher  Geschwindigkeit  bewegt  werden  und  diese  sieli 
alle  in  endlicher  Entfernung  von  einander  befinden,  17,  F,  fT  auf 
folgende  Form  gebracht  werden: 

1-Ä    d^ 


U  = 


+///t  "^ '"  '^ 


2        dx 

und  entsprechend  V  und  W. 

Es  wird  dann  bewiesen,  dass  sowohl  W,  U,  F,  W,  als  auch  ihre 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  überall  stetig  sind,  mit 

eventueller  Ausnahme  solcher  Punkte,  in  denen  -^  unendlich  wird 

'  dt 

wenn  (jp  die  Potentialfunction  der  freien  Elektricität  bezeichnet 
Als  charakteristische  Eigenschaften  der  Functionen  U,  V,  W  erge- 
ben sich  die  folgenden: 

und 

^    ^       dx   ^   dy  ^  dz  dt 

Entsprechend  lauten  die  Gleichungen  fUr  V  und  W. 

Bezeichnet  man  nun  den  Widerstand  eines  prismatischen 
Leiters  von  der  Einheit  der  Länge  und  der  Einheit  des  Quer- 
schnitts mit  X,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  der  Elektri- 
cität mit  Rttcksicht  darauf,  dass  die  in  dem  Punkte  (xyn)  wir- 
kende elektromotorische  Kraft  zusammengesetzt  ist  aus  deijenigen, 
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die    von    der    elektrostatischen    Kraft    der    freien    Elektricität 

(-  %• ') 

herrührt  und  femer  ans  der  Inductionskraft,  die  in  der  Richtung 
der  a;Axe  gleich  —  -4'-^    ist,  folgende: 

d<(>        ,.  dU 

(3".)    {''«'  =  - -^-^'-dT. 

d(f>        „  dW 

Hierin  sind  U,  V,  W,  (p  zunächst  als  Integrale  gegeben. 
Führen  wir  diese  vier  Grössen  als  Unbekannte  ein,  so  nehmen 
die  Gleichungen  (3^)  die  Form  von  Diflferentialgleichungen  an. 

Für  solche  Theile  (S)  des  Raumes,  welche  leitend  sind  und 
auf  deren  Inneres  keine  anderen  Kräfte  wirken,  als  die  elektro- 
statischen und  die  inducirten  elektromotorischen  Kräfte,  gelten 
die  Gleichungen  (3^),  die  mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Form  an- 
nehmen : 

In  anderen  Theilen  ($,)  des  Baumes,  in  denen  die  elek- 
trischen Strömungen  als  vorgeschrieben  betrachtet  werden  können, 
und  in  denen  die  Werthe  von  U,  F,  W,  q>  etc.  mit  U^,  Fj,  JF,, 
9>,  etc.  bezeichnet  werden  mögen,  ist 

(P.)     JU,-  (1-Ä)  Ä-  =  -  4nu,,  etc. 
Im  ganzen  Räume  (S-\-S^)  gilt  die  Gleichung  (3*) 

Die  Grenzbedingungen  an  mit  Elektricität  belegten  Flächen 
Si  sind,  wenn  +  N  die  nach  aussen  gehende  Richtung  der  Nor- 
male bezeichnet: 


g04  ^I-  AbtheilnDg.    Mathematlsebe  Physik. 

(in.)      L'-  U,  =  F-  F,  =  ir-  W^  =(p-(p^=  0. 

^     ^^     (/iV         dN   ~  dN        dN    "   dN  dN    '^    ' 

In  unendlicher  Entfernung  von  den  Leitern  und  bewegten 
Massen  muss 

(V.)     l/=  V=  W=<p  =  0 
sein. 

Die  abgeleiteten  Bewegungsgleichungen  sind  im  Inneren  eines 
Leiters  von  gicichmässiger  Beschaffenheit  dieselben  wie  diejenigen 
für  verschwindend  kleine  Bewegungen  in  einem  der  Reibung  unter- 
worfenen Gase,  nur  mit  anderen  Grenzbedingungen.  Es  ent- 
sprechen dabei  die  elektromotorischen  Kräfte  den  Geschwindig- 
keiten des  Gases,  die  elektrostatische  Fotentialfunction  den 
Druck-  und  Dichtigkeitsänderungen  des  Gases. 

Im  vierten  Paragraphen  wird  der  Beweis  g;eliefert,  dass, 
wenn  k^O  ist  und  wenn  für  den  Anfang  der  Bewegung  die 
Werthe  von  U,  V,  W  gegeben  sind,  die  Gleichungen  I.  bis  V.  in 
Verbindung  mit  (3)  die  Bewegung  der  Elektricität  vollständig  be- 
stimmen, ferner  dass  bei  negativen  Werthen  von  k  das  Gleich- 
gewicht der  ruhenden  Elektricität  in  leitenden  Körpern  ein  labiles 

ist,  und  dass  — ~-,  u,  c,  w,   wenn  sie   nicht  von  vornherein  an 

dt 

einzelnen  Stellen  unendliche  Werthe  haben,  jedenfalls  mit  der 

Zeit  zu  unendlichen  Werthen  anwachsen  müssen. 

Dass  solche  unendlich  fortschreitenden  Störungen  des  elek- 
trischen Gleichgewichts  wirklich  zu  Stande  kommen  können  bei 
denjenigen  Methoden,  elektrische  Bewegung  hervorzurufen,  die 
uns  zu  Gebote  stehen,  wird  im  §  5  an  einem  Beispiel  gezeigt, 
welches  die  radialen  Bewegungen  der  Elektricität  in  einer  Kugel 
behandelt,  die  durch  Verengerung  und  Erweiterung  einer  äusse- 
ren concentrischen,  mit  Elektricität  geladenen  Kugelschale  her- 
vorgebracht werden. 

Dass  in  den  bisher  von  Kirchhoff,  Jochmann  und  Lorberg 
behandelten  elektrodynamischen  Problemen,  bei  denen  allen  die 
aus  dem  Weber'schen  Inductionsgesetze  abgeleiteten  Bewegnngs- 
gleichungen  zu  Grunde  gelegt  wurden,  die  Unzulänglichkeit  jenes 
Grundgesetzes  nicht  zum  Vorschein  gekommen  ist,  li^  darin. 
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dass  bei  diesen  Problemen  der  Einfluss  der  Constante  k  ver- 
schwindet. Verfasser  untersucht  im  §  6  allgemein,  indem  er  in 
den  Bewegungsgleichungen  die  von  *  unabhängigen  Theile  von 
den  von  k  abhängigen  trennt^  den  Einfluss  dieser  Constante  auf 
etwaige  ausführbare  Versuche.  §  7  enthält  eine  Anwendung  der 
Bewegungsgleichungen  auf  das  Problem  der  Bewegung  der  Elek- 
tricität in  einem  unendlich  langen  Cylinder  von  kreisförmiger 
Basis,  ein  Problem,  das  in  der  Praxis  bei  der  Anwendung  eines 
sehr  langen  Drahtes  annähernd  eine  Verwendung  findet. 

Seit  Faraday  8  Entdeckung,  dass  bei  weitem  die  meisten 
Stoffe  magnetisirbar  sind,  und  dass  auch  ein  der  magnetischen 
Polarisation  ähnlicher  Zustand  von  dielektrischer  Polarisation  in 
den  elektrischen  Isolatoren  vorkommt^  ist  es  nicht  mehr  gestattet, 
die  elektrostatischen  und  elektrodynamischen  Wirkungen  als  reine 
Wirkungen  in  die  Ferne  zu  betrachten.  Daher  wird  in  dem 
letzten  Theile  der  Abhandlung  der  Einfluss  erörtert,  den  die 
zwischen  den  durchströmten  Leitern  liegenden  und  sie  umge- 
l)enden  Isolatoren  haben  können^  da  etwaige  Veränderungen,  die 
in  ihnen  vorgehen,  auf  die  Ausbreitung  der  inducirenden  Wir- 
kungen gewiss  von  Einfluss  sein  werden.  In  Bezug  auf  die 
Durchfllhrung  dieses  Gedankens  im  Einzelnen  verweise  ich  auf 
die  Abhandlung.  Ht. 

J.  MouTiER.     Sur  les  attractions  et  r^pulsions  des  corps 
^lectriques  au  point  de  vue  de  la  thdorie  m^canique 

de   r^lectricit^.    Ann.  de  Cb.  et  de  Ph.  (4)  XVI.  108-139.  1869. 

Nachdem  der  Verfasser  mehrere  neue  Versuche  besprochen 
lat,  die  Annahme  einer  Fernwirkung  elektrischer  Massen  zu 
imgehen  und  in  anderer  Weise  das  Coulonib'sche  Grundgesetz 
;u  erklären,  bringt  er  selbst  folgende  Hypothese  mit  demselben 
!^weck.  Denkt  man  sich  den  Aether  eines  Körpers  zwischen 
meinen  Molecttlen  durch  irgend  eine  Ursache  in  einen  Zustand 
Ton  Verdichtung  gebracht,  der  denjenigen  der  Umgebung  über- 
steigt, so  soll  dies  mit  einer  positiven  Elektrisirung  identisch  sein. 
Sbenso  umgekehrt.  —  Den  Ausgleich  mit  dem  umgebenden 
Uittel  denkt  sich  der  Verfasser  als  eine  Beihe  von  Stössen  der 

Forlscbr.  d.  M«Ui.  II.   3.  54 
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ungleich  dichten  Aetbermassen  und  wendet  daher  die  Gleichun- 
gen des  Stosses  elastischer  Körper  an. 

Für  zwei  kleine  Kugeln,  die  verschieden  oder  gleich  elektri- 
sirt  sind,  gelangt  man  zu  einem  Ausdruck  für  ihre  Anziehuog 
oder  Abstossung,  die  /identisch  mit  dem  Coulomb'schen  Gesetz  iit 

Ok. 

P.  Frost.     Electro-Dynamics.  Quart,  j.  XL  47-57,  77-78.  m 

144.     1870. 

Ausgehend  von  dem  Amp^re'schen  Gesetz  giebt  der  Ver- 
fasser eine  Ableitung  der  Formeln  fUr  die  Wirkung  anendücl 
kleiner  Ströme  auf  einander,  eines  Solenoids  auf  einen  Stroi, 
und  endlich  den  Nachweis,  dass  es  gestattet  ist,  kleine  gescfah- 
sene  Ströme  durch  Magnete  zu  ersetzen.  Ok. 

L.  Lorenz.     Zur  Moleculartheorie  der  Elektricitätslehre. 

Pogg.  Ann.  CXL.  644-647.     1870. 

Die  Arbeit  behandelt  die  Bestimmung  der  oberen  Grenze 
für  die  Anzahl  der  Molecüle,  die  in  einem  Milligramm  Wasser 
enthalten  sind.  Die  Zersetzung  des  Wassers  durch  den  elektri- 
scihen  Strom  dient  dabei  als  Ausgangspunkt.  Als  Resultat  findet 
sich  die  Anzahl  <  1360-  W.  Ok. 

J.   Seeger.     Ueber    die    Gleichgewichts vertheilung    der 
statischen    Elektricität    auf  drei    oder    vier   leitenden 

Kugeln.     Bonn.  1868. 

Die  Aufgabe,  die  Vertheilung  elektrischer  Massen  auf  zwei 
sich  gegenseitig  inducirenden  Kugeln  zu  bestimmen ,  ist  zueii 
vou  Poisson  gelöst  worden.  Nach  ihm  hat  man  diese  Aufgabe 
sehr  vereinfacht  durch  Anwendung  von  zwei  Methoden,  deren 
eine  die  „sphärische  Spiegelung"  ist,  während  die  andere,  tob 
Murphy  zuerst  angewandte,  als  „abwechselnde  Influenz^  bexeieh- 
net  werden  kann.  Mit  Htllfe  dieser  beiden  Methoden  giebt  der 
Verfasser  zuerst  eine  Methode,  die  gegenseitige  Influenz  ein^ 
beliebigen  Anzahl  beliebig  mit  Elektricität  geladener  Flächen  n 
bestimmen,  indem  er,  der  Reihe  nach,  je  eine  Fläche  anfalle 
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übrigen  indncirend  wirken  lässt.  In  derselben  Weise  wird  die 
Aufgabe  dann  für  drei  und  för  vier  Kugeln  gelöst.  Bei  der  In- 
fluenz zweier  Kugeln  auf  einander  kann  man  bekanntlich  die 
Wirkung  der  Kugeln  nach  Aussen  ersetzen  durch  zwei  Gruppen 
elektrischer  Punkte  auf  der  Centrale  der  beiden  Kugeln.  Dem 
entsprechend  findet  der  Verfasser,  dass  die  gegenseitige  Wirkung 
von  drei  Kugeln  ersetzt  werden  kann  durch  Gruppen  elektrischer 
Punkte,  welche  auf  den  Segmenten  von  Kreisen  liegen,  welche 
alle  als  gemeinsame  Ebene  die  Ebene  der  drei  Kugelmittelpunkte 
haben.  Bei  vier  Kugeln  findet  man,  dass  die  zu  substituirenden 
Punktgruppen  auf  Stttcken  von  Kugelschalen  liegen  müssen. 

Die  Berechnung  dieser  Punktgruppen  lässt  sich  auf  ver- 
schiedene Weisen  durchführen.  Ok. 

J.  LoscHMiDT.  Ableitung  des  Potentials  bewegter  elek- 
trischer Massen  aus  dem  Potential  für  den  Ruhe- 
zustand.    Schlömilch  Z.  XIY.  141-147.    1869. 

Eine  Abhandlung  von  rein  physikalischem  Interesse.  Sie 
behandelt  die  Ableitung  des  Potentials  zweier  elektrischer  Massen 
aus  einer  allgemeinen  Hypothese  über  die  elektrische  Wirkung, 
(cf.  Biemann.  Ein  Beitrag  zur  Elektrodynamik.  Pogg.  Ann. 
CXXXI.  237.)  Ht. 

P.  VoLPiCELLi.     Della  distribuzione  elettrica  sui  condut- 

tori   isolati.     Brioschi  Add.  (2).  III.  249-268     1869. 

Die  vorliegende  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Theile.  In  dem 
ersten  wird  durch  einfache  Betrachtungen  nachgewiesen,  dass 
die  Vertheilung  der  Elektricität,  die  man  einem  isolirten  Leiter 
mittheilt,  auf  demselben  stets  eine  constante  ist;  in  dem  zweiten 
Theile  wird  dieser  Beweis  auf  ein  System  von  isolirten  Leitern 
ausgedehnt,  also  gezeigt,  dass  die  elektrische  Vertheilung  auf 
einem  Leiter  auch  dann  eine  constante  ist,  wenn  derselbe  unter 
dem  Einflüsse  anderer  (natürlich  isolirter)  Leiter  steht,  von  denen 
jeder,  ebenso  wie  er  selbst,  eine  beliebige  Menge  positiver  oder 
negativer  Elektricität  mitgetheilt  erhalten  hat. 

54* 
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Die  analytischen  Entwickelangen,  grösstentheils  Anwendun- 
gen bekannter  Sätze  aus  der  Potentialtheorie ,  gewähren  vom 
mathematischen  Standpunkte  aus  kein  hervorragendes  Interesse. 

Ht 


Th.  Kötteritzsch.     Ueber  die  Vertheilung  der  Elektri- 

Cität   auf  Konduktoren.     Schlömllch  z.  XIV.  290-309.     Ig69. 

Eine  Fortsetzung  der  im  13.  Bde.  p.  120-147  dieser  Zeit- 
schrift abgedruckten  Abhandlung  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  378) 
über  die  Frage:  Wie  sind  elektrische  Massen  auf  der  Axe  eines 
Systems  von  Konduktoren  anzuordnen,  welche  von  RotatioBf- 
flächen  mit  gemeinschaftlicher  Rotationsaxe.  umschlossen  werda 
und  einander  nicht  einschliessen,  wenn  dieselben  zur  Ermittelui; 
der  elektrischen  Dichtigkeit  auf  den  Konduktoren  benutzt  we^ 
den  sollen? 

Es  hängt  die  Kenntniss  der  elektrischen  Dichtigkeit  an  irgend 
einer  Stelle  der  Oberfläche  eines  der  gegebenen  Konduktoren  ab 
von  der  Kenntniss  von  q  Functionen  W  (wenn  q  die  Anzahl  der 
Konduktoren  ist),  die  folgende  Eigenschaften  haben: 

1)  Sie  müssen  Functionen  einer  Variablen  fi  und  der  Ab- 
scisse  X  des  Punktes  (xy)  sein,  auf  welchen  das  Poten- 
tial der  zu  bestimmenden  elektrischen  Massenvertheilong 
ausgeübt  wird; 

2)  sie  werden  unendlich  ftlr  jeden  reellen,  ganzzahligen 
Werth  von  fc; 

3)  sie  werden  Null  ftlr  ^  =  +  oc ; 

4)  sie  sind  endlich  und  stetig  ftlr  Werthe  von  fi,  die  nicht 
unter  den  Fall  (2)  gehören,  auch  wenn  fi  eine  komplexe 
Grösse  ist; 

5)  ihre  reellen  Theile  sind  grade,  ihre  imaginären  ungrade 
Functionen  von  ^; 

6)  sie  werden  unendlich,  sobald  /Ei  =  + 1  •  x>  4-  '>  wenn  /  eine 
endliche  Grösse  bedeutet; 

7)  sie  verschwinden  flir  x  (oder  y)  =  +  oo, /^  endlich; 

8)  das  in  Bezug  auf  fi  von  ihnen  zwischen  den  Grenzen 
-)-(x  und  -^oo  genommene  Inte^l  verachwindet  identiscb« 
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Es  gebt  die  s^^  dieser  FuQctionen,   c«  Ws,   aus   dem  Aus- 
drucke 

-Äp 

dadurch  hervor,  dass  man  in  ihm  y  und  t/  mit  Hülfe  der  auf 
die  Meridiancurve  des  s^^''  Konduktors  bezüglichen  Gleichungen 

y'  =  v's  (a?) 

eliminirt,  femer  /p((»)  in  eine  fUr  das  Intervall  der  Integrations- 
grenzen 2hp  gültige  Fourier'sche  Reihe  entwickelt  und  in  dieser 
Entwickelung  statt  des  Stellenindex  n  die  komplexe  Variable  f« 
einführt. 

Ftlhrt  man   statt   der  Variablen  q  die  Variable  -^  o  ein 
und    entwickelt  f^  (-^  qJ  in  eine  Fourier'sche  Reihe : 

worin 


<  =  4r/^''f'(^^y-'"'^ 


^    bedeutet,  und  setzt  man 


—n 


und  berücksichtigt,  dass 


—71 


ist,  je  nachdem  m^n  oder  m  =  n  ist,  so  wird  die  allgemeinste 
und  einfachste  Form^  die  die  Bedingungsform  zur  Bestimmung 
der  Function  IVs  annehmen  kann: 


^yV,  dfi  =J^h  hp  a\  il^  ctg  C^n)  d^  =0. 


2n 


In  Bezug  auf  die  letzte  Bestimmung  der  Function  W  oder, 
was  schliesslich  dasselbe  ist,  der  CoefGcienten  a^  aus  dieser 
Gleichung  verweise  ich  auf  die  Abhandlung  selbst.    Den  Schluss 
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der  letzteren  bildet  die  Anwendung  des  gewonnenen  allgemeinen 
Resultats  auf  zwei  Beispiele.  Ht 

G.  Hehler,  lieber  eine  mit  den  Kugel-  und  Cylinder- 
functiuuen  verwandte  Function  und  ihre  Anwendung 
in  der  Theorie  der  Electricitätsvertheilung.  Pr.  Elbing.  1870. 

Siehe  Abschn.  VII.  Cap.  2.  p.  263. 

J.  LoscuMiDT.  Die  Elektricitätsbewegung  im  galva- 
nischen Strome.    Schlömilch  Z.  XIV.  344-347.    1869. 

Die  Auffassung  der  galvanischen  Bewegung  als  eines  Doppd- 
Stromes  zweier  Flüssigkeiten  macht  es  wahrscheinlich ,  dass  die 
Sätze  über  strömende  Elektricität  gewissen  Sätzen  der  Hydro- 
dynamik entsprechen.  Es  \vird  der  Nachweis  geliefert,  dass  du 
Ohm'sche  Gesetz  demjenigen  hydrodynamischen  Gesetze  analog 
ist,  welches  in  einem  speziellen  Falle  das  Poiseuille'sche  Gresets 
heisst;  ferner,  dass  die  Endgleichungen,  welche  Kirchboff  (cf. 
Ueber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Drähten.  Pogg.  Ann. 
C.  1857  und:  Ueber  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Leitern. 
Pogg.  Ann.  CIL  1857.)  für  die  Theorie  des  nicht  constanten  gal- 
vanischen Stromes  entwickelt  hat,  mit  denjenigen  hydrodyna- 
mischen Gleichungen,  welche  itlr  das  Strömen  einer  Flüssigkeit 
durch  ein  System  von  Röhren  bei  nicht  stationärer  Strömung 
gelten,  in  Uebcreinstimmung  gebracht  werden  können. 

Ht 

L.  BoLTZMANN.     Ueber  die  elektrodynamische  Wechsel- 
wirkung der  Theile    eines    elektrischen  Stromes   von 

veränderlicher  Gestalt.     Schlömilch  z.  XV.  16-32.  1870.    Wien 
Ber.  LX.  69-88.    1869. 

Eine  quantitative  Bestimmung  der  Wechselwirkung  der  Theile 
eines  elektrischen  Stromes  für  den  Fall,  dass  nicht  jeder  der- 
selben bereits  für  sich  einen  geschlossenen  Strom  bildet,  eine 
Fortsetzung  also  der  Weber'schen  Versuche  über  die  Wirkung 
feßter  geschlossener  Ströme  auf  andere  feste  geschlossene  Ströme. 

Der  erste  Theil  der  Abhandlung  enthält  eine  Beschreibung 
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des  von  dem  Verfasser  angewandten  Apparates.  Es  stellt  der- 
selbe einen  Strom  von  unveränderlicher  Länge,  aber  veränder- 
licher Gestalt  dar,  indem  er  aus  geradlinigen  Leiterstücken  zu- 
sammengesetzt ist,  die  einen  Rhombus  bilden,  dessen  Winkel 
veränderlich  sind. 

Der  zweite  Theil  enthält  eine  Berechnung  der  Gleich- 
gewichtsfigur des  Apparates,  d.  h.  eine  Berechnung  desjenigen 
Winkels,  den  der  Rhombus  enthalten  muss,  wenn  er  sich  in  allen 
seinen  Theilen  im  Gleichgewichte  befinden  soll.  Die  Gleich- 
gewichtsgleichung wird  erhalten,  wenn  man  die  Wirkung  der 
Schwere,  die  Wirkung  des  Erdmagnetismus  auf  jedes  der  vier 
Leitersttlcke  und  die  Wirkung  je  zweier  derselben  auf  einander 
berechnet  und  ihre  Summe  gleich  Null  setzt.  Es  ist  diese  Be- 
rechnung aber  bei  der  einfachen  Gestalt  jedes  einzelnen  Leiter- 
stückes eine  leichte  Anwendung  des  Biot-Savart'schen  und  der 
Ampöre'schen  Gesetze. 

Der  dritte  Theil  der  Abhandlung  enthält  eine  experimentelle 
Prüfung  des  gewonnenen  Resultates.  Ht. 

C.  Neümann,     Ueber   die    oscillirende  Entladung  einer 
Franklin'schen  Tafel,    Gott.  Nachr.  17-26.    1869. 

Verfasser  geht  von  dem  Satze  aus:  (cf.  Gott.  Nachr.  1868. 
234.,  Fortschr.  d.M.  I.  371)  Bei  der  Bewegung  eines  beliebigen 
Punktsystems  wird  die  lebendige  Kraft,  vermehrt  um  das  sta- 
tische und  vermindert  um  das  motorische  Potential  ^  beständig 
ein  und  denselben  Werth  behalten ,  d.  h.  es  wird  für  jedes  be- 
liebige Zeitelement  dt 

d  (r+  (/-  F)  =  Const.  sein. 

Befindet  sich  das  System  unter  der  Einwirkung  äusserer 
Kräfte,  so  ist  diese  Formel  zu  ersetzen  durch  die  allgemeinere: 

d(r4-ü~F)  =  ds, 

wenn  S  diejenige  Arbeitsmenge  bezeichnet,  welche  das  System 
in  Folge  jener  äusseren  Einwirkungen  während  der  Zeit  dt  con- 
sumirt. 

Dieser  allgemeine  Satz  wird  auf  die  oscillirende  Entladung 
einer   Leydener  Flasche  oder  Franklin'schen  Tafel  angewandt 
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Das  Resultat  ist  eine  Differentialgleichung,  welche  bereits  Ton 
Thomson  (On  transient  electric  currents.  Philos.  Mag.  June  1853) 
und  von  Kircbhoff  (Zur  Theorie  der  Entladung  einer  Leydener 
Flasche.  Pogg.  Ann.  CXXI.  554)  entwickelt  worden  ist. 

Ht. 

H.  Lorberg.     Zur  Theorie  der  Bewegung   der  Elektri- 
cität  in  nicht  linearen  Leitern.    Borchardt  J.  LXXI.  53-9a 

1870. 

Die  vorliegende  Abhandlung   besteht  im  Wesentlichen  aus 
zwei  Theileu. 

Der  erste  enthät  eine  Reproduction  und  Umformung  der  ani 
dem  Weber'schen  Grundgesetze  folgenden  EirchhoJBTschen  GW- 
chungen  für  die  Bewegung  der  Elektricität,  welche  in  so  f« 
verallgemeinert  werden,  als  die  Elektricität  nicht  als  sich  selM 
überlassen,  sondern  unter  Einwirkung  äusserer,  mit  der  Zeit  ver- 
änderlicher elektrouiotorischer  Kräfte  stehend  angenommen  wird. 

In  dem  zweiten  Theile  werden  die  allgemeinen  Gleichungen 
auf  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einer  Kugel  angewandt  und 
zwar  auf  die  in  derselben  unter  fortdauernder  Einwirkung  einer 
äusseren  elektromotorischen  Kraft  entstehenden  Induktionsströme. 
Das  Verfahren,  welches  dabei  eingeschlagen  wird,  ist  im  Wesent- 
lichen dasjenige,  welches  Poisson  in  seiner  Theorie  math.  de  U 
chaleur  Cap.  XI.  anwendet.  Es  \vird  dann  der  besondere  Fall 
untersucht,  in  welchem  die  äusseren  elektromotorischen  Eräße 
Stromkräfte  sind,  deren  Resultante  in  jedem  Punkte  der  Ober- 
fläche parallel  ist.  Die  in  den  folgenden  Paragraphen  5,  6,  ' 
behandelten  speciellen  Fälle  der  Strömung  ohne  Einwirkung  einer 
äusseren  elektromotorischen  Kraft,  femer  der  der  Oberfläche 
parallelen  Strömung  nach  Erlöschen  der  äusseren  elektromoto- 
rischen Kraft  haben  wesentlich  auch  ein  physikalisches  Interesse, 
insofern  als  sie  die  Frage  nach  der  Dauer  der  elektrischen 
Nachwirkung  hervorrufen  und  beantworten. 

In  Bezug  auf  die  Integration  der  Differentialgleichungen  flBr 
jeden  der  behandelten  speciellen  Fälle  verweise  ich  auf  die  Ab- 
handlung selbst.  Ht 
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Th.  du  Moncel.     Note  sur  les  acconplements  des  piles 
en  s^ries.    C.  R.  LXix.  668.  1869. 

Th.  du  Moncel.     Note    sur  le  maximum  de  force  des 
^lectroaimants.    c.  R.  LXix.  879-886.   1869. 

Zusätze  zu  früheren  Abhandlungen,  in  denen  der  Verfasser 
die  Fragen  behandelt  hat: 

1)  Wie  sind  die  Elemente  einer  galvanischen  Säule  zusam- 
menzusetzen, wenn  das  Maximum  der  Stromintensität 
erreicht  werden  soll? 

2)  Wie  muss  der  Widerstand  einer  Magnetisirungsspirale, 
relativ  zum  Widerstand  der  übrigen  Kette,  gewählt  werden, 
wenn  man  einen  möglichst  starken  Magnetismus  erreichen 
will?  Ok. 

E.  Betti.     Sopra    la  distribuzione    delle    correnti    elet- 
triche  in  uno  lastra  rettangolare.    Nuovo  Cimento  (2)  IIL 

1870 

Zweck  dieser  Note  ist  die  Bestimmung  der  Art,  in  der  ein 
elektrischer  Strom  in  einer  rechteckigen  Platte  von  vollständig 
leitender  Masse  vertheilt  ist,  wenn  die  Pole  der  Kette  in  den  Hal- 
birungspunkten  zweier  gegenüberliegender  Seiten  liegen.  Der 
Herr  Verfasser  bestimmt  dazu  den  Charakter  der  Potentialfunction 
auf  dem  Umfang  und  im  Innern  der  Platte.  Diese  Function  ist 
der  reelle  Theil  einer  Function  mit  complexen  Variabein,  die 
gewissen  Bedingungen  genügt,  durch  welche  sie  im  gan/.cu  Recht- 
ecke völlig  bestimmt  ist.  Ist  b  die  Länge  der  Seiten,  in  denen 
die    Pole   sich    befinden,    a    die   Länge    der    beiden   anderen, 

^  =  —  das  Verhältniss  der  vollständigen  elliptischen  Integrale 

erster  Art,  die  h  zum  Modul  haben,   so  ist  die  gesuchte  Poten- 
tialfunction der  reelle  Theil  von  A\ogdu(z,k)^  wo  A  constant, 

Jg.  (0.) 

G.  Kirchhoff.     Zur  Theorie  des  in  einem  Eisenkörper 
inducirten  Magnetismus.    Pogg.  Ann,  Suppl.  v.  1-15.   1870. 

Die  Arbeit  behandelt  2  interessante  elektromagnetische  Probleme: 
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1)  Ist  ein  geschlossener  Elisenring  Ton  einer  Magnetifflrnngs- 
spirale  umgeben,  so  übt  er  nach  Aussen  keine  magnetische 
Wirkung  aus.  Ist  aber  eine  zweite  Drahtspirale  um  den  Elisen- 
ring  gelegt,  so  wird  in  derselben  beim  Schliessen  nnd  Oeflhen 
des  magnetisirenden  Stromes  ein  Inductionsstrom  erregt  In 
einem  speziellen  Fall  kommt  man  zu  einem  sehr  einfachen 
Ausdruck  für  die  elektromotorische  Kraft  dieses  Inductions- 
stromes. 

2)  Fliesst  ein  elektrischer  Strom  durch  eine  Eisenmaase,  so 
bietet  die  Berechnung  der  magnetisirenden  Kraft  dieses  Stro- 
mes eine  gewisse  Schwierigkeit,  weil  es  f&r  dieselbe  kein  Po- 
tential giebt. 

Trotzdem  lässt  sich  das  gestellte  Problem  lösen  und  man 
gelangt  zu  einfachen  Beziehungen  zwischen  den  Stromdichtig- 
keiten und  magnetischen  Momenten  irgend  eines  Punktes  der 
Eisenraasse.  Die  Resultate  werden  schliesslich  auf  einen  Eisen- 
cylinder  angewandt.  Ok. 

E,  Weyr,     üeber  die  Curve  der  grössten  und  kleinsten 
electromagnetischen  Wirkung.  Prag.  Ber.  1869.  59-63, 

Lässt  man  zwischen  zwei  Punkten  If^,  M^  einer  Curve  einen 
elektrischen  Strom  von  der  Intensität  Eins  fliessen,  so  tlbt  der- 
selbe auf  einen  Punkt  0  in  der  Ebene  der  Curve,  in  welchem 
die  magnetische  Masseneinheit  concentrirt  ist,  eine  Kraft  aus^ 
deren  Richtung  normal  zu  der  Ebene  des  Stromes  ist 

Der  Ausdruck  für  die  von  einem  Stromelement  auf  0  aus- 
ge&bte  Kraft  ist,   wenn  qt  und  r  Polarcoordinaten  sind,    deren 

Pol  0  ist,  — ^.    Die    Gesammtwirkung    des    Stromes    auf   den 

Punkt  0  wird  also  durch  das  Integral  dargestellt 

'y«  dtp 

Vi 
Es  soll  nun  unter  allen  Curven   von  gegebener  Länge  £, 

welche  zwischen  den  beiden  festen  Punkten  M,  und  M^  einge- 
schaltet werden  können,  diejenige  gefunden  werden,  für  welche 
der   durchfliessende  Strom   auf  den  Punkt  0   die  grösste  oder 


/ 
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Lleinste  Wirkung  ans&bt.   Es  soll  also  diejenige  Curye  bestimmt 
werden,  f&r  welche 


Z'y«  d<p  _  i  max. 
— y        r    ~  t  min. 


st,  während 


/"/••'  + (i)''*9'=^"t- 


d(p 
Ss  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass 

Vi  ^ 

in  max.  oder  min.   werden   soll,    x  bedeutet   eine   Gonstante, 
eren  Bestimmung  aus  dem  Problem  selbst  hervorgeht.  Setzen  wir 

dr  "' 

.  dV 


dr 

=  P 


d(p 
»  ist  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Curve: 

d(p  ' 

der  entwickelt: 

d  V         .  /  dr  V 


X  di]p'  ^  d(p 


r-<^)-r- 


'•"  ['-  +  (0]' 

der  endlich,  wenn  wir  den  Krümmungsradius  der  üurve  mit  q 

ezeichnen: 

XQ  =  r\ 

Q  dieser  Form  stellt  die  Gleichung  den  merkwürdigen  Satz  dar, 

ass  der  Krümmungshalbmesser   der  Curve   der  grössten   oder 

leinsten  elektromagnetischen  Wirkung  in  jedem  Punkte  dem 

)ubus  des  Radiusvector  proportional  ist    Die  Integration   der 

rleichung 
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wird  ohne  Schwierigkeit  aasgeftihrt;  sie  liefert 
oder  mit  Htllfe  partieller  Integration 

Setzt  man  für  V  und  P.  die  betreffenden  Werthe  ein,  so  erhllt 
man  leicht: 


n  dr    

JrfZZZJ- 

f    rr  —  ae 


y  =  c,  + 

J  rM 

cr  —  x 


Ht. 


E.  DU  Bois-Reymond.     Die  aperiodische  Bewegung  ge- 
dämpfter Magnete.    Berl.  MonaUber.  1869.  807-852.     1870.  5S7. 

Die  Differentialgleichung: 

+  2£  — j—  4-  w'x  =  0 


*•     '         dt 
liefert  bekanntlich,  je  nachdem 

eine  Exponentialfunction  oder  ^ine  trigonometrische  FanctioiL 
Da  diese  Differentialgleichung  die  Schwingungen  eines  Magneto 
bei  kleineu  Amplituden  darstellt,  so  lassen  sich  theoretisch  zwei 
yerschiedenartige  Bewegungen  voraussehen :  die  gewöhnlichen 
Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage,  oder  die  aperiodische 
Bewegung,  d.  h.  nach  Verschwinden  einer  ablenkenden  Kraft  die 
asymptotische  Annäherung  an  die  Gleichgewichtslage.  Den 
letzteren  Fall  hat  der  Verfasser  experimentell  Tcrwirklicht  Er 
discutirt  ausserdem  die  Bewegungserscheinungen  fllr  diesen  Fall 
unter  yerschiedenen  Anfangszustftnden,  d.  h.  bei  Terschiedenen 
Ablenkungen,  und  Anfangsgeschwindigkeiten,  aus  denen  die 
Constanten  des  Integrals  zu  bestimmen  sind. 

Eine  sehr  ausftihrliche  Erörterung  erfährt  die  folgende  Frage: 
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Denkt  man  sich  einen  aperiodischen  Magnet  ans  einer  grossen 
Ablenkung  zurückfallend,  wird  er  den  Nullpunkt  überschreiten 
oder  nicht?  Nachdem  bereits  in  der  ersten  Abhandlung  diese 
Frage  experimentell  und  theoretisch  dahin  entschieden  ist,  dass 
eine  Geschwindigkeit,  die  der  Magnet  allein  der  zurückführenden 
Kraft  des  Erdmagnetismus  verdankt,  ihn  nie  über  denselben  hin- 
ausfuhren kann,  wird  dasselbe  Problem  in  der  zweiten  Abhand- 
lung nochmals  und  allgemeiner  gelöst.  Es  wird  nämlich  zu- 
nächst die  Differentialgleichung  als  gültig  auch  noch  itir  unend- 
lich grosse  Werthe  von  x  und  t  vorausgesetzt  und  daraus  eine 
Anzahl  Beziehungen  hergeleitet  zwischen  der  Ablenkung  Xy  der 

dx 

Geschwindigkeit  -rr  nnd  der  Zeit  L  An  sich  giebt  diese  Be- 
trachtung Verhältnisse,  die  mit  den  Bedingungen  des  Versuchs 
nicht  übereinstimmen;  wohl  aber  ist  es  möglich,  denselben  inner- 
halb gewisser  Zeitgrenzen  zu  genügen.  Man  gelangt  durch  diese 
verallgemeinerte  Betrachtung  zu  denselben  Resultaten,  wie  in  der 
ersten  Abhandlung.  Ok. 

Linder.     Sur  le  magn^tisme  terrestre.     M6m.  de  Bordeaax 

VII.  XXXIX.    1869. 

Denkt  man  sich  an  irgend  einem  Beobachtungsort  die  Incli- 
nationsnadel  bis  zu  der  Ebene  des  Erdaequators  verlängert,  so 
entsteht  eine  Curve  in  derselben,  wenn  die  Inclinationsnadel  ihre 
Richtung  verändert.  Nach  der  Angabe  des  Verfassers  sollen 
diese  Gurven,  soweit  bis  jetzt  die  Beobachtungen  reichen,  annä- 
hernd Ellipsen  sein.  Auf  Grund  dieser  Bemerkung  sucht  er  den 
Erdmagnetismus  zu  erklären  durch  Annahme  zweier  magnetischer 
Pole  im  Innern  der  Erde,  welche  ebenfalls  Curven  zweiten  Gra- 
des beschreiben,  und  deren  Verbindungslinie  beweglich  und  nicht 
parallel  der  Erdaxe  ist.  Bei  weiterem  Eingehen  auf  den  Ver- 
lauf der  Isoclinen  und  Isogonen  sieht  sich  der  Verfasser  indess 
gezwungen  noch  weitere  lokale  magnetische  Kräfte  anzunehmen, 
die  ihren  Sitz  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  haben. 

Ok. 
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R.  Most.     Ueber  die  Beziehung  der  Pole  zur  magne- 
tischen Vertheilungscurve.  Pogg.  Ann.  cxxxvi.  137-140. 18©. 

Methode,  die  Pole  eines  Magnets  durch  geometrische  Con- 
struction  zu  finden.  Ok. 

J.  Clerk  Maxwell.    On  reciprocal  diagrama  in   spacc, 
and    their  relation  to  Airy^s  funetion   of  stress.   Prot 

of  S.  M.  S.  II.  58-60,    1869. 

Siehe  Abschn.  IX.  Gap.  5.  p.  621. 

Faye.     Sur  le  log  ä  boussole  ä  propos  du  naufrage  dn 
Glenorchy.    C.  R  LXlX.  779.  1869.  I 

Faye.     Seconde  Note  sur  le  log  ä  boussole.    C.  B.  LBl    1 

841-845.    1869. 

Von  mathematischem  Interesse  ist  in  den  beiden  Noten  im 
die  Bemerkung,  dass  die  durch  das  Eisen  der  Schiffe  yerarsaehte 
Störung  der  Oeclination  der  Compassnadel  sich  durch  die  eniea 
Glieder 

einer  Fourier'schen  Reihe  mit  hinreichender  Annäherung  dar- 
stellen lasse.  I  und  §  sind  die  Ablesungen  am  Gompasskreise, 
welche  der  wahren  und  der  gestörten  Richtung  der  Nadel  ent- 
sprechen, die  übrigen  Grössen  sind  Constanten,  welche  von  der 
Lage  des  Beobachtungsortes  und  dem  magnetischen  Zustande 
des  Eisens  im  Schiffe  abhängen.  B. 
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G.  Hoffmann.     Physikalische    Studien.     I.    Ueber    die 
thermische  Molecularbewegung.  Pr.  Dresden.  I87a 

Historische   Besprechung   der  Arbeiten  Ton   Redtenbaeher, 
Clausius  und  Puschl  („Das  StrahlungsvermOgen  der  Atome,  ab 
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Grund   der  physikalischen   und   chemischen  Eigenschaften   der 
Körper/*)  Wn. 

W.  C.  WiTTWER.      Entwurf    einer    Theorie    der   Gase. 

Schlömilch  Z.  XIV.  81-96.    1869. 

Fortsetzung  der  Untersuchung  über  die  Consequenzen  der 
vom  Verftsser  im  Jahre  1868  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  349-350) 
aufgestellten  Hypothese  über  die  Einwirkung  und  Anordnung  von 
Massentheilchen  und  Aethermolecülen ,  namentlich  in  Beziehung 
auf  Gase.    Mathematisches  Interesse  bietet  die  Arbeit  nicht. 

0. 

Chaucourtois.     De  Tinterprdtation   des   imaginaires    an 
Physique  math^matique.     C.  R.  LXVni.  127-131.  1869. 

Der  Verfasser  stellt  den  Satz  auf :  Stellt  man  die  Geschwin- 
digkeit, die  ein  Körper  durch  die  Wirkung  der  Schwerkraft  er- 
langt, durch  reelle  Grössen  dar,  so  sind  die  das  plötzliche  Auf- 
hören der  Bewegung  begleitenden  Wärmeerscheinungen  durch 
imaginäre  Grössen  darzustellen;  und  für  diesen  Satz  wird  fol- 
gender Beweis  gegeben.  Es  sei  v  die  Geschwindigkeit,  m  die 
Masse  eines  fallenden  unelastischen  Körpers,  so  ist  mr*  die  le- 
bendige Kraft  der  Bewegung.  Hört  diese  Bewegung  plötzlich 
auf,  so  setzt  sich  die  lebendige  Kraft  in  Wärme  um.  Bei  der 
Wärmebewegung  sei  w  die  Geschwindigkeit  eines  Molecttls  ftj 
so  ist  ^jtAtt?'  die  lebendige  Kraft  dieser  Bewegung.  Die  alge- 
braische Summe  der  beiden  lebendigen  Kräfte  soll  nun  gleich 
Null  sein,  woraus  ftlr  w  ein  rein  imaginärer  Werth  folgt.  Diese 
Schlussfolge  scheint  auf  einem  Missverständniss  des  Satzes  von 
der  lebendigen  Kraft  zu  beruhen;  die  richtige  Anwendung  des 
Satzes  kann  höchstens  mc'  =  ^|tifr'  ergeben. 

Was  der  Verfasser  sonst  über  die  Anwendung  des  Imagi- 
nären in  der  mathematischen  Physik  sagt,  so  mag  in  manchen 
Fragen  die  Einführung  des  Imaginären  von  formellem  Vortheil 
sein,  indem  dadurch  zwei  Gleichungen  in  eine  einzige  zu- 
sammengezogen werden  können.  Aber  Sätze  aufzustellen, 
wie  den  folgenden:   „Die  Imponderabilien  in  der  Physik  sind 
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das   Imsginäre   in   der  Mathematik'S   ersebeinl   sindeileBa  als 
zwecklos.  Wn. 

Colnet-d'Huart.     Memoire  sur  la  theorie  mathematique 
de  la  clialeur  et  de  la  lumi^re.    Luemboars.    i^lO- 

Siebe  Abschnitt  XI.,  Cap.  2.  p.  780. 

F.  Mohr.    Allgemeine  Theorie  der  Bewegung  und  Kraft, 
als  Grundlage  der  Physik  und  Chemie.  BrmiiiiBchweig.  iml 

Die  vorliegende  Darstellung  des  Gesetzes  von  der  Erbaltoo; 
der  Kraft  und  seiner  Anwendungen  ist  durcbaus  popollr  gehaltec. 
Es  finden  sieb  in  derselben  daber  keinerlei  mathematisehe  Aus- 
ffibrungen.  gegen  welche  der  Verfasser  mehrfach  ein  gewiss» 
Misstrauen  an  den  Tag  legt.  Derselbe  befleissigt  sich  dagegeo 
einer  originellen  Form  des  Ausdrucks,  wobei  es  an  einer  scharfen 
Kritik  anderer  Darstellungen  nicht  fehlt  Doch  m&ssen  wir  hin- 
zuf&gen,  dass  auch  der  Herr  Verfasser  schwerlich  mit  allen  seinen 
Behauptungen  und  Definitionen  wird  auf  allgemeine  Zustimmung 
rechnen  können.  Ok. 

R.  Most.     Ein   einfacher   Beweis    des  zweiten  Wärme- 
gesetzes.  Pogg.  Add.  CXXXVI.  140-143.    1869. 

L.  Boltzmann.     Bemerkung    zu    der    Abhandlung    des 
Herni  Most :  „Ein  Beweis  des  zweiten  Wännegesetzes." 

Pogg.  Adq.  CXXXVII.  495-496.    1869. 

R.  Most.  .  Entgegnung  auf  die  Bemerkung  des  Herrn 

L.   Boltzmann.      Pogg.  Add.  CXXXVIIL  566-570.  1868. 

L.  Boltzmann.     f]rwiderung  an  Herrn  Most    Pogg.  Ann. 

CXL.  635-644.  1870. 

Der  Versuch  Most's  einen  möglichst  einfachen  Beweis  des 
zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  zu  liefern, 
hat  eine  Discussion  zwischen  ihm  und  Boltzmann  benrorgerufen, 
die  in  den  angeführten  Arbeiten  enthalten  ist  Most  seht  die 
Wärme   als  ein  Product   zweier  Variabein  an,    des  YoliUBeDfl 
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(d.  b.  der  Anzahl  Volumeinheiten)  eines  einfachen  Gases  und 
der  absoluten  Temperatur  desselben  und  versucht  allein  vermit- 
telst dieser  Art  der  Darstellung  einen  Beweis  des  zweiten  Haupt- 
satzes zu  geben,  ohne  dazu  einer  weiteren  Hypothese  zu  bedürfen. 
Wir  glauben  indess  als  Resultat  der  Discussion  mit  Boltzmann 
annehmen  zu  müssen,  dass  der  fragliche  Beweis  nicht  geliefert 
ist,  und  dass  man  die  Ausführungen  Mosfs  höchstens  als  Ver- 
suche einer  Verdeutlichung  ansehen  darf,  die  aber  den  Satz 
selbst  als  bewiesen  voraussetzt.  ^    Ok. 

A.  Kurz.     Notiz    zu    dem    Aufsatz:   Eine  Bestimmung 
der    specifischen  Wärme    der   Luft   von  Kohlrausch. 

Pogg.  Ann.  CXXXVIII.  335-336.    1869. 

5  L.  Boltzmann.     Ueber    die    von    Gasmassen    geleistete 

m        Arbeit.     Pogg.  Ann.  CXL.  254-263.    1870. 

^  A.  Kurz.     Ueber  die  7on  bewegten  Gasmassen  geleistete 
^       Arbeit,  resp.  Bemerkung  zum  Aufsatz  dps  Dr.  Boltz- 
mann.    Pogg.  Ann.  CXLI.  159-160.    1870. 

Die  citirten  Arbeiten  knüpfen  an  eine  Experimentalunter- 
*  Buchung  von  Kohlrausch  über  das  Verhältniss  der  specifischen 
Wftrmen  der  Luft  an^ 

Während  Kurz  die  Ansicht  aufstellt,  dass  beim  Verdünnen 
der  Luft  in  einer  Luftpumpe  von  der  Luft  im  Recipienten  keine 
Arbeit  geleistet  wird,  indem  dabei  der  Fall  des  Einströmens  der 
Luft  in  einen  leeren  Raum  vorliegt,  sucht  Boltzmann  durch  eine 
ausführliche  Rechnung  nachzuweisen,  dass  die  Druckverhältnisse 
in  der  eingeschlossenen  Luftmasse  bei  langsamer  Bewegung  des 
Kolbens  sich  annähernd  so  verhalten,  als  ob  die  Luft  unmittel- 
bar von  dem  ersten  Gleichgewichtszustand  in  den  zweiten,  — 
den  verdünnten  — ,  übergegangen  wäre.  Jedenfalls  unterschei- 
det sich  der  Luftdruck  in  unmittelbarer  Nähe  des  Kolbens  immer 
nur  sehr  wenig  von  demjenigen  in  der  übrigen  Masse.  Die  Luft 
leistet  also  Arbeit  bei  der  Ausdehnung.  —  Der  angestellten  Rech- 
nung liegt  die  einfache  Differentialgleichung  des  Schalls  fUr  den 
Fall  einer  mit  Luft  erfüllten  Röhre  zu  Grunde. 

Fortschr.  d.  Math.  II.   3.  55 
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Die  Entgegnung  von  Kurz  bestreitet,  ohne  Angabe  von  Grün- 
den, die  Resultate  der  Boltzmann'schen  Rechnung. 

Ok. 

J.  LoscHMiDT.     Der    zweite    Satz    der     mecliaiiischen 

Wärmetheorie.    Wieo.  Ber.  LIX.  395-412.  1869. 

Nachdem  der  Verfasser  eine  Reihe  von  Bedenken  gegen  den 
fraglichen  Satz  vorgebracht  hat,  sucht  er  zu  einer  neuen  Begrlbh 
dung  desselben  zu  gelangen.  Hierzu  wird  zunächst  der  Begriff 
der  Temperatur  fixirt.  Die  absolute  Temperatur  eines  Körpen« 
aufgefasst  als  mittlere  lebendige  Kraft  der  Molecflle  desselben, 
kann  in  doppelter  Weise  in  einen  mathematischen  Ausdruck  gf 
bracht  werden.    Entweder  ist: 

wo  N  die  Anzahl  der  Molectlle  ist,  und  die  Summe  die  Gesammt- 
heit  aller  MolecQle  begreift;  oder  es  ist: 


wo  f?  die  variable  Geschwindigkeit  eines  Atoms,  t^  und  1^  zwei 
Zeitmomente  sind.  Auf  Grund  dieser  letzten  Definition  und  mit 
einer  einfachen  Annahme  über  die  Art  der  Bewegung  der  Atome 
hat  schon  Boltzmann  einen  neuen  Beweis  des  zweiten  Haupt- 
satzes gegeben,  der  hier  reproducirt  wird. 

Im  zweiten  Theil  seiner  Arbeit  wendet  der  Verfasser  ds 
eben  bewiesenen  Satz  auf  eine  Salzlösung  an  iind  sucht  zu  einet 
Ausdruck  zu  gelangen  für  die  Anziehung  zwischen  Wasser-  und 
Salz-Theilchen. 

Ok. 

Zech.     Einige  Notizen  (über  Wärme)    Carl  Rep.  vi.   ?89- 

390.    1870. 

Kurzer  Beweis  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen 
Wärmetheorie  in  seiner  einfachsten  Form, 

Ok. 
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K.  PüSCHL.     Ueber  Wärmemenge  und  Temperatur  der 

Körper.     Wien.  Bor.  LXII.  171-197.    Carl  Rep.  VI.   363-386.    1870. 

Die  Arbeit  soll  einen  neuen  Beitrag  zu  der  Frage  geben: 
Ist  die  Wärme  anzusehen  als  Bewegungszustand  der  Atome  eines 
Körpers  oder  des  Aethers  zwischen  denselben?  Der  Verfasser 
kommt  durch  eine  Reihe  sehr  gewagter  Hypothesen  zu  dem  Re- 
sultate, dass  man  im  Allgemeinen  beide  Bewegungszustände  an- 
zunehmen habe,  dass  speciell  bei  permanenten  Gasen  die  leben- 
dige Kraft  des  Aethers  grösser  sei  als  diejenige  der  Atome. 

Ok. 

M.  Zanotti.     Lezioni    sulla    termodinamia.     Battagiini  G. 

Vn.  160-173;  VII  351-368;  Vm  60-83.    1869.  1870. 

Grundzttge  der  mechanischen  Wärmetheorie  mit  Anwendun- 
gen auf  die  Gase  und  Dämpie.  Ok. 

B.  Clausius.     Ueber    einen    auf  die    Wärme    anwend- 
baren mechanischen  Satz.     Pogg.  Ann.  CXLI.  124-131.  C.  R. 

LXX.  1314-1319.    Carl  Rep.  VI.  197.  1870. 

Sind  bei  der  Bewegung  eines  Systems  von  Punkten,  das 
▼on  beliebigen  Kräften  angegriffen  wird,  die  Bedingungen  er- 
f&llt:  dass  die  Bahnen  der  einzelnen  Punkte  innerhalb  eines  be- 
gprenzten  Raumes,  die  Geschwindigkeiten  innerhalb  endlicher 
Grenzen  bleiben,  so  lässt  sich  mit  Httlf^  einfacher  Transforma- 
tionen der  Gmndgleichungen  der  Mechanik  der  Satz  beweisen: 

0  0 

Die  linke  Seite  giebt  die  mittlere  lebendige  Kraft  des  Systems 
ftar  einen  gewissen  Zeitabschnitt  von  0  bis  /.  Die  rechte  Seite 
giebt  ftar  dieselbe  Zeit  den  mittleren  Werth  des  Ausdrucks: 

—  2:\X'X+  r.y  +  z.»}. 

Fuhrt  man  für  diesen  Mittelwerth  den  Namen  „Virial'^  ein,  so 
lautet  der  gefundene  Satz: 

„Die  mittlere  lebendige  Kraft  des  Systems  ist  gleich  dem 


tri^^tu 
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Indem  der  Verfasser  auf  die  Aehnlichkeit  mit  dem  bekann- 
ten Satz: 

d  GS^i  »»©•)  =  —  2:  [Xdx  +  Ydy  +  Zdz} 

aufmerksam  macht,  sucht  er  auch  für  diesen  einen  analoge 
sprachlichen  Ausdruck  zu  gewinnen.  Ist  der  Ausdruck  rechter 
Hand  ein  vollständiges  Differential,  so  kann  man  beiderseits  inte- 
griren.  Nennt  man  dann  die  rechts  erhaltene  Function  tod 
Xj  y^  z:  ,^£rgal'^,  so  lautet  der  Satz: 

„Die  Summe  aus  der  lebendigen  Kraft  und  dem  Ergal  iit 
constant'^ 

Ein  spezieller  Fall  des  Ergais  ist  das  Potential.  —  Die  Be- 
wegung der  Atome,  die  man  Wärme  nennt,  muss,  wie  sie  aaä 
sonst  beschaffen  sein  mag,  jedenfalls  den  anfangs  gestellten  B^ 
dingungen  genügen.  Der  Satz  gilt  also  für  dieselbe.  Wie  m 
der  zuletzt  genannte  Satz  durchaus  analog  dem  ersten  Hauptnli 
der  mechanischen  Wärmetheorie  ist,  so  stellt  sich  der  erste  d» 
zweiten  Hauptsatz  zur  Seite.  Ok. 

J.  MoüTiER.     Sur  la  ddtente  des  gaz.  C.  R.  LXix.  1137.  1869.  | 

Dehnt  ein  Gas  sich  aus,   ohne   dass  es  Wärme    empfiuigt 

oder  abgiebt,  so  müssen  Volumen  und  Druck  durch  die  Relation 

verbunden  sein: 

P't'^  z=  Const., 

wo  m   der  Quotient   der   specifischen  Wärmen   bei    constantem 

Druck  und  constantem  Tolumen  ist   Nach  einer  kurzen  Ableiton; 

dieses  Gesetzes   geht  der  Verfasser  zu  einer  Vergleichung  de^ 

selben  mit  einer  experimentellen  Arbeit  von  Gazin  über. 

Ok. 

G.  R.  Dahlander.    De  Tefifet  m^canique  exerc^  par  b 
vapeur  d'eau  saturde   pendant  la  d^tente,     Ann.  de  OL 

et  de  Ph   (4)  XVI.  134-142.    1869. 

Ausgehend  von  einer,  von  Glausius  aufgestellten  Formel  fBr 
die  vom  Wasserdampf  bei  seiner  Ausdehnung  geleistete  Arbeit 
berechnet  der  Verfasser  eine  umfassende  Tabelle  ftlr  diese  A^ 
beit  unter  verschiedenen  Druck-  und  Temperatur-Verhältnissen. 

Ok, 
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G.  ß.  Dahl ANDER.     Nägra  undersökningar ,   beträflFande 
den  mekaniska  värmetheorien.   öfvers  af  Förh.  Stockh.  1870. 

457-469.  941-951. 

Der  Aufsatz  behandelt  die  geometrische  Darstellung  der  ther- 
mischen Znstandsänderungen  eines  Körpers,  dessen  Dimensionen 
entweder  unendlich  klein,  oder  dessen  Theile  in  gleichem  Zu- 
stande gedacht  werden.  Ein  Punkt  0,  dessen  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  f>  (Volumen  der  Gewichtseinheit),  p  (Druck)  und  T  (abso- 
lute Temperatur)  sind,  bestimmt  einen  Zustand,  unä  eine  Rela- 
tion zwischen  ihnen,  sofern  eine  solche  existirt,  eine  Fl&che,  die 
sich  die  Zustandsfläche  nennen  lässt. 

Ein  unendlich  kleines  Wärmeincrement,  Ueberscl^uss  der  auf- 
genommenen über  die  abgegebene  Wärme,  hat  zunächst  die  Form 

dQ  =  cdT+ldv. 
Geht  man  auf  ein   neues  Goordinatensystem   der  Xy  y,  3  Aber, 
dessen  Anfangspunkt  in  0  liegt,  und  wo  die  Coordinate  3  in  der 
Richtung  der  Flächennormale   als  unendlich  klein  zweiter  Ord- 
nung nicht  in  Rechnung  kommt,  so  wird  der  Ausdruck 

dQ=Mx  +  Ny. 

Setzt  man  nun 
X  =  d^cosfi;  y  =  dssinfi;  M  =  psinv;  iV  =  ^cosv, 
so  wird  • 

Zur  Richtung  der  x  nimmt  man  am  besten  die  der  Tangente  der 
adiabatischen  Curve.  Die  gleiche  Form  lässt  sich  herstellen  ftlr 
den  Ausdruck  der  inneren  Wärmeänderung,  wo  nur  l^Ap  an 
die  Stelle  von  /  tritt,  unter  A  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeits- 
einheit verstanden.  Beschreibt  man  dann  auf  der  Berührungs- 
ebene zwei  gleiche  Kreise,  die  einander,  und  zwischen  sich  die 
adiabatische  Curve  berühren,  und  zwei  andere  ebenso  zu  beiden 
Seiten  der  isodynamischen  Gurve,  so  drückt  jede  Sehne  des 
einen  oder  anderen  Ereispaares  von  0  aus  gezogen,  nach  Rich- 
tung und  relativer  Grösse  beziehungsweise  die  totale  oder  innere 
Wttrmeänderung  aus.    Ferner  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  totale  Wärmemenge,  die  bei  einer  Zustandsänderung 
mehr   aufgenommen  als    abgegeben   wird,   ist  äquivalent  der 
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Arbeitsleistung  einer  Kraft   -j-  in  der  Berührungsebene  normal 

zur  adiabatischen  Curve,  welche  den  dem  Zustande  entsprechen- 
den Punkt  längs  d^r  die  Aenderung  darstellenden  Bahn  ftlhrt 
Das  Analoge  gilt  von  der  inneren  Wärme,  die  bei  einer  Aende- 
rung erzeugt  wird,  wo  dann  g  seinen  neuen  Werth  annimmt 

H. 


F.  Massieü.  Sur  les  fonctions  caract^ristiques  des  di- 
vers fluides.      C.  R.  LXIX.  858.  1067.  1869. 

Eeech.  Equations  fondamentales  dans  la  th^orie  mÄsa- 
iiique  de  la  chaleur.    C.  R.  LXIX.  913.  1869.  *      | 

J.  Bertrand.  Eapport  sur  un  memoire  de  Mr.  Massiei*. 
„Sur  les  fonctioRS  caraetdristiques  des  divers  fluid» 
et  sur  la  thdorie  des  vapeurs".    C.  R.  LXXI.  257-260.  18% 

Durch  einfache  Transformation  der  beiden  Hauptgleichungea 
der  mechanischen  Wärmetheorie  gelangt  Massieu  zu  einer  Functioi 
zweier  Variabein  ^,  —  er  nennt  sie  charakteristische  Function  — , 
deren  Differential  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist: 

Die  beiden  unabhängigen  Variabein  sind  hier  Temperatur  md 
Volumen  des  in  Frage  kommenden  Körpers.  T  ist  die  absolule 
Temperatur,  A  das  mechanische  Wärmeäquivalent,  U  endlich  eioe 
Function  zweier  Variabein  (z.  B.  auch  von  e  und  /)»  ^^%  P^i 
auch  Wirkungsfunction  (Kirchhoff)  oder  mechanische  Energie 
(W.  Thomson)  genannt  hat.  —  Alle  in  Bezug  auf  Zustande-  oder 
Wärme-Aenderungen  wesentlichen  Grössen  eines  Körpers  lassei 
sich  vermittelst  dieser  Function  ^  berechnen. 

Man  erhält  eine  andere  charakteristische  Functioni  wenn  man 
p  und  t  als  unabhängige  Variabein  nimmt. 

Die  fraglichen  Functionen  lassen  sich  bestimmen  f&r  Gase, 
gesättigte  und  überhitzte  Dämpfe.  Bei  den  letztgenannten  Kör- 
pern treten  als  Constanten  in  die  Functionen: 
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1)  die  specifische  Wärme  der  Flttssigkeit, 

2)  die  specifische  Wärme  des  Dampfes  bei  constantem  Druck, 

3)  die  Verdampfungswärme^  welche  alle  durch  den  Versuch 
gegeben  sein  müssen. 

Anknüpfend  an  die  Arbeiten  von  Massieu  weist  Reech  auf 
sein  Werk  hin  (Theorie  des  machines  motrices  et  des  effets  m6- 
caniques  de  la  chaleur),  das  dieselben  Resultate  geben  soll^  und 
zeigt  dies  an  den  Hauptgleichungen  desselben. 

Ok. 

T.  HoPKiNSON.     On  a  proposition  in  thermo-dynamics. 

MesseDger  Y.  162-163. 

Neuer  Beweis  der  Gleichung 


*  f  Glr.  (0.) 

F.  Lippich.     üeber  die  Breite  der  Spectrallinien.   Pogg. 

Ann.  CXXXIX.  465-479.    1870. 

Nähert  sich  ein  leuchtender  Punkt  dem  Beobachter,  so  wird 
bekanntlich  die  Wellenlänge  des  ausgesandten  Lichts  verkürzt, 
und  die  Farbe  demgemäss  verändert.  Der  Verfasser  benutzt 
diese  Thatsache,  um  die  Veränderungen  zu  erklären,  die  das 
Spectrum  eines  glühenden  Gases  durch  Erhöhung  des  Druckes 
oder  der  Temperatur  erfährt.  Er  sieht  dabei  die  einzelnen  in 
linearer  Bewegung  befindlichen  Molecüle  des  Gases  als  die  leuch- 
tenden Punkte  an,  und  findet  durch  Rechnung  die  Aenderungen 
der  Intensität  eines  hellen  Streifens  im  Spectrum,  die  eine  Folge 
dieser  Bewegungen  sind.  Als  Resultat  ergiebt  sich  besonders 
eine  Verbreiterung  der  Streifen  bei  erhöhter  Temperatur,  wie  sie 
durch  Versuche  nachgewiesen  ist.  Ok. 

E.  MüLDER.     Geschwindigkeit    der    Molecularbewegung 
und  des  Schalles  in  Gasen.   Pogg.  Aon.  OXL.  288-297.  1870 

Der  Verfasser  sucht  eine  Beziehung  zwischen  der  Schall- 
geschwindigkeit in  einem  Gase  und  der  auf  Grund  der  Bewe- 
gungstheorie der  Gase  berechneten  Geschwindigkeit  der  Molecüle. 
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Da  ein  innerer  Zusammenhang  zwischen  beiden  mch  ans  der 
Abhandlung  nicht  ergiebt,  so  glauben  wir  die  empirischen  For- 
mebi,  die  er  aufstellt,  übergehen  zu  können. 

Ok. 

F.  Zöllner.     Ueber  die  Natur  und  physische  Beschaf- 
fenheit der  Sonne.     Pogg.  Ann.  CXLL  353-375.    1870. 

Der  Verfasser  untersucht  die  an  der  Sonnenoberfläche  auf- 
tretenden Druck-  und  Temperatur-Verhältnisse,  auf  Grund  einer 
besonderen  Vorstellung,  die  er  sich  über  die  Protuberanzen  ge- 
bildet bat.  Er  sieht  dieselben  an  als  gltlhende  Wasserstoffmasseo, 
die  in  Folge  grosser  Druckverschiedenheit  aus  engen  Oeffnunga 
der  Sonnenoberfläche  hervordringen.  Hierauf  können  die  Be- 
wegungsgleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  angewani 
werden.  Eine  Discussion  der  erhaltenen  Resultate  scheint  hia 
nicht  am  Orte  zu  sein.  Ok. 

C.  Neumann.      Ueber    die     mechanische    Energie    der 

Schwefelsäure.     Leipz.  Ber.  XXL  213-22L    1869. 

Im  Anschluss  an  die  neuesten  experimentellen  Ärbeitei 
J.  Thomson's  über  chemische  Wärmewirkungen  stellt  der  Ver- 
fasser zunächst  eine  Formel  auf  für  die  Wärmeentwickelung  bei 
einer  Mischung  von  Schwefelsäure  und  Wasser;  sodann  mit  Be- 
zugnahme auf  die  Abhandlung  KirchhoflTs  (Pogg.  Ann.  CÜL) 
eine  Formel  für  die  mechanische  Energie  eines  Gemisches  voi 
Schwefelsäure  und  Wasser,  wenn  die  Energieen  der  Bestand- 
theile  bekannt  sind.  Die  Definition  der  Energie  einer  Fuoctioi 
zweier  Variabein  findet  man  in  der  Arbeit  KirchhofiTs  oder  auek 
Clausius'  (Pogg.  Ann.  CXVI.).  Ok. 

K.  VON  DER  MüHLL.    Ueber  den  stationären  Temperatur- 
zustand.     Clebsch  Aun.  H.  643-649.  1870. 

Ausgehend  von  der  Fourier'schen  partiellen  Differentialgld-; 
ehung  fQr  geleitete  Wärme,  beweist  der  Verfasser  die  beita 
Sätze: 
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1)  Bleibt  die  Temperatur  der  Umgebung  eines  Körpers  un- 
geändert^  so  wird,  welches  auch  sein  Anfangszustand  gewesen 
ist,  die  Temperatur  des  Körpers  nach  sehr  langer  Zeit  sta- 
tionär, d.  h.  von  der  Zeit  unabhängig. 

2)  Auch  wenn  die  Temperatur  der  Umgebung  mit  der  Zeit 
veränderlich  ist,  so  wird  die  Temperatur  eines  Körpers  nach 
langer  Zeit  zwar  nicht  stationär,  aber  doch  von  seinem  An- 
fangszustand unabhängig  werden. 

Ok. 

J.  BoussiNESQ.  Etüde  sur  las  surfaces  isothermes  et 
sur  les  courants  de  chaleur  dans  les  milieux  homo- 
genes, chaufFe^s    en    un  de  leurs  points.    Liouviiie  J.  (2) 

XIV.  265-297.    1869. 

J.  BoussiNESQ.  Construction  g^n^rale  des  courants  de 
chaleur  en  un  point  quelconque  dun  milieu  ather- 
mane,  homogfene  ou  h^t^rogfene.   C.  R.  Lxix  329-333. 1869. 

lieber  einen  Auszug  der  vorliegenden  ausführlichen  Arbeit 
ist  schon  berichtet  worden  (siehe  Fortschr.  d.  M.  I.  380).  Die 
Aufgabe,  mit  der  sich  der  Verfasser  beschäftigt,  ist  die  Construc- 
tion der  Flächen  gleicher  Temperatur  und  der  Curven  der  ge- 
leiteten Wärme  in  einem  krystallinischen  Medium^  das  in  einem 
Punkt  erwärmt  ist.  Er  löst  diese  Aufgabe  mit  Hülfe  zweier  El- 
lipsoide :  des  Lam^'schen  Hauptellipsoids  und  des  von  ihm  selbst 
zuerst  benannten  Ellipsoids  der  linearen  Leitungsfähigkeit 

So  breitet  sich  in  einem  unbegrenzten  Medium,  das  in  einem 
Punkt  auf  höherer  Temperatur  erhalten  wird,  die  Wärme  in 
Spiralen  aus,  die  auf  Kegeln  liegen,  deren  Spitzen  in  dem  er- 
wärmten Punkt  sich  befinden.  Die  Directrix  jedes  Kegels  ist 
einfach  mit  Hülfe  der  beiden  EUipsoide  zu  finden. 

Die  Flächen  gleicher  Temperatur  sind  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  mit  dem  Hauptellipsoid.  Ausser  dem  unbegrenzten  Me- 
dium werden  noch  die  besonderen  Fälle  der  Ausbreitung  der 
Wärme  in  dünnen  Cjlindem  und  in  dünnen,  ebenen  Platten 
erörtert.  OL 
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E.  Mathieü.  Memoire  sur  le  mouvement  de  la  tem- 
p^rature  dans  le  corps  renferm^  entre  deux  cylindres 
circulaires  excentriques  et  dans  des  cylindres  lemnis- 

catiques.    Liouville  J.  (2)  XIV.  65-102.  C.  R.  LXVUL  590-592.  1869. 

Es  wird  stets  vorausgesetzt,  dass  in  der  Richtung  der  Seite 
der  Cylinder  keine  Bewegung  stattfindet^   so  dass  die  Betradh 
tung  sich  auf  deren  Basis  in  der  Ebene  der  xy  reducirt    B^  * 
zeichnet  v  die  Temperatur  im  Punkte  (xy)j  so  ist  deren  YeriüH 
derung  bestimmt  durch 

d*e    ,    ö'r        ,    de 


dx'    ^  dy'   '^      dt  ' 
und  zwar  lässt  sich  v  aus  Particularlösungen  von  der  Form 

v  =  ue T—t 

k 

zusammensetzen,  wo 

Sind  die  Basen  der  den  Körper  von  aussen  und  innen  be- 
grenzenden Cylinder  zwei  excentrische  Kreise,  so  lassen  sidi 
für  X,  y  durch  die  Substitution 

_  e«  _- e-«  ^  2csin/7 

^  —  ^  c«  +  e-«  — 2cos/?'  ^  "  ij«  +  c-«  — 2C08/S 

immer  zwei  Parameter  a,  ß  einfuhren,  der  Art,  dass  die  Curveo- 
Systeme  a=const.,  /?  =  const.  sich  rechtwinklig  schneiden,  und 
die  Grenzkreise  dem  ersteren  System  angehären.  Es  werden 
zwei  Fälle  der  Grenzbestimmung  in  Betracht  gezogen:  1)  wo  die 
Temperatur  an  beiden  Grenzen  constant  und  gleich  erhaltet 
wird ;  2)  wo  die  Wärme  in  ein  Mediufii  von  constanter  Tempe- 
ratur ausstrahlt.  Die  Lösung  geschieht  durch  Reihenentwicke- 
lung nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  von  ß  und 
nach  Potenzen  der  Grösse  «  —  a,  wo  a  den  grössten  Werth  von  a 
bezeichnet.  Es  folgt  die  Anwendung  auf  den  vollen  Cylinder 
ftlr  den  Fall  constanter  Temperatur  an  der  Oberfläche. 

Sind  die  Basen  der  Cylinder  Lemniscaten,  so  gelangt  man 
durch  Einftihrüng  der  zwei  Parameter: 
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a=log 


c* 


^/Qo+cy  +  y'  y(x-cy  +  »* 


ß=sj:Gtg  —^ h  arc  tg 


x  +  c  x  —  c 

zu  zwei  orthogonalen  Systemen  von  Curven  a  =  const.  und 
ß  =  const.,  deren  ersteres  fttr  zwei  Werthe  von  o  in  die  Grenz- 
linien übergeht,  letzteres  Hjrperbeln  bildet. 

Mit  den  genannten  zwei  Fällen  der  Begrenzung  wird,  wie 
der  Verfasser  im  C.  R.  hervorhebt,  der  Kreis  derjenigen  Figuren 
überschritten,  deren  Berechnung  an  dem  Umstände  eine  Erleich- 
terung geniesst,  dass  die  einfache  Particularlösung  in  Factoren 
zerfällt,  deren  jeder  nur  von  einer  Coordinate  abhängt,  wie  es 
beim  EUipsoid  und  dem  elliptischen  Cylinder  nach  Lamä*s  Be- 
rechnung stattfindet.  H. 

E.  Stahlberger.  Ueber  die  Bereclinung  der  mittleren 
Tagestemperatur  aus  der  höchsten  und  tiefsten  Tem- 
peratur.    Schlömilch  Z.  XV.  475-479.    1870. 

Die  an  sich  unbestimmte  Aufgabe  wird  durch  folgende  An- 
nahmen zu  einer  bestimmten  gemacht.  Die  Temperaturcurve 
(die  Zeit  als  Abscisse,  die  Temperatur  als  Ordinate  genommen) 
besitzt  bei  normalem  Verlauf  zwischen  zwei  auf*  einander  folgen- 
den Minimis  von  gleicher  Grösse  ein  Maximum  und  zwei  das- 
selbe einschliessende  Wendepunkte.  Die  vier  so  entstehenden 
Stücke  der  Curve  gehören  Sinuscurven  an  von  der  Form  y  = 
a'Sinmx,  welche  in  jenen  ausgezeichneten  Punkten  mit  der  Tem- 
peraturcurve gemeinschaftliche  Tangenten  haben.  Die  aus  diesen 
Annahmen  resultirende  Formel  fbr  die  mittlere  Temperatur  ent- 
hält ausser  der  höchsten  und  niedrigsten  Tagestemperatur  nur 
noch  das  den  beiden  Wendepunkten  entsprechende  Zeitintervall. 

B. 

H.  Besal.  Calcul  des  ^paisseurs  des  fonds  plats  et 
bomb^s  des  chaudiferes  cylindriques.     0.  R.  LXVin.  175- 

176.    1869. 

Auszug  aus  einer  Arbeit  mathematischen  Inhalts.    Derselbe 
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giebt  indess  nur  die  Resultate,  nicht  den  Weg,  auf  dem  sie  ge- 
wonnen sind,  an.  .  0. 

W.  J.  M.  Rankine.     On  the  thermodynaniic  theory  of 
waves    of    finite     longitudinal    disturbance.    Trans,  of 

London.    CLX.  277-288.    1870. 

Clj. 
W.  J.  M.  Eankinb.     On  the  thennal  energy  of  mole- 

cular  VOrtices.     Trans,  of  Edinb.  XXV.  (IL)  557-566.    1869. 

In  einer  vor  der  Eöngl.  Ges.  zu  Edinburgh  im  Jahre  1850 
gelesenen  Abhandlung  über  die  mechanische  Wirkung  det  Wärme 
(Trans.  XX.)  hat  der  Verfasser  gezeigt,  dass  wenn  merkbare 
oder  thermometrische  Wärme  in  der  Bewegung  melecularer  Wir- 
bel besteht,  welche  auf  besondere  Weise  mit  oscillatorischen 
Bewegungen  combinirt  werden,  unter  dieser  Annahme  die  Prin- 
cipien  der  Thermodynamik  und  verschiedene  Beziehungen  zwischen 
Wärme  und  Elasticität  durch  Anwendung  der  Gesetze  der  Dyna- 
mik gewonnen  werden.  Der  Gegenstand  der  vorliegenden  Ar- 
beit ist  nun  zu  zeigen,  wie  die  allgemeine  Gleichung  der  Thermo- 
dynamik und  andere  Sätze  aus  der  Hypothese  von  den  mole- 
eularen  Wirbeln  abgeleitet  werden,  und  zwar  frei  von  spedellen 
Voraussetzungen  tiber  Gestalt  und  Anordnung  der  Wirbel  und 
tlber  die  Eigenschaften  der  Materie  in  denselben.  Das  Resultat 
ist:  „Thermometrische  Wärme  besteht  in  einer  Bewegung  der 
Theilchen  der  Körper  in  Strömen,  die  mit  constanter  oder  pe- 
riodisch fluctuirender  Geschwindigkeit  circuliren.^'  Dies  bat  zur 
Folge,  dass  die  zwischen  den  Theilchen  wirkenden  Kräfte  diese 

Bewegung  fortzupflauzen  vermögen. 

Cly.  (M,) 


Zwölfter  Abschnitt 

Geodäsie  und  Astronomie. 

Capitel  1. 
Geodäsie. 

R.  Wolf.    Handbuch  der  Mathematik,  Physik,  Geodäsie 

und  Astronomie.    Zürich.  I.  Bd.  1869-1870. 

Der  Verfasser  hat  die  der  praktischen  Geometrie  verwandten 
Kapitel  XXI:  „Die  Messungen  mit  Kette,  Kreuzscheibe  und 
Messtiseh'^  und  XXII:  „Die  Messungen  mit  Theodolitb,  Spiegel- 
sextant und  Nivellirinstrument'^  in  den  ersten  Band  aufgenommeni 
und  es  wird  die  ausschliesslich  die  Erdmessung  behandelnde 
Geodäsie  im  II.  Bande  folgen.  Das  vorgehende  Kapitel  XX. 
enthält  „die  Methode  der  kleinsten  Quadrate^'.  Auch  diese  drei 
Abschnitte  enthalten,  sowie  das  Buch  tiberhaupt,  zahlreiche  lite- 
rarisch-historische Notizen.  M. 

C.  M.  Baüernfeind.     Elemente  der  Vermessungskunde. 

Stuttgart.    1869. 

Die  mathematischen  Abschnitte  dieses  ungemein  reichhal- 
tigen Lehrbuches  sind  durchgehends  möglichst  elementar  ge- 
halten und  tiberall  so  weit  gef&hrt,  als  es  anging,  ohne  auf  das 
Gebiet  der  höheren  Geodäsie  überzugreifen.  Dagegen  wird  man 
von  den  für  technische  und  staatswirthschafUiche  Vermessungen 
nothwendigen  Theorien  und  Methoden  wohl  kaum  etwas  Wesent- 
liches vermissen, 

B. 
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H.  DoERGENs.     Theorie  und  Praxis  der  geographischen 
Kartennetze.     Theil   I.    Die   perspectivischen    Projec- 

tionen.     Berlin  1870. 

Der  vorliegende  erste  Theil  des  Werkes  giebt  theoretische 
Auseinandersetzungen  über  die  orthographische  und  stereogrt- 
phische  Projection.  Des  Weiteren  werden  die  ProjectioDen  yoii 
de  la  Hire,  Parent,  Lowry  und  James  besprochen  nebst  Anwen- 
dung auf  das  Kartenzeichnen.    Die  Methode  ist  analytisch. 

0. 

A.  Grunert.     Theorie  des  Polarplanimeters  in  strenger 
elementar-mathematischer  Entwickelung.    Gnmert  Ardk 

LI  385-422.    1870. 

Die  hier  entwickelte  Theorie  ist  dieselbe,  wie  die  von  des 
Erfinder  des  Instrumentes,  Prof.  Amsler,  gegebene,  nur  ist  äe 
mit  der  bekannten  Gründlichkeit  des  Herrn  Verfassers  durd- 
gefbhrt.  B. 

LCdde.     Die    Sonne    im   Dienste   der   Kartographie. 

Berlin,  Peiser  1869. 

H.  Elsching.     Kurzgefasste  Anleitung  zum  barometri- 
schen Nivelliren.    Salzbarg,  Glamer.    1869. 

F.  BouRNiER.     Formale  de  nivellement  trigonom^trique. 

Bull.  d.  1.  S.  Vaud.  X.  231.  1869. 

Ch.  Wiener.    Die   Berechnung   der   Veränderungen   in 
einem  veränderlichen  Dreiecksnetze.    Schiömiich  z.  xiv. 

62-65.    1869. 

Entwickelnng  von  Dififerentialformeln  fttr  die  Aendemngen 
der  Bestimmungsstücke  eines  ebenen  Dreiecksnetzes ,  wenn  in 
demselben  einzelne  Netzpunkte  kleine  Verschiebungen  erleiden. 

B. 

E.  Helmert.   Beiträge  zur  Theorie  der  Ausgleichung  tri- 
gonometrischer Netze.    Schiömiich  Z.  XIV.  174-206.    1869. 

I.   Directe  Ausgleichung  trigonometrischer  Netze, 
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Die  Coordinaten  der  Stationen  eines  trigonometrischen  Netzes 
werden  gewohnlich  erst  nach  erfolgter  Ansgleichnng  seiner  Seiten 
und  Winkel  ermittelt.  Der  Verfasser  dieser  Beiträge  macht  nun 
darauf  aufmerksam,  dass  es  von  Vortheil  sein  kann,  mit  Vermei- 
dung dieses  Umweges  die  Coordinaten  der  Netzpunkte  direct  aus- 
zugleichen, wenn  sehr  viel  mehr  Kichtungen  eingeschnitten  werden, 
als  zur  Construction  des  Netzes  nothwendig  und  hinreichend  sind. 
Denn  bei  dem  gewöhnlichen  Verfahren  wächst  die  Anzahl  der 
schliesslich  aufzulösenden  Gleichungen  mit  jeder  neu  hinzutre- 
tenden überschüssigen  Richtung,  während  sie  bei  der  directen 
Ausgleichung  der  Coordinaten  nur  von  der  Anzahl  der  Netz- 
punkte abhängt  und  ein  Minimum  ist. 

Der  Verfasser  entwickelt  dem  entsprechend  zunächst  unter 
Voraussetzung  von  Polarcoordinaten  die  Formeln  für  die  directe 
Ausgleichung  eines  Netzes,  welches  auf  einer  Eugeloberfläche 
liegt,  und  erläutert  die  Vorschriften  für  eine  tabellarische  An- 
ordnung der  ganzen  Rechnung  an  einem  fingirten  Beispiel.  Hieran 
schliessen  sich  Vorschriften  über  die  beste  Art  und  Weise,  vor- 
handene Basismessungen  in  die  Ausgleichung  hineinzuziehen, 
ferner  Formeln  für  die  Uebertragung  eines  sphäroidischen  Netzes 
von  massigen  Dimensionen  auf  die  Kugeloberfläche,  und  end- 
lich Bemerkungen  über  das  Aneinanderschliessen  von  Einzel- 
netzen. 

II.  lieber  die  Ausgleichun^smethode  von  Schleiermacher  und 
Untersuchung  ihrer  Anwendbarkeit  auf  Richtungsbeobachtungen. 

Der  Verfasser  sucht  nach  einer  kurzen  Auseinandersetzung 
der  genannten  Methode  die  Ansicht  zu  begründen,  dass  sie  auf 
Richtungsbeobachtungen  angewendet  gegen  andere  Methoden 
zurückstehe. 

III.  Einige  allgemeine  Bemerkungen  zu  der  Ausgleichung 
von  Richtungsbeobachtungen. 

Die  Bemerkungen  beziehen  sich  auf  die  Art  und  Weise^  vrie 
man  am  richtigsten  die  relative  Grösse  der  eigentlichen  Beobach- 
tungsfehler und  der  Theilfehler  des  Instruments  bei  der  Aus- 
gleichung der  einzelnen  auf  einer  Station  eingeschnittenen  Gyri 
berücksichtigt,  B. 
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A.  Schell.     Ueber    die    Genauigkeit    der    Winkelglei- 
chung   des    Stampfer'schen    Nivellirinstramentes. 

Scblomilch  Z.  XIV.  329-337.    1869. 

• 

Bei  diesem  NivelliriDstrainente  werden  die  Verticalwinkd 
nicht  an  einem  getbeilten  Kreise,  sondern  durch  die  Umdrehim- 
gen  einer  Micrometerschraube  gemessen.  Der  Ausdruck  ftür  da 
Winkelweith  der  Drehung  hat  die  Form 

An  +  Bn^  +  Cn\ 
wo  A,  Bj  C  die  Constanten,  n  die  Schraubenumdrehnngen  ht- 
zeichnen.  Die  von  Stampfer  eingef&hrte  Vemachlässig^uiig  d« 
kubischen  Gliedes  in  jenem  Ausdruck  ist  mehrfach  als  zu  in- 
genau angegriffen  worden.  Vorliegende  Mittheilung  ftlhrt  nm 
den  Nachweis,  dass  die  Parabel  y  =  ax'\-bx^  bei  passender 
Wahl  von  a  und  b  sich  der  Curve  dritten  Grades  y  =  Ax  +  Bsf 
+  Cx*  mit  einer  für  die  Praxis  gentlgenden  Schärfe  anschmiß 
indem  die  Differenz  beider  Ausdrücke  ftlr  die  Winkelgleichut 
innerhalb  eines  beträchtlichen  Intervalles  von  n  im  Maximmi 
nur  eine  Bogensecunde  erreicht.  B. 

C.  Bremiker.     Studien     über    höhere    Geodäsie.     Berijn. 

Weidmano.    1869. 

Die  aus  astronomischen  Beobachtungen  sich  ergebenden 
Richtungen  des  Bleilothes  sind  wegen  der  unregelmässigen  Ge- 
stalt der  Erde  im  Allgemeinen  etwas  verschieden  von  den  unter 
Annahme  eines  bestimmten  Erdsphäroids  berechneten.  Diese 
Abweichungen  sind  die  sogenannten  Lothstörungen.  Der  Ver- 
fasser definirt  nun  als  oscillirendes  Sphäroid  dasjenige,  bei  wel- 
chem die  Quadratsumme  der  übrigbleibenden  Lothstörungen  ein 
Minimum  wird,  und  schlägt  zur  Ermittelung  desselben  folgenden 
Weg  vor. 

Es  seien  für  eine  Reihe  von  Punkten  die  Längen,  PolhOhon 
und  Azimuthe  gewisser  gegebener  Richtungen  auf  astronomischem 
Wege  bestimmt,  femer  seien  diese  Punkte  durch  ein  Dreiedj- 
netz  mit  einander  verbunden,  und  durch  Ausgleichungsrechnnngen 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Seiten  und  Winkel  des  Neixes 
ermittelt,  endlich  berechne  man,  von  den  astronomiBcben  Coo^ 
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dinaten  einer  Station  ausgebend  unter  Zugrundelegung  eines  an- 
genäherten Sphaeroids  die  Längen,  Polhöhen  und  Azimuthe  der 
übrigen  Stationen  aus  den  Seiten  und  Winkeln  jenes  Netzes. 
Die  Unterschiede,  welche  dann  zwischen  den  so  erhaltenen  geo- 
dätischen Coordinaten  übrig  bleiben,  sind  dann  gleich  bekannten 
linearen  Functionen  der  Lothstörungen  auf  den  einzelnen  Sta- 
tionen, sowie  der  Correctionen  für  die  grosse  Halbaxe  und  die 
Abplattung  des  angenommenen  Sphäroids.  Die  Bedingung  des 
Minimums  liefert  schliesslich  die  nöthige  Anzähl  von  Gleichungen 
zur  Ermittelung  aller  jener  als  unabhängig  von  einander  anzu- 
gehenden Unbekannten. 

Der  bei  Weitem  grössere  Theil  der  „Studien**  ist  der  Ent- 
wickelung  und  Erläuterung  von  Rechnungsvorschriften  für  die 
bei  obigem  Verfahren  nothwendige  Bestimmung  der  geodätischen 
Längen,  Polhöhen  und  Azimuthe  gewidmet.  Der  Verfasser  ver- 
meidet dabei  vollständig  die  Anwendung  der  geodätischen  Linie, 
weil  dieselbe  zu  complicirten  Formeln  führe  und  mit  den  geo- 
dätischen Operationen  gar  nichts  zu  thun  habe;  er  operirt  viel- 
mehr nur  mit  den  von  Verticalschnitten  und  den  zugehörigen 
Sehnen  gebildeten  Dreiecken,  und  wo  bei  den  elliptischen  Bogen 
der  Verticalschnitte  zwischen  zwei  Stationen  eine  Rectiiication 
DÖthig  wird,  genügt  es,  jene  Bogen  unter  Zuhülfenahme  ihres 
mittleren  Krümmungshalbmessers  als  einfache  Kreisbogen  zu  be- 
bandeln. 

Die  so  entwickelten  Rechnungsvorschriften  lassen  an  Schürfe 
und  Bequemlichkeit,  namentlich  bei  kleinen  Dreiecken,  kaum 
etwas  zu  wünschen  übrig,  besonders  da  fast  sämmtliche  Rech- 
nungen directe  sind  und  auf  geschlossenen  Ausdrücken  beruhen. 
Zwei  als  Anhang  beigefügte  Tafeln  dienen  zur  bequemeren  Er- 
mittelung der  reducirten  Breite  und  des  Krümmungshalbmessers 
für  einen  beliebigen  Normalschnitt. 

Zum  Schluss  muss  Referent  noch  auf  einen  kleinen  Irrthum 
in  den  „Studien''  aufmerksam  machen,  der  jedoch  glücklicher- 
weise ohne  wesentlichen  Einfluss  ist.  Der  Verfasser  schlägt 
nämlich  vor,  auf  dem  Sphäroid  statt  der  geodätischen  Linie  die 
Feldlinie   einzuführen.    Dieselbe  ist  dadurch  definirt,   dass  ftlr 

Fortocbr.  d.  Math.  U.  3.  56 
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jeden  ihrer  Punkte  die  zugehörige  Flächennormale  yon  der  Sehne 
zwischen  den  beiden  Endpunkten  der  Curre  geschnitten  wird. 
Es  wird  dabei  die  Ansicht  ausgesprochen,  dass  die  durch  die 
Normale  und  Sehne  bestimmte  Ebene  die  Curve  berühre  uid 
dass  die  Seiten-  und  Winkelmessungen  des  Geodäten  dieset 
Curve  angehören.  Der  Irrthum  liegt  hier  auf  der  Hand.  Merk- 
würdiger Weise  hat  ein  analytischer  Beweis,  der  zur  BegrtlB- 
dung  dieser  Ansicht  versucht  wird,  (pag.  63-65)  den  Verfasser 
nicht  zur  Aufdeckung  des  Fehlers  gefUirt  B. 

A.  Sonderhof.     Die  geodätischen  Correctionen    der  auf 
dem  Sphäroid   beobachteten  HorizontalwinkeL    Gnu«« 

Arch.  LI.  20-41.    1870. 

A.  Sonderhof.     Nachtrag    zu    der    Abhandlung:     Ife 
geodätischen  Correctionen  etc.   Granert  Arch.  Li.  42-45.  ifif» 

Die  ftlr  die  genannten  Correctionen  entwickelten  Formeh 
sind  im  Wesentlichen  Differentialformeln  und  betreffen  die  Be- 
duction  der  gemessenen  Azimuthe,  geodätischen  Linien  und  Pol- 
höhen auf  die  analogen  Grössen  des  als  Grundfläche  angenom- 
menen  Sphäroids.  Daran  schliessen  sich  Erörterungen  über  die 
gegenseitige  Lage  einer  geodätischen  Linie  und  der  zu  ihreo 
Endpunkten  gehörigen  Verticalschnitte,  sowie  über  den  Einfluss 
der  verticalen  und  horizontalen  Strahlenbrechung.  Es  läuft  dabei 
der  Irrthum  mit  unter,  dass  eine  geodätische  Linie  zwischen  den 
Verticalschnitten  ihrer  Endpunkte  liegen  müsse,  was  bekanntlick 
selbst  für  beliebig  kleine  Entfernungen  nicht  immer  der  Fall  ist 

B. 

R.  Heger.    Bemerkung  zu  der  Bestimmung  der  Abplat- 
tungsgrenzeu  für  das  Erdsphäroid  (-ö?rriind-^r=— )  aus 

der  Nutation.    Schlömilch  z.  XV.  293-296.     1870. 

Laplace  hat  in  der  M6canique  Celeste,  Buch  V.  Satz  14  die 
Formel 

2C'-A'-B  __      0,00519323 
C  ""  /+/?.  0,748493 
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abgeleitet,  wo  ß  eine  Constante,  die  aus  den  Bewegungen  und 
der  Masse  des  Mondes  zu  berechnen  ist,  C,  A  und  B  die  Träg- 
heitsmomente der  Erde  flUr  die  Rotationsaxe,  resp.  zwei  äquato- 
riale Axen  sind.  Es  ergeben  sieh  aus  dem  Verhältniss  der  Träg- 
heitsmomente nun  zwei  Grenzen   für   die  Abplattung   der  Erde, 

nämlich  ^^-r^  wenn  die  Erde  homogen,   und   ^^=;r,    wenn    die 

Masse  im  Mittelpunkt  concentrirt  gedacht  wird.  Die  obere  der 
auf  diese  Weise  aus  der  Nutation  abgeleiteten  Grenzen  ist  nun 
schon  kleiner  als  die  geodätisch  bestimmte.  Da  die  Erde  der 
Voraussetzung  der  Homogenität  durchaus  nicht  entspricht,  son- 
dern sich  der  Voraussetzung  ftlr  den  kleineren  Weith  nähert, 
so  seheint  es,  als  müsse  dieser  astronomisch  bestimmte  Werth 
eich  beträchtlich  von  dem  geodätisch  bestimmten  entfernen.  Dies 
ist  aber  nicht  der  Fall,  weil,   wie  durch  Berechnung   der   drei 

Trägheitsmomente  nachgewiesen  wird,  das  Verhältniss -^ 

* 

coDstant  ist  für  alle  congrucnten  Rotationsellipsoide,  die  aus  ähn- 
lichen homogenen  Schichten  bestehen,  wie  sich  auch  die  Dichte 
von  Schicht  zu  Schicht  ändert.  Die  Annahme  von  homogenen 
Schichten  entspricht  dem  wirklichen  Zustande  der  Erde  sehr  nahe, 

so  dass  der  daraus   abgeleitete  Werth  ^^  als  nahezu   richtig 

angesehen  werden  kann.  q 

W.  Jordan.     Bemerkung   zu    der    zweiten   Gauss'schen 
Auflösung   der  Hauptaufgabe    der  höheren  Geodäsie. 

Astr.  Nachr.  LXXVI.  304-312.    1870. 

Gauss  hat  zu  der  Aufgabe,  aus  den  Coordinaten  und  dem 
Azimuthe  in  dem  einen  Endpunkte  einer  geodätischen  Linie  von 
gegebener  Länge  die  entsprechenden  Grössen  für  den  anderen 
Endpunkt  und  den  Längenunterschied  zu  finden,  eine  indireete 
Lösung  gegeben,  deren  bequeme  Anwendung  wesentlich  auf  der 
Benutzung  mehrerer  von  Gauss  gegebenen  HUlfstafeln  beruht 
Diese  Tafeln  gelten  jedoch  nur  für  eine  bestimmte  Excentricität 
der  Meridianellipse.    In  dem  vorliegenden  Aufsatz  ist  nun  eiuQ 
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« 

Correctionstafel   entwickelt,   mit  deren  Hfllfe  jene  Gaoss'schen 
Tafeln  auch  f&r  andere  ExcentricitSten  brauchbar  bleiben« 

B. 

J.  Weingarten,     üeber    eine    geodätische    Aufgabe. 

Astr.  Nachr.  LXXIII.  65-76.     1869. 

Wenn  ds*  =  Edp*+2Tdpdq  +  Gdq^  der  Aoadnick  ftlr  da 
Linienelement  auf  einer  krummen  Oberfläche  ist,  so  lassen  aek 
unzShlig  viele  Ausdrücke  bilden,  die  aus  den  £,  F,  G  und  ihra 
Ableitungen  zusarameugesetzt  sind  und  in  demselben  Punkte  der 
Fläche  denselben  Werth  annehmen,   welche  Form    des  Liniei- 
elements  man  auch  zu  Grunde  legen  mag.    Der  Verfasser  neot 
solche  Ausdrtlcke   Inflectenten   und   betont   dabei    zugleich  i 
Forderung,  dass  in  einer  allgemeinen  Theorie  der  geodätisdf 
Dreiecke,  welche  einzig  und  allein  die  Kenntniss   der  allen  ä 
einander  abwickelbaren  Flächen  gemeinsamen  Coefficienten£,/,( 
voraussetzt,  sämmtliche  Stücke  durch  Inflectenten  auszudrflcfai 
seien.    Die  von  Gauss  gegebenen  Ausdrücke  für  die  Redudbi 
der  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  ABC  auf  die  eines  ebeoci 
Dreiecks  von  denselben  Seiten  entsprechen  in  den  Gliedern  entar 
bis  dritter  Ordnung  bereits  dieser  Forderung.    Im  zweiten  Ab- 
schnitt der  vorliegenden  Abhandlung  wird  nun  ein  Gleiches  flir 
die  Glieder  vierter  Ordnung  geleistet,  und  zwar  mit  Hülfe  deil 
Erümmungsmaasses  k  und  von  vier,  aus  k  und  den  £,  F^  G  vt\ 
sammengesetzten  Inflectenten  h^J^yJ^yJ^.    Die  bis  auf  GröSMi 
vierter  Ordnung  (incl.)  richtige  Formel  für  jene  Winkelreductioi 
enthält  ausser  den  Seiten  und    dem  Flächeninhalt  des  Dreieeb 
nur  noch  die  Werthe,  welche  &,  A,  J^^J^^J^  in  den  Punkten  A,  B,C 
annehmen. 

Im  dritten  Abschnitt  sind  die  Entwickelungen  ftlr  den  Fall 
einer  Rotationsfläche  um  eine  Ordnung  weiter  geführt  Es  tretet 
hierbei  wesentliche  Erleichterungen  ein,  weil  die  A,  /,,  J^,  J^  nur 
von  k  abhängen.  Der  vierte  Abschnitt  enthält  die  Anwendnng 
der  allgemeinen  Formeln  auf  das  Kotationsellipsoid  und  ausser- 
dem eine  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  (excl.)  genaue  Formel 
fttr  die  Reduction  der  Winkel  eines  sphäroidischen  Dreiecks  auf 
die  eines  sphärischen  Dreiecks  von  denselben  Seiten.        B. 
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P.  A.  Hansen.  Reflexionen  über  die  Reduction  der 
Winkel  eines  sphäroidischen  Dreiecks  von  kleinen 
Seiten  auf  die  Winkel  des  ebenen  oder  sphärischen 
Dreiecks   von  denselben  Seiten.     Leipz.  Ber.  1869.  188-145. 

J.  Weingarten,  lieber  die  Reduction  der  Winkel  eines 
sphäroidischen  Dreiecks    auf   die    eines   ebenen   oder 

sphärischen.      Astr.  Nachr.  LXXV.  91-96.    1869. 

Die  in  dem  vorhergehenden  Referat  besprochene  Abhand- 
bng  enthält  von  dem  Gesichtspunkt  der  darin  aufgestellten  For- 
lerung  aus  eine  ungünstige  Kritik  der  ^Geodätischen  Unter- 
suchungen I"  von  Hansen,  (Leipz.  Abb.  Bd.  VIII),  welche  zu 
dner  längeren  Polemik  zwischen  beiden  Gelehrten  geführt  hat. 
jKeselbc  dreht  sich  im  Wesentlichen  darum,  dass  Weingarten 
m  der  von  ihm  aufgestellten  Forderung  festhält,  während  Hansen 
lie  grössere  numerische  Genauigkeit  urgirt,  welche  nach  einer 
leihe  von  Zahlenbeispielen  zu  urtheilen  seine  Formel  gegenüber 
ler  von  Weingarten  besitzt,  selbst  wenn  man  in  letzterer  einen 
ron  Hansen  vermutheten  und  später  von  Weingarten  berichtigten 
Druckfehler  bertlcksichtigt.  (S.  Yierteljahrsschrift  der  Astr.  Ges. 

1870  p.  235.) 

Die  Besprechung  einiger  neuen  Formeln  in  den  „Reflexio- 
len  etc.''  unterdrücken  wir  hier,  da  dieselbe  in  dem  Referat 
ftber  eine  grössere  Arbeit  von  Hansen  (Leipz.  Abb.  IX.  1871) 
due  Stelle  finden  wird.  B. 

W.  Jordan.  Ueber  die  Bestimmung  der  Genauigkeit 
mehrfach  wiederholter  Beobachtungen  einer  Unbe- 
kannten.    Astr.  Nachr.  LXXIV.  209-226.    1869. 

Der  Verfasser  leitet  zunächst  folgenden  Satz  ab :  Die  Wahr- 
■eheinlichkeit^  dass  die  Diiferenz  zwischen  zwei  Beobachtungen 
'einer  Grösse  mit  den  Genauigkeiten  h  und  h^  den  Werth  d  be- 
'iitzt)  ist  gleich  der  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  d  für  eine 
einzige  Beobachtung  mit  der  Genauigkeit 

hh' 


die  Methode  der  kleiuslen  Quadrate  handelt,  ohne  Ei 
den  Werth  dea  wabraeheialichen  Fehlers,  dagegen  bet 
Einflusg  auf  die  Uusicberlieit  dieses  Fehlers  wohl  i 
näheren  Untersuchung. 

E.  Beltrami.     lutonio  ad  un  »novo  elemeiito  i 
dal  Sig.  Christoffel  nella  teoria  delle  superfii 

d.  Istr.  Lomb.  (3.)  IL  1869. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3  A.  p.  551. 

G.  Darbovx.     Sur  une  s^rie  de   lignes  analog 

lignes  g^odesiques.  Aon.  de  l'Ec.  Norm.  VU.  175-18( 
Siehe  Abschn.  iX.  Cap.  3  A.  p.  548. 
Anonymus.  Note  On  güodesics.  Meaaenger  V.  87, 
Der  Verfasser  macht  von  der  Deformation  der  Fl; 
brauch  um  einige  Sätze  Über  geodätische  Linien  zu 
Die  gegebene  Fläche  wird  auf  eine  Rotationsfläche  so  ab| 
daas  ein  gegebener  Punkt  0  der  Flüche  mit  einem  V 
Rotationsfläche  und  eine  gegebene  geodätische  Lini« 
einem  Meridian  zusammcnfilllt.  Es  folgt  z,  ß. :  Sind  Oi 
zwei  aufeiuander  folgende  gcodiitiEche  Linien  tod  gleicl 
OP  =  OF,  so  ist  die  Linie  PP*  senkrecht  zu  beiden. 
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Weise  die  Formel ,  die  von  Delambre  und  anderen  französischen 
Ingenieurgeographen  zur  Berechnung  der  geographischen  Coor- 
dinaten  der  Ecken  eines  geodätischen  Netzes  und  der  Länge 
eines  Meridianbogens  zwischen  den  Parallelen  der  äussersten 
Punkte  der  Seiten  eines  Netzes  benutzt  ist,  und  stellt  noch  einige 
andere  dahin  gehörige  Formeln  auf.  Jg.  (0.) 

B.  V.  Prondzynski.     l-eber  die  Anzahl  der  Winkel-  und 
Sinus-Gleichungen  bei  Ausgleichung  trigonometrischer 

Dreiecksnetze.     Astr.  Nachr.  LXXV.  87-90.    1869. 

Die  bei  der  Ausgleichung  eines  Dreiecksnetzes  auftretenden 
Bedingungsgleichungen  zerfallen  in  zwei  Gruppen,  von  denen  die 
eine  nur  die  Winkel,  die  andere  nur  die  Sinus  derselben  enthält. 
Diese  Gleichungen  sind  nun  nicht  von  einander  unabhängig, 
sondern  eine  bestimmte  Anzahl  derselben  ist  eine  Folge  aller 
übrigen.  Der  vorliegende  Aufsatz  enthält  nun  eine  Formel  für 
die  Anzahl  der  bei  der  Ausgleichung  noch  nothwendigen  Sinus- 
gleichungen, wenn  man  von  den  Winkelgleichungen  die  grösst- 
mögliche  Anzahl  benutzt,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  weil  die 
letztere  Art  von  Gleichungen  einfachere  Coefficienten  besitzt  als 
die  erstere.  B. 

G.  Zachariä.    Den  danske  Gradmaaling  l«*®  Bind,    üd- 
givet    af  C.  G.  Andrae,    Kjöbenhavn    1867.     Tychsen 

Tidsskr.  (2)  V.  79-96.    1869. 

Es  wird  eine  Inhaltsübersicht  des  in  der  Ueberschrift  citir- 
ten  Werkes  gegeben  und  gezeigt,  welche  E'ortschritte  die  Wissen- 
schaft demselben  verdankt.  Der  Schluss  ist  folgender :  „Aus  der 
oben  gegebenen  Entwickelung  sieht  man,  dass  das  erwähnte 
Werk  nicht  nur  etwas  Neues  bringt  bei  fast  allen  behandelten 
Problemen,  sondern  dass  dies  Neue  auch  eine  Bereicherung  der 
geodätischen  Wissenschaft  ist.  —  In  dieser  Wissenschaft  reprä- 
sentirt  „den  danske  Gradmaaling^  einen  wirklichen  Fortschritt.^ 

Hn.  (Wn.) 
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C.  White.    Elements  of  theoretical  astronomy.  London  1869. 
Herrmann.    Kritik    Newton'ßcher    Astronomie.     Rostock, 

stiller.    1870. 

Cheyne.     An  elementary  treatise  on  the  planetary  theory. 

London,  MacmillaD.  1870. 

N.  Meyer.    Gestalt  der  Himmelskörper.  Pr.  Königsberg  iPt 

1869. 

J.  LüROTH.     Bemerkung  über  die  Bestimmung  des  wahr- 
scheinlichen Fehlers.    Astr.  Nachr.  LXXIII.  187-189.    1869. 

Die  Bestinunung  des  Yerbältnisses  zwischen  dem  wahren 
Werthe  des  wahrscheinlichen  Fehlers  eines  aus  Beobachtungen 
ermittelten  Unbekannten  und  zwischen  dem  aus  den  wahrschein- 
lichen Beobacbtungsfehlern  berechneten  Werthe  ist  von  Peten 
in  Astr.  Nachr.  XLVI.  gegeben  worden.  Vorliegende  ,,Bemei- 
kung^'  dehnt  die  dort  entwickelten  Relationen  auf  den  Fall  von 
beliebig  vielen  Unbekannten  aus.  B. 

A.  Cayley.     Note    on    Lambert's    theorem    of   elliptic 

motion.    Not.  of  Astr.  S.  XXIX.  318-320.    1869. 

Wie  in  der  Theoria  motus  p.  120  bemerkt  ist,  herrscht, 
wenn  nur  p,  (>',  c,  a  (die  beiden  Radien,  die  Sehne  und  die 
grosse  Axe)  gegeben  sind,  eine  Zweideutigkeit  in  Bezug  auf  den 
Bogen  X)  die  in  dem  Theorem  auftritt;  es  sind  nämlieh  zwei 
Bahnen  durch  diese  Daten  bestimmt,  und  beide  Werthe  von  % 
entsprechen  diesen  Bahnen.  Aber  diese  Zweideutigkeit  herrscht 
nichts  wenn  die  Bahn  gegeben  ist,  und  der  Verfasser  zeigte  wie 
man  die  richtigen  Werthe  von  x  durch  eine  einfache  Relation 
auswählen  kann,  die  von  der  Lage  des  zweiten  Focus  abbfti^ 

Cly.  (M.) 
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A.  Cayley.     Note  on  the  problem  of  the  determination 
of  a  planet's  orbit  from  three  observations.  Not.  of  Astr. 

S.  XXIX.  257-259.    1869. 

Auseinandersetzung  des  Princips  der  Lösung^  die  in  der 
Theoria  motus  gegeben  ist.  Cly.  (M.) 

A.  Cayley.     On    tlie    determination    öf   the  orbit   of  a 
planet  from  three  observations.     Mem.of  Astr.  S.  XXX Vlll. 

17-111.    1870. 

Das  Problem  ist  vom  geometrischen  Gresichtspunkte  behan- 
delt. Die  Bahn  ist  ein  Kegelschnitt,  in  dessen  Brennpunkt  die 
Sonne  steht;  und  jede  Beobachtung  zeigt,  dass  der  Planet  zur 
Zeit  derselben  auf  einer  gegebenen  Linie  sich  befindet.  Man 
hat  also  einen  gegebenen  Punkt  S,  den  Focus,  und  drei  gege- 
bene Linien,  „Strahlen".  Wäre  die  Ebene  der  Bahn  bekannt, 
80  würden  ihre  Durchschnitte  mit  den  drei  Strahlen  die  drei 
Lagen  des  Planeten  bestimmen ;  wir  würden  also  den  Focus  und 
drei  Punkte  der  Bahn  haben,  oder,  was  dasselbe  ist,  drei  Radii 
vectoren,  einen  „Trivector*^  Geometrisch  giebt  es  hier  vier 
Kegelschnitte,  aber  nur  einer  von  ihnen  kann  die  Bahn  sein; 
die  Bahn  ist  so  eindeutig  bestimmt  durch  einen  gegebenen  Tri- 
vector.  Die  Aufgabe  besteht  also  darin,  eine  solche  Bahnebene 
zu  finden^  dass  in  der  durch  einen  Trivector  bestimmten  Bahn 
die  Durchgangszeiten  die  beobachteten  Werthe  haben;  oder  (was 
dasselbe  ist),  dass  die  Bahnflächen  dividirt  durch  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  resp.  Parametern  gegebene  Werthe  haben.  Statt 
der  Bahnebene  betrachtet  der  Verfasser  die  Bahnaxe  (d.  h.  die 
normal  zur  Bahnebene  durch  S  gehende  Linie),  oder  noch  pas- 
sender den  Bahnpol  oder  den  Durchschnitt  der  Axe  mit  einer 
um  S  beschriebenen  Kugel.  Einer  gegebenen  Lage  des  Bahn- 
pols entspricht  dann  (wie  oben)  eiue  gegebene  Bahn;  und  es 
ist  die  Aufgabe,  die  Lage  des  Bahnpoles  so  zu  finden,  dass  in 
der  zugehörigen  Bahn  die  Durchgangszeiten  bestimmte  Werthe 
haben.  Die  gesuchte  Lage  mag  als  Durchschnitt  zweier  sphä- 
rischen Curven  erhalten  werden,  wovon  die  eine  der  Ort  derje- 
nigen Lage   ist,   für  welche  die  Durchgangszeit  zwischen  dem 
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ersten  und  zweiten  Punkt  der  Bahn  einen  gegebenen  Werth  hat; 
die  andere  der  Ort  derjenigen  Lagen,  ftlr  welche  die  Durch- 
gangszeit zwischen  dem  zweiten  und  dritten  Punkt  einen  gege- 
benen Werth  hat;  und  in  Verbindung  damit  mögen  andere  iso- 
paramctrisehe  Oertcr  des  Bahupoles  betrachtet  werden,  z.  B.  die 
iseccentrischen  Linien,  oder  die  Oerter,  für  welche  die  J^xcentri- 
cität  einen  gegebenen  Werth  hat.  Unter  diesem  Gesichtspunkt 
wird* das  Problem  behandelt;  es  handelt  sich  nämlich  nun  um 
die  Üiscussion  der  Configuration  und  dieser  Oerter.  Die  Strahlen, 
sind  in  dem  ersten  Beispiel  irgend  drei  gegebene  Linien ;  in  der 
weiteren  Discussion  der  sphärischen  Curven,  die  kaum  anders 
als  numerisch  durchgeführt  werden  kann,  beschränkt  der  Ver- 
fasser sich  selbst  auf  den  Fall  einer  besonderen  symmetrischen 
Lage  der  drei  Strahlen;  er  nimmt  nämlich  Linien,  die  eine 
Winkel  von  GO"  mit  einer  durch  S  gehenden  festen  Ebene  bilden 
und  deren  Projectionen  auf  diese  Ebene  ein  gleichseitiges  Dreieck 
mit  dem  Mittelpunkt  S  bilden,  und  so,  dass  jeder  Strahl  die  Ebene 
im  Mittelpunkt  der  entsprechenden  Seite  des  Dreiecks  schneidet 

Cly.  (M.) 

C.  PuscHL.     Ueber  eine  kosmische  Anziehung,   welche 
die  Sonne  durch  ihre  Strahlen  ausübt.    Wien.  Bar.  LXI, 

IL  299-319.    1870. 

Die  Wärmemenge,  welche  ein  Himmelskörper  in  der  Zeit- 
einheit von  der  Sonne  erhält,  ist  einer  bestimmten  mechanischen 
Arbeit  äquivalent.  Der  Herr  Verfasser  sucht  nun  zu  deduciren, 
dass  bei  einer  wirklichen  Umsetzung  der  Wärme  in  Arbeit  letztere 
in  einem  Druck  oder  Zug  bestehen  müsse,  je  nachdem  man  von 
der  Emissions-  oder  Undulationsthcorie  ausgehe.  Die  Bestim- 
mung der  numerischen  Werthe  zeigt  hierbei,  dass  jener  Druck 
oder  Zug  bei  sehr  kleinen  Körpern  merklich  sein  kann,  dagegen 
bei  den  bekannten  Planctenmassen  neben  der  Gravitation  völlig 
verschwindet.  B. 

Th.  V.  Oppolzer.    Ueber  die  Bestimmung  einer  Kometen- 
bahn.   (IL  Abhandlung.)    Wien.  Ber.  LXI.  917-944.    1870- 
Diese  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  gleichnamigen  Abband- 
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luDg  desselben  Verfassers,  Über  welche  im  ersten  Bande  dieses 
Jahrbuchs  p.  400  referirt  worden  ist.  In  §  l  werden  die  Grenzen 
für  die  Anwendbarkeit  der  Olbers'schen  Methode  genauer  untersucht 
und  ein  Kriterium  entwickelt,  um  in  jedem  einzelnen  Falle  ent- 
scheiden zu  können,  ob  das  gewöhnliche  Verfahren  noch  zulässig 
ist,  oder  ob  man  die  genauere  Methode  des  Verfassers  anwenden 
muss.  §  2  und  ff.  enthalten  sehr  wesentliche  Abkürzungen  der 
von  dem  Verfasser  in  der  ersten  Abhandlung  gegebenen -Bech- 
nungsYorschriften.  Das  zur  Erläuterung  beigefügte  und  der 
Praxis  entlehnte  Zahlenbeispiel  ist  so  beschaffen,  dass  eine  Bahn- 
bestimmung nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  fast  unthunlich 
sein  würde.  B. 

F.  TiETJEN.  Ueber  die  Unsicherheit  einer  Bahnbestim- 
mung aus  drei  Beobachtungen,  wenn  dieselben  geo- 
centrisch    nahe    in    einem    grössten    Kreise    liegen. 

Astr.  Nachr.  LXXUI.  353-364.    1869. 

Bekanntlich  beruht  die  Bestimmung  einer  Planetenbahn  aus 
drei  Beobachtungen  darauf^  dass  man  aus  dem  Flächensatze  mit 
Vernachlässigung  der  Grössen  von  der  dritten  Ordnung  der 
Beobachtungszeiten  eine  Gleichung  herleitet,  welche  als  Unbe- 
kannte die  Entfernungen  des  Planeten  von  Sonne  und  Erde  für 
die  mittlere  Beobachtung  enthält.  Die  Bahnbestimmung  auf 
Grund  dieser  Gleichung  wird  aber  illusorisch,  sobald  die  drei 
beobachteten  Oerter  gcocentrisch  nahe  in  einem  grössten  Kreise 
liegen.  Die  nähere  Untersuchung  dieses  Falles  lässt  sich  nun 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  durchführen,  wenn  man,  wie  der 
Herr  Verfasser  es  thut,  sämmtliche  Grössen  auf  ein  rechtwink- 
liges, durch  die  Sonne  gelegtes  Axensystem  bezieht,  dessen 
2r^-Ebene  den  ersten  und  dritten  geocentrischen  Planetenort  ent- 
hält. Die  auf  diese  Weise  entwickelten  Formeln  gestatten  fast 
unmittelbar,  den  störenden  Einfluss  jenes  Ausnahmefalles,  sowie 
die  näheren  Bedingungen  für  das  Eintreten  desselben  zu  ermit- 
teln. Es  ergiebt  sich  u.  A.  dabei,  dass  dieser  Fall  nahezu  statte 
findet,  sobald  die  Zeit,  zu  welcher  sich  die  Sonne  im  Durch- 
schnitte jener  xy-Eheue  mit  der  Ecliptik  befindet,  übereinstimmt 
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mit  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  drei  Beobachtungszeiteii, 
dass  ferner  bei  freier  Wahl  der  mittleren  Beobachtung  Gleich- 
heit der  Zwischenzeiten  das  Günstigste  ist.  B. 

MiCHAL,     Application  de  la  g^oin^trie  analytique   k  la 
d^termination    des  orbites  des  planstes,     c.  R.   LXVin. 

176-180.    1869. 

Neu  ist  in  dieser  Arbeit  nur  die  Bestimmung  von  Knoten 
und  Neigung  einer  Planetenbajin  aus  neunzehn  vollständigen 
Beobachtungen  und  zwar  in  der  Art^  dass  die  aufzulösenden 
Gleichungen  sämmtlich  linear  sind  und  keine  anderen,  als  die 
elementaren  Hülfsmittel  der  analytischen  Geometrie  zur  Anwen- 
dung kommen.  Wenn  man  nämlich  die  sieben  Coefficienten  in 
der  Gleichung  der  Bahnebene  und  der  Projectiou  des  Bahnkegel- 
schnitts auf  die  Ekliptik  als  Unbekannte  einführt  und  die  recht- 
winkligen Coordinaten  des  Planeten  mit  Hülfe  der  beobachteten 
Länge  und  Breite  eliminirt,  so  lässt  sich  das  Resultat  der  Elimi- 
nation als  eine  lineare  Gleichung  mit  neunzehn  Unbekannten 
hinschreiben,  welche  aus  jenen  sieben  rational  zusammenge- 
setzt sind. 

Die  daran  sich  schliessende  Ermittelung  der  heliocentrischen 
Coordinaten  und  der  Bahuelemente  aus  Knoten  und  Neigung  ist 
ebenfalls  elementar  gehalten,  giebt  aber  nur  bereits  Bekanntes. 

B. 

S.  Newcomb.  Apercu  d'une  möthode  directe  et  facile 
pour  effectuer  le  ddveloppeinent  de  la  fonction  per- 
turbatrice  et  de  ses  coefficients  diflP^rentiels.  C.  B  LXX. 

385-388.    1870. 

Bei  den  bisher  üblichen  Methoden,  die  Störungsfunction  Ä 
nach  Potenzen  der  Exccntricitäten  c  und  c*,  sowie  des  Sinus  der 
halben  gegenseitigen  Neigung  der  Bahnen  zu  entwickeln,  ist  es 
sehr  lästig,  dass  durch  die  DiflFerentiationen  von  ß,  welche  zur 
Aufstellung  der  Störungsgleichungen  nothwendig  sind,  die  höch- 
sten Potenzen  jener  Grössen  sich  um  eine  oder  mehrere  Ord- 
nungen erniedrigeo  können.    Man  wird  dadurch  gezwungen,  die 
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Entwickelung  yon  R  bis  zu  einer  höheren  Ordnung  fortzusetzen, 
als  man  überhaupt  bei  den  Störungen  berücksichtigen  will. 
Herr  N.  leitet  nun,  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden,  eine  Recur- 
sionsformel  ab,  vermöge  deren  man  bei  der  Entwickelung  von  R 
keine  höheren  Potenzen  der  Excentricität  mitzunehmen  hat,  als 
man  in  den  Störungen  beibehalten  will.  Durch  diese  Formel 
wird  nämlich  der  Coefficient  von  e"*  e"*  dargestellt  als  eine  li- 
neare Function  der  Coefficienten  von  niedrigerer  Dimension; 
dieselben  sind  mit  Factoren  multiplicirt,  welche  in  einfacher 
Weise  von  den  Coefficienten  der  Entwickelung  der  wahren  Ano- 
malie und  des  log.  rad.  vect.  nach  Potenzen  der  Excentricität 
abhängen.  Zu  gleicher  Zeit  liefert  die  Methode  der  Herleitung 
dieser  Formel  eine  einfache  Prüfungsgleichung  für  die  Richtig- 
keit aller  berechneten  Coefficienten.  B. 

J.  BouRGET.     Sur  le    döveloppement    algdbrique  de    la 
fonction  perturbatrice.    C.  R.  LXX.  507-509.    1870. 

Kurze  Andeutungen  über  ein  Verfahren,  die  Störungsfunction 
analytisch  zu  entwickeln^  bei  welchem  die  Besserschen  Trans- 
cendcnten  eingeführt  werden  und  die  Entwickelung  nach  Po- 
tenzen des  Sinus  der  halben  gegenseitigen  Neigung^  sowie  der 
Tangenten  der  halben  Excentricitätswinkel  fortschreitet. 

B. 

E.  Kayser.    Untersuchung  des  Mondes  hinsichtlich  sei- 
ner ellipsoidischen  Gestalt.  Astr.  Nachr.  LXXIII.  225-240.  1869. 

Bekanntlich  hat  Hansen  aus  seinen  Untersuchungen  über 
die  Bewegung  des  Mondes  den  Schluss  gezogen,  dass  die  Ober- 
fläche desselben  ein  verlängertes  Ellipsoid  sei,  dessen  grössere 
Axe  stets  nach  der  Erde  gerichtet  ist,  während  jene  Verlänge- 
rung etwa  0,034  beträgt  Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  nun 
die  Aufgabe,  den  Werth  der  Verlängerung  direct  aus  Messungen 
der  grössten  Breite  einer  erleuchteten  Mondsichel  abzuleiten. 
Die  Werthe  der  Sichelbreiten  sind  nämlich  um  durchschnittlich 
noch  sehr  wohl  messbare  Grössen  von  einander  verschieden,  je 
nachdem  man  bei  ihrer  Berechnung  die  sphärische  oder  die  ellip- 
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soidiscbe  Gestalt  des  Mondes  voraussetzt  Es  bandelt  sich  also 
bei  der  Lösung  der  genannten  Aufgabe  nur  darum,  die  Sicbel- 
breite  als  Function  des  Mond-  und  Sonnenortes,  der  Libration 
und  der  unbekannten  Verlängerung  des  Mondellipsoids  auszu- 
drücken, um  aus  directen  Messungen  der  Sichelbreite  einen 
Werth  für  jene  Verlängerung  zu  finden.  Die  Schwierigkeiten, 
welche  hierbei  einer  strengen  Lösung  des  Problems  entgegen- 
stehen, werden  von  dem  Verfasser  dadurch  umgangen,  dass  er 
die  Breite  der  Sichel  in  derjenigen  Ebene  berechnet,  welche 
durch  den  Beobachter,  den  scheinbaren  Mondmittelpunkt,  und 
den  Durchschnitt  des  Mondäquators  mit  der  äusseren  Lichtgrenze 
der  Sichel  gelegt  ist.  Dies  Verfahren  ist  für  numerische  Rech- 
nung hinreichend  genau  uud  führt  zu  hinreichend  bequemen  For- 
meln. Die  danach  ausgeführte  Berechnung  der  vom  Verfasser 
angestellten  Messungen  liefert,  sehr  nahe  übereinstimmend  mit 
Hausen^  für  die  Verlängerung  den  Werth  0  0329. 

B, 

W.  LiGowsKi.  Ueber  die  Reduction  der  Monddistaiizen  mit 
Auwenduiig  vierstelliger  Logarithmen  ohne  Benutzung 

von    Hiilfstafeln.     Grunert  Arch.  LI.  374-380.     1870. 

Die  halbe  Reduction  x  der  beobachteten  Distanz  wird  durch 
Auflösung  einer  Gleichung  von  der  Form 

a:8in(ö-a;)  =  i4  +  fi-C 
gefunden,  d  ist  die  beobachtete  Distanz;  A^  B^  C  enthalten 
ausser  den  direct  gemessenen  Grössen  und  ihren  Correetionen 
für  Kefraction  etc.  noch  den  Azimuthaiunterschied  beider  Ge- 
stirne. Zur  Auflösung  jener  Gleichung  genügen  in  der  Regel 
zwei  Annäherungen.  B. 

Ch.  Simon.     Memoire  sur  la  rotation  de  la  lune.  Ann.  de 

r^c.  Norm.  VI.  69-85.    1869. 

Der  Verfasser  stellt  in  dieser  zweiten  Abhandlung  (die  erste 
findet  sich  im  dritten  Bande  desselben  Journals)  die  AnfSerngs- 
bedingungen  auf,  denen  der  Mond,  abgesehen  von  allen  Hypo- 
thesen, genügen  muss^  damit  seine  Rotationsbewegung  anfiereo 
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Beobachtungen  entsprechen,  und  untersucht  dann,  ob  dieselben 
sich  im  Einklang  mit  der  Laplace'schen  Hypothese  befinden. 

0, 

V.  PuiSEiJX.  Sur  racccldratioii  seculaire  du  mouvement 
de  la  Lune.    C.  R.  LXix.  1287.    1869. 

Ch.  Delaunay.  Rapport  sur  un  travail  de  Mr.  Puiseux 
ayant  pour  titre  „Memoire  sur  l'aceeldration  sdculaire  du 
mouvement  de  la  Lune'^  0.  R.  LXX.  in.   1870. 

Enthalten  eine  vorläufige  Mittheilung  und  einen  Bericht  über 
die  nachstehende  grössere  Arbeit; 

V.  PüiSEUx.  Memoire  sur  Faccöldration  seculaire  du 
mouvement  de  la  Lune.   Liouviiie  J.  (2)  xv.  9-116.   1870. 

Die  mittlere  Länge  des  Mondes  als  Function  der  Zeit  aus- 
gedrückt, hat  die  Form  A  + Bt  +  Ct^ +",  v^o  C  den  Coefficienten 
der  secularen  Beschleunigung  der  Mondbewegung  bedeutet.  Der 
aus  den  alten  Finsternissbeobachtungen  hervorgehende  Werth 
von  C  auf  das  Jahrhundert  als  Zeiteinheit  bezogen,  beträgt  etwa 
12",  der  theoretische  Werth  dagegen,  welchen  man  durch  Be- 
rücksichtigung der  secularen  Acnderung  der  Erdbahnexcentricität 
erhält,  steigt  nur  auf  0,1"  und  man  hat,  um  diese  DiflFerenz  zu 
erklären,  seine  Zuflucht  zu  allerlei  Raisonnements  über  den 
etwaigen  störenden  Einfluss  der  die  Erde  umgebenden  Fluth- 
welle  genommen.  In  Bezug  auf  den  Einfluss  der  secularen 
Aenderung  in  der  Lage  der  Ekliptik  hatte  man  sich  bisher  bei 
dem  von  Laplace,  Poisson  und  Plana  gefundenen  Resultat  beru- 
higt, dass  bei  dem  von  diesen  Schriftstellern  erlangten  Grade 
der  Annäherung  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Ekliptik 
einen  constauten  mittleren  Werth  besitze,  und  dass  man  daher 
in  der  Mondtheorie  die  Ekliptik  als  eine  feste  Ebene  betrachten 
könne.  In  der  vorliegenden  Arbeit  stellt  sich  nun  der  Verfasser 
die  Aufgabe,  den  Einfluss  der  secularen  Aenderung  in  der  Lage 
der  Ekliptik  erschöpfender  als  dies  bisher  geschehen^  zu  ent- 
wickeln, um  so  zu  einem  sicheren  Urtheil  über  die  Zulässigkeit 
anderer  Hypothesen  zu   gelangen.    Die  Arbeit  gliedert  sich  in 
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drei  Abschnitte.  Der  erste  reproducirt  der  VoIlstäDdigkeit  halber 
die  hierher  gehörige  UntersachuDg  von  Poisson.  Im  zweiten 
Abschnitt  wird  zunächst  die  Störungsfunction  vollständiger  als 
früher  entwickelt,  und  die  Störungsgleichungen  nach  Analogie 
des  von  Delaunay  in  seiner  Mondtheorie  benutzten  Verfahrens 
für  den  Fall  integrirt,  dass  man  in  der  Störungsfunction  alle 
periodischen  Glieder  unterdrückt ,  mit  Ausnahme  deijenig^ 
welche  von  den  Enotenlängen  der  Mondbahn  und  der  Ekliptik 
in  Bezug  auf  eine  feste  Ebene  abhängen.  Der  dritte  und  bei 
Weitem  umfangreichste  Abschnitt  endlich  enthält  die  Integration 
der  Störungsglcichungen  unter  Berücksichtigung  der  vorher  unter- 
drückten Glieder.  Das  Resultat  der  äusserst  mühsamen  und 
langwierigen  Rechnung  ist  folgendes:  die  seculare  AenderuDj 
in  der  Lage  der  Ekliptik  erzeugt  in  der  mittleren  Länge  da 
Mondes  Glieder  mit  t\  t*  und  t*;  die  Glieder  mit  t^  zerstoroi 
sich  bei  dem  von  Puiseux  erreichten  Grade  der  Annäherong 
gegenseitig,  die  Glieder  mit  ('  sind  ftlr  historische  Zeiten  völlig 
unmerklich,  die  Glieder  mit  /'  haben  einen  merklichen  GoefB- 
cienten,  der  jedoch  für  die  Epoche  der  alten  Finsternissbeobadi- 
tungen  eine  Verminderung  des  Coefficienten  C  um  0,08"  ergiebt, 
statt  denselben  um  4"  bis  6"  zu  vermehren,  wie  es  für  einen 
vollständigen  Einklang  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  noth- 
wendig  wäre.  B. 

H.  Gylden.     Ueber  eine  Methode,  die  Störungen   eines 
Kometen  vermittelst  rasch  convergirender  Ausdrücke 

darzustellen.   Bull,  de  st.  P6terßb.  XIV.  195-231.    1869. 

Vorliegende  Arbeit  enthält  eine  Anwendung  der  elliptischen 
Functionen  auf  die  Entwickelung  der  Ausdrücke,  welche  Hansen 
in  seinem  ^M^moire  sur  le  calcul  des  pertubations  qu'öprouTent 
les  com^tes^  gegeben  hat.  Hansen  drückt  nämlich  daselbst  die 
gegenseitige  Entfernung  J  des  störenden  und  des  gestörten  Kör- 
pers durch  die  mittlere  Anomalie  &  des  ersteren  und  durch  eine 
besondere  Variable,  die  partielle  Anomalie^  aus,  welche  in  ver- 
schiedenen, willkürlich  zu  wählenden  Abschnitten  der  Kometen- 
bahn  in  verschiedener  Weise  von  dem  Orte  des  Kometen  abblogt 
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Dadurch  wird  in  dem  Ausdrücke  für  J*  in  Bezug  auf  den  Ko- 
meten eine  beliebig  starke  Convergenz  erzielt,  während  der  von 
dem  Kometen  unabhängige  Tbeil  sich  auf  die  Form 

[1 +  /•  cos  (c'  +  F)]  (1  +  e) 

bringen  lässt,  wo  G  eine  kleine  Grösse  bedeutet.  Die  Haupt- 
schwierigkeit besteht  nun  in  der  Entwickelung  der  negativen 
Potenzen  des  ersten  Factors,  weil  bei  grosser  Annäherung  der 
beiden  Körper^/"  sehr  nahe  gleich  1  wird.  Herr  G.  erzielt  nun 
auch  hier  convergentere  Ausdrücke  durch  die  Substitution 

k'  =  jq^,  -i  (C  +  /0  =  am  .?^,  mod.  k. 

Ebenso  lässt  sich  die  Convergenz  in  Bezug  auf  den  Kometen 
noch  steigern,   wenn  man  für  die  partielle  Anomalie  desselben 

eine  am  einführt.    In  diesem  Falle  lässt  sich,   wenn  die 

Excentricität  des  störenden  Planeten  sehr  klein  ist,  der  Ort  des- 
selben durch  rasch  convergirende  Reihen  darstellen,  welche  von 
eben  jenem  w  und  von  einem  Winkel  abhängen,  der  während 
desselben  Umlaufs  des  Kometen  constant  bleibt,  dagegen  ftlr 
verschiedene  Umläufe  verschiedene  Werthe  annimmt. 

B. 

E.  Weiss.     Beiträge  zur  Kenntniss  'der  Sternschnuppen, 

Astr.  Nachr.  LXXVI.  193-220.     1870. 

Der  mathematische  Theil  dieser  Arbeit  enthält  eine  Methode 
zur  Höhenbestimmung  der  Sternschnuppen,  welche  auf  Folgen- 
dem beruht.  Zunächst  wird  jede  beobachtete  Flugbahn  so  corri- 
girt,  dass  sie  rückwärts  verlängert  durch  den  als  bekannt  ange- 
nommenen Radiationspunkt  geht.  Dies  wird  durch  eine  kleine 
Drehung  der  Flugbahn  um  ihren  Mittelpunkt  erreicht.  Als  wahrer 
Ort  der  Sternschnuppe  wird  dann  der  Durchschnitt  der  beiden 
Ebenen  angesehen,  welche  durch  jeden  Beobacbtungsort  und  die 
zugehörige  comgirte  Flugbahn  gelegt  werden  können. 

B. 

Forlschr.  d.  Math.  II.   3.  57 


Qg^  Xn.  AbschDitt.    Geodäsie  nnd  Astronomie. 

W.  Klinkerfües.  Einige  Bemerkungen  betreflFend  die  Be- 
rechnung von  Kometenbahnen.     Aetr.  Nachr.  LXXV.  81- 

86.    1869. 

Es  seien  a,  a'^  a"  die  geocentriscben  Rectascensionen,  d,  S^ 
8*'  die  Declinationen  eines  Kometen,  A'  und  D'  die  Rectascensioi 
und  Declination  der  Sonne  für  die  mittlere  Beobachtung,  ferner 
sei  Aq  aus  der  Gleichung 

tg  (4  - -^^)  sin  (5  +  a'O  =  cotg -?^^.  ^^^  j 

bestimmt,  dann  ist  der  Ausdruck 

cotg  D'   cotg  D'  cos  (A'  —  J  J  —  cotg  8  cos  (a  —  i4  J  (^  _  nt) 
cotg  d'  '  cotg  <J'  cos  («'  —  ilj  —  cotg  S  cos  (a  —  ^0)  ^  ^' 

wo  H  und  W  die  Radii  vectores  des  Kometen  und  der  Erde  fbr  i 

mittlere  Beobachtung  bedeuten,   stets  positiv.    Mau  kann  data 

durch  -eine  einfache  Rechnung  von  vornherein  entscheiden,  A 

H  >  oder  <  ff. 

B. 

E.  Kayser.     Die  Gleichungen    einer  Kometenbahn. 

Pr.  Erfurt.    1869. 

F.  Minding.     Ueber  eine   bei    Beobachtung   der  Stern- 
schnuppen vorkommende  Aufgabe  der  Wahrscbeinlich- 

keitsrechnung.    Bull,  de  st.  Pötersb.  XIII.  203-208.    1869. 

Siehe  Abschn.  IV.  p.  117. 

A.  Cayley.     Sur  la  constiniction  graphique  de  la  courbc 
d'ombre    ou    de    pönombre    pendant    la    dur^e    dune 

dclipse   de   soleil.    Nou?.  Ann.  c2)  IX.  289-291.     1870. 

Laguerre.     Note  sur  Tarticle  prdcddant.  Nouv.  Ann.  (2)  ix 

291-293.    1870. 

In  der  erstgenannten  Mittheilung  wird  der  Nachweis  geföhrt 
dass  die  stereographische  Projection  der  Curve  des  Kern-  oder 
Halbschattens  bei  einer  Sonnenfinsterniss  sich  darstellen  Itot 
als  die  Enveloppe  aller  Kreise,  welche  einen  festen  Kreis  ortho- 
gonal schneiden,  während  der  Mittelpunkt  auf  einem  gegebenen 
Kegelschnitt  liegt. 


r 
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Die  Note  von  L.  enthält  erstlich  die  Bemerkung,  dass  der 
obige  Satz  schon  1862  von  Moutard  ausgesprochen  sei,  sodann 
einen  Beweis  desselben,  der  unmittelbar  für  die  Durchschnitts- 
curve  einer  Kugel  mit  einer  beliebigen  Fläche  zweiter  Ordnung 
gültig  ist.  B. 

A.  Cayley.    On  the  graphical  construction  of  the  iimbral 
or  penumbral    curve    at  any  instant   during   a   solar 

eclipse.      Not.  of  Aetr.  S.  XXX.  '162-164.    1870. 

Die  Schatten-  oder  Halbschatten-Curve  ist  der  Durchschnitt 
einer  Kugel  mit  einem  geraden  Kegel.  Es  wird  gezeigt,  dass 
die  stereographische  Projection  construirt  werden  kann  als  En- 
yeloppe  eines  variablen  Kreises^  der  sein  Centrum  auf  einem  ge- 
gebenen Kugelschnitt  hat  und  einen  gegebenen  Kreis  unter  rech- 
tem Winkel  schneidet,  in  der  That  Herrn  Casey's  Construction 
der  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung.    S.  d.  vorsteh.  Referat. 

Cly.  (M.) 

A.  Cayley.    On  the  geometrical  theory  of  solar  eclipses. 

Not.  of  Astr.  S.  XXX.  166-168.    1870. 

Analytische  Herleitung  und  Discussion  der  FuAdamental- 
gleichung.  Cly.  (M.) 

Anonymus.      Eclipses.      Messenger  V.  168-169.    1870. 

Elementarer  Beweis,  dass  in  einem  Jahre  sieben  Finsternisse 
stattfinden  können,  und  zwar  fünf  Mond-  und  zwei  Sonnen-Finster- 
nisse oder  vier  Sonnen-  und  drei  Mond-Finsternisse. 

Glr.  (0.) 

W.  L.  DiCKiNSON.     On  three  occultations  of  Saturn  by 

the  moon.     Proc.  of  Manchester  IX.  149-150.    1869/70 

Csy. 
W.  L.  DicKiNSON.     On  the  eclipse  of  the  sun  Decem- 

ber  21-22.    1870.     Proc.  of  Manchester  IX.  158-159.    1869/70. 

Csy. 
57* 
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W.  G.  Penny.     On    the   rotatory   motion    of  heavenly 

bodies.    Trans,  of  Dublin  X.  111.     189-220.    1869. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  untersucht:  1)  ob  die  stö- 
renden Kräfte,  welche  auf  die  Himmelskörper  wirken,  einen 
dauernden  Einfluss  auf  die  Rotation  derselben  austlben  können; 
2)  wenn  eine  solche  Wirkung  stattfindet,  unter  welchen  Um- 
ständen sie  aufhören  wird,  d.  h.  welches  die  Bedingungen  sind, 
unter  welchen  die  Körper  mit  nur  periodischen  Aenderungen 
permanent  rotiren  können.  Csy.  (0.) 

C.  Flammakion.     Loi   du    mouvement    de  rötation   dea 

planstes.     C.  R.  LXX.  804-808.    1870. 

G.  QuESNEviLLK.     Remarquo    relative   ä   une    Note   4 
Mr.  Flammarion  sur  la  loi  du  mouvement  de  rotatia 

des  planstes.     C.  R.  LXX.  845-846.    1870. 

C.  Flammarion.     Re'ponse  ä  une  objection  relative  k  la 
loi  du  mouvement  de  rötation  des  planstes.  C.  R  LXl 

922-923.     1870. 

In  der  ersten  Note  sucht  Herr  Fl.  das  Gesetz  nachzuweisen, 
dass  die  Dichtigkeit  eines  Planeten  proportional  sei  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Verhältniss  der  Schwerkraft  zur  Schwungkraft 
unter  dem  Aequator.  Hr.  Qu.  zeigt  indessen,  dass  die  ungefähre 
Uebereinstimmung,  welche  in  den  von  Er.  Fl.  benutzten  Zahlen 
stattfindet,  viel  geringer  wird,  wenn  man  die  numerischen  Werthe 
aus  dem  neuesten  Annuaire  du  bureau  des  longitudes  nimmt 
dass  ferner  die  aus  jenem  Gesetz  unmittelbar  folgende  Propor- 
tionalität zwischen  den  Dichtigkeiten  und  den  Quadraten  der 
Rotationszeiten  in  Wirklichkeit  nicht  einmal  angenähert  stattfin- 
det. Die  „R^ponse . . .''  von  Hr.  Fl.  enthält  nichts  Wesentliches, 
wodurch  jene  Einwürfe  entkräftet  werden.  B. 

BüzzETTi.     La  rotazione  deUa  terra.    Milano,  Treves  1870. 

Bach.     Du  passage  de  V^nus  sur  le  disque  du  soleil 
en    1874,    et  du    calcul   de  la   parallaxe    da   soleil. 

Ann.  de  rfic.  Norm.  VI.  289-347.    1869. 

Von  rein  astronomischem  Interesse.  0. 
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L.  Matthiessen.     Ueber    die    scheinbare  und    absolute 
Grösse  der  Sonne.    Schlömiich  z.  xiv.  525-531.    1869. 

Enthält  Reflexionen  über  die  Vergrösserung,  welche  der 
scheinbare  Sonnenhalbmesser  in  Folge  einer  von  der  Sonnen- 
atmospbäre  herrührenden  Refraction  erfahren  muss. 

B. 

L.  J.  Grüey.     Recherches  sur  la  flexiou  de  la  lunette 

mdridienne.     Ann.  de  rfec.  Norm.  Vn.  211-246.    1870 

0. 

W.  Veltmann.     FresneFs  Hypothese  zur  Erklärung  der 
Aben'ationserscheinungen.  Astr.  Nachr.  LXxv.  145-160.  1870. 

Siehe  Abschn.  XI.  Cap.  2.  p.  790. 

W.  H.  Besant.    Mathematical  notes.  Quart.  J.  xi.  38-42. 1870. 

In  der  zweiten  Note  wird  auf  eine  UnvoUkommenheit  in 
den  gewöhnlichen  Erklärungen  der  Aberration  aufmerksam  ge- 
macht. Mz. 

H.  Kinkelin.     Die  Berechnung  des  christlichen  Oster- 
festes.    Schlömiich  Z.  XV.  217-228.    1870. 

Eine  übersichtliche  Herleitung  der  von  Gauss  aufgestellten 
einfachen  Vorschriften  f&r  die  Berechnung  des  Osterfestes. 

B. 


860  Aohang. 

Einem  weiteren  Einwand  hinsichtlich  der  Neuconstnietion  der 
Tafeln  wird  entgegengehalten,  wie  oft  ohnedies  solche  nothwen- 
dig  gewesen  sind.  Es  folgt  der  Nachweis,  dass  die  Decimal- 
einheiten  mit  den  Bedürfnissen  gut  harmoniren;  schliesslich  die 
Mahnung,  dass  Frankreich  sich  nicht  seine  alte  Superiorit&t  durcb 
Zögern  entgehen  lasse. 

Wolf  erklärt  den  ganzen  Kreis  und  den  ganzen  Tag  ftir  die 
natürlichen  Einheiten;  das  Viertel  sei  willkürlich.  D*Äbbadie 
entgegnet,  dass  der  Quadrant  stets  als  Winkeleinheit  gegolten 
habe  und  bei  der  Aufsuchung  des  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  in  den 
Tafeln  sich  allein  als  praktisch  erweise. 

Villarceau  citirt  seine  frühere  Erklärung  (1864),  nach  wel- 
cher er  den  Aufschub  des  Ueberganges  zur  Decimaltheilung  gen 
sah,  damit  man  nicht  voreilig  die  Quadranten  zur  Einheit  nehme. 
Der  ganze  Tag  empfehle  sich,    1)  weil   dann  die  Angaben  der 
Zeiten  und  Rectascensionen  zusammenstimmten,  2)  weil  man  bei 
Aufsuchung  von  Winkeln,  in  denen  mehrere  Perioden  enthalten 
sind,  immer  die  ganzen  Perioden  zu  streichen,  also  wie  bei  Lo- 
garithmen  dann   immer   nur  mit  dem  Bruch   zu  operiren  habe. 
Ueberhaupt  verdienten  in  der  Anordnung  die  Astronomen  einen 
Vorzug.    Er  fügt  jetzt  mit  Adoption  von  Wolfs  Erklärung  gegen 
d'Abbadie  hinzu:  schon  der  Name  Quadrant  zeige,  dass  derselbe 
nicht  als  Ganzes  aufgefasst  worden  sei.    Dass  erst  die  volle  Pe- 
riode ein  natürliches  Ganze  darstelle,   sehe  man  am  besten  an 
einer   um   einen   Endpunkt  rotirenden  Geraden.    Diese  E^heit 
könne  ftiglich  tour  heissen  und  mit  r  (für  2n)  bezeichnet  werden. 
Er  erwähnt,    (was  d'Abbadie  vergessen  hat,   für  sich  geltend  zu 
machen,  da  es  doch  bei  numerischer  Rechnung  das  wichtigste 
Moment  ist),   dass   der   Quadrant  den   Umfang   der   absoluten 
Werthe  der  Functionen  darstellt,  jedoch   ohne   dem  Umstände 
Bedeutung  zuzuschreiben. 

Hoüel  schliesst  sich  d'Abbadie's  Erklärung  an,  unterscheidet 
(leider)  das  Interesse  der  Astronomen  von  dem  der  übrigen  Ma- 
thematiker, indem  er  ihnen  überlassen  will  besondere  Tafeln  fllr 
eigenen  Gebrauch  zu  haben,  hebt  die  umfangreiche  und  in  der 
Praxis  viel  bewährte  Anwendung  des  Quadranten  für  jede  Art 
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periodischer  Transcendenten  hervor ,  legt  dar,  wie  bei  Decimal- 
theilung  des  Quadranten  nur  mit  dem  Bruch  gerechnet  werde, 
die  Ganzen  erst  diakritische  Bedeutung  für  das  Resultat  haben 
wie  beim  Logarithmus,  zeigt  die  Unbequemlichkeit  der  öfteren 
Subtraction  von  0,25;  0,5;  0,75,  .welche  eintritt,  wenn  der,  Um- 
kreis Einheit  ist,  und  geht  mit  einigen  Betrachtungen  auf  den 
Umfang  der  Tafeln  ein. 

Villarceau  hält  seine  Ansicht  aufrecht,  ohne  Neues  vorzu- 
bringen. H. 

J.  Thoulet.  Sur  las  formules  et  las  calculs  qui  ont 
sarvi  k  construire  la  granda  carte  gnomoniqua  de 
TEurope  et  des  contr^es  adjacentes.  C.  R.  LX viii.  380. 1869. 

Enthält  zwei  ohne  Beweis  mitgetheilte  Formeln,  welche  bei 
der  Gonstruction  der  genannten  Karte  benutzt  worden  sind. 

B. 

Bammärt.   Aufgaben  aus  der  mathematischen  Geographie. 

Pr.  Ehingen.    1870. 

Die  Aufgaben,  Anwendungen  der  sphärischen  Trigonometrie, 
beziehen  sich  auf  die  tägliche  Bewegung  der  Erde  und  auf  Mond- 
und  Sonnenfinsternisse.    Sie  sind  fUr  Schulen  wohl  zu  empfehlen. 

0. 

G.  Emsmann.      Sechszehn   mathematisch  -  physikalische 

•      _ 

Probleme.      Leipzig  1869. 

Es  werden  folgende  Abschnitte  der  Physik  in  elementarer 
Weise  behandelt:  Thermometer-Correction,  specifische  und  latente 
Wärme,  Declination  der  Magnetnadel,  das  Ohm'sche  Gesetz  und 
die  Constanten  galvanischer  Rheomotoren,  die  Minimal- Ablenkung 
beim  Prisma,  der  Brechungsexponent,  Discussion  der  Formel  fbr 
Hohlspiegel  und  Linsen,  Newton'sche  Kinge,  Dämmerung,  das 
Kräfteparallelepiped ,  das  physische  Pendel,  die  Verminderung 
der  Schwere  durch  die  Erdrotation,  das  specifische  Gewicht  einer 
Mischung,  das  barometrische  Höhenmessen,  die  Grösse  der  Yer- 


862  Anhang. 

dQnnuDg  durch  die  Luftpumpe.    In  einem  Anhange  ist  eine  An- 
zahl Uebuugsaufgaben  für  Schüler  hinzugeftigt. 

Wn. 

Schenk.     60  geometrische  Aufgaben.  Pr.  oimutz.  1869. 

Einige  Aufgaben  über  Anwendung  der  Algebra  und  Trigo- 
nometrie zur  Lösung  und  Construction  geometrischer  Aufgaben 
für  Schüler  der  oberen  Klassen.  M. 

C.  Brühns.    Neues  logarithmisch-trigonometrisches  Hand- 
buch  auf  7    Decimalen.     Leipzig,  Tauchnitz.    1870. 

Die  vorliegenden  Tafeln,  in  deutscher,  französischer,  engli- 
scher und  italienischer  Ausgabe  gleichzeitig  erschienen,  enthaltea 
die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  100,000  und  der  trigono- 
metiischen  Functionen  bis  zu  6^^  vonSecunde  zuSecundc,  von  di 
ab  von  10  zu  10  Secunden.  Eine  wesentliche  Verbesserung 
gegen  die  Tafeln  von  Bremiker  ist,  dass  für  die  etwaige  Be- 
nutzung von  nur  sechs  Decimalen  ein  Zeichen  gegeben  ist, 
ob  die  Ainf  der  letzten  Decimale  mit  oder  ohne  Erhöh ung  fort- 
zulassen ist.  O. 

0.  ScHLöMiLCU.     Fünfstellige    logarithmisch  -  trigonome- 
trische  Tafeln.     Braunschweig,  Vieweg.    1869. 

A.  M.  Nell.    Fünfstellige  Logarithmen  der  Zahlen  und 
der  trigonometrischen  Functionen.    Darmstadt,  Diebl.  I87a 

G.  Luvini.     Tavole  di  logaritmi  asetti  decimale.     Torino 

Arnoldi.     1870. 

Th.  Wittstein.     Fünfstellige   logarithmisch -tn'gonome- 

trische   Tafeln.     Hannover.     1870. 

S.  Stampfer.     Logarithmisch  -  trigonometrische    Tafeln. 

Wien,  Gerold.     1870. 

F.  G.  Gauss.     Fünfstellige    vollständige  logarithmische 
und  trigonometrische  Tafeln.    Herlin,  Rauch.    1870. 
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H.  ScHODER.      Logaritmisch  -  trigonometrische    Tafeln. 

Stuttgart,  Lindemann.    1869. 

F.  DOMKE.  Nautische  astronomisch -logarithmische  Ta- 
feln.    Berlin,  Decker.    1869. 

E.  LüRTZ.  Berechnung  der  Logarithmen  der  natür- 
lichen Zahlen  und  der  trigonometrischen  Functionen, 

Pr.  Kronstadt  in  Siebenbürgen.    1869. 

Sammlung  von  HUlfstafeln  der  Kgl.  Sternwarte  in  Berlin. 

Berlin,  Dammler.    1869. 

A.  B.  BüTTERBECK.  Zcitberechnungstafelu.  Giessen,  Ricker. 
1870. 

J.  W.  L.  Glaisher.  Tables  of  the  numerical  values  of 
the  sine -integral,    cosine  -  integral ,   and    exponential- 

integral.   Trans,  of  London.    CLX.  367-388.    1870. 

Die  Tafeln  I— IV  enthalten  St(a?),  Ct(a?),  £t(x),  JBt  (-a;) 
von  a?  =  0---l  in  Intervallen  von  0,01  auf  18  Decimalstellen  mit 
Differenzen  dritter  Ordnung.  Die  Tafeln  V— VIII  dasselbe  von 
x  =  l'"b  in  Intervallen  von  0,1  auf  11  Decimalstellen  mit  Dif- 
ferenzen dritter  Ordnung.  Tafel  IX  dasselbe  von  a?  =  5-15 
mit  Intervallen  von  1  auf  11  Stellen.  Tafel  X  enthält  St  (x), 
Ci(x)  vona?  =  20-100  mit  Intervallen  von  5,  von  a?  =  100---200 
mit  Intervallen  von  10,  von  a;=i  200- ••  1000  mit  Intervallen  von 
100,  und  für  einzelne  höhere  Werthe  von  x,  auf  7  Decimalstellen. 
Tafel  XI  giebt  die  Maxima  und  Minima  von  Si  (a?)  auf  7  Stellen; 
Tafel  XII  dasselbe  für  a  (x). 

Cly.  (M.) 

F.  Schaller.     Primzahltafeln.   Berlin,  Mode.   1869. 

D.  Regis.  Tavole  gi-afiche  a  due  argomenti,  fatte  suUe 
formole  di  Darcy  e  Bazin,  di  Prony  e  di  Eitel- 
wein, relative  al  movimento  uniforme  dell'aqua  in  un 
canalo,   in  un  fiume  ed  in  un  tubo  a  sezioce  circo- 

lare    COStante.     Atti  d.  Soc.  dgl.  Ingegueri  di  Torino  1870. 
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M.  R.  Pressler.     Das    mathematisclie  Aschenbrödel  in 
Schule,  Werkstatt,  Wald  und  Feld,  oder  der  Ingenieur- 

Messkuecht.    Leipzig,  Baumgärtner.    1870. 

Der  sogenannte  Messknecht  ist  eine  mit  einem  Pendel  Ter- 
sehene  kleine  Papptafel,  welche  durch  Umklappen  einzelner 
Theile  in  ein  Visir-  oder  Messinstrument  verwandelt  werden  kaniL 
Sie  dient,  entweder  allein  oder  mit  Stiften,  Dioptern  etc.  armirt, 
als  Masstab,  Transporteur,  Winkelkreuz,  Theodolith,  Nivellir- 
instrument,  Sonnenuhr  etc.  Auf  beiden  Seiten  der  Tafel  befinden 
sich  zahlreiche  mathematische  Tabellen,  die  in  der  Praxis  ange- 
wendet werden,  nämlich:  die  ßeciprokcn,  Quadrat-  und  Cnbik- 
wurzeln,  Potenzen,  Logarithmen,  Maass-Vergleichungen  und  -Be 
ductionen,  Zins-  und  Renten-Tabelle,  Kreisumfang  und  -Fläch 
Kreisbogen,  Segmentenflächen,  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und 
Secanten,  Fallhöhen  und  Fallgeschwindigkeit  etc.  Das  Badi 
selbst  enthält  im  ersten  Abschnitte  eine  Anleitung  zur  Behandlung 
des  Instrumentes,  und  in  den  folgenden  zahlreiche  praktiscbe 
Aufgaben  (mit  Lösungen)  aus  der  Arithmetik,  Planimetrie,  Tri- 
gonometrie, Stereometrie,  Astronomie  und  Geodäsie. 

M. 
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